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1. A G(F,L;F) teljes paros graf két szinosztilya legyen F = {ai,as,a3,a4,a5} és
L = {b1, by, b3, b4, b5}. Az a;-t a bj-vel Gsszekots él stlya legyen a balra lathato matrix i-edik
soranak és j-edik oszlopanak keresztezédésében allo elem (minden 1 < 7,5 < 5 esetén). A
maximalis Osszsilyu teljes parositast keres6 Egervary-algoritmust valaki mar elkezdte fut-
tatni G-re és ott tart, hogy az aktuélis M parositas az {aq, b1}, {a2, ba} és {as, bs} élekbdl
all, az aktualis c cimkézés pedig a jobb oldali tablazatban lathato. Fejezziik be az algoritmus
futtatasat és adjuk meg az eredményként kapott maximélis 0sszsulyu teljes parositast!
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(A megoldéasban ne csak az algoritmus futasdnak az eredményét adjuk meg, hanem doku-
mentaljuk is a lépéseket — vagyis adjunk meg minden, a futas kozben keletkezs adatot.)

max{x| + s + 3x3 — 214}

2. a) Irjuk fel a jobbra lathato linearis programozasi ha,
feladat dualisat! (A felirds hasonld alaku legyen, mint T, + 3Ty 4+ 25 — 20, = 5
a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot 20y — Ay — 23 + x4 > 3
hasznéljunk. ) T1+ 529 — 24 < 6
b) Dontsiik el, hogy a (primal) feladat célfiiggvénye 2y + 29 + 13 — 14 < 10

feliilrsl korlatos-e a megoldashalmazén! 21> 0,20 > 0, 23 Z_O, 24> 0
3. Az aldbbi matrix jobb alsé sarkdban allo 4. A bal oldali abran lathato graf kormat-
elem olyan kétjegyd szam, melynek maso- roidja legyen A, a jobb oldalin lathatoé B.
dik jegye ,sajnos” elmosodott. Meg lehet-e Grafikusak-e az AV A, illetve az AV B mat-
azért hatarozni, hogy milyen matroidot ko- roidok?
ordinataz ez a méatrix a valos test felett? Y
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5. Adjunk meg olyan 10 cstcst, 10 éli egyszer, Osszefiiggd grafot, melyre a minimalis lefogo
ponthalmaz problémara tanult 2-approximéacios algoritmusok soha nem adnak optimalis
eredményt (és igazoljuk, hogy a graf csakugyan rendelkezik a kivant tulajdonsaggal).

6. Egy négyzet egyik atlojat osszuk hdrom pont segitségével négy egyenls részre. Legyenek
a G teljes graf csticsai a négyzet csicsai és az atlon 1évé harom pont (G-nek tehat Gsszesen
hét cstcsa van), minden él silya legyen azonos végpontjainak tavolsagaval. Hajtsuk végre
¢s dokumentéljuk a G grafra az utazoligynok probléma kozelitésére szolgald Christofides-
algoritmust.

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznélhato. A rendelkezésre allo munkaids 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. A megadott cimkézéshez tartozo ,piros élek” meghatarozasaval kezdjiik
— vagyis azokat az e = {a, b} éleket keressiik, amelyekre w(e) = ¢(a) + ¢(b) (ahol w(e) az e él silyat
jeloli). Ezek a kovetkezok: {aq, b1}, {a1, b2}, {a1,bs4}, {as,b1}, {ao,bo}, {as, b3}, {as, b3}, {a4, b3} és
{as, by }; lasd az alabbi, bal oldali abrat. (Latszik, hogy a megadott M parositas élei — az abran
vastag vonallal — is pirosak; ha ez nem igy volna, az azt jelentené, hogy az algoritmus korabbi futasa
hibas volt.)

Most M-bdl kiindulva a maximalis parositas keresésére szolgalo javitd utas algoritmust futtatjuk
a piros élek alkotta részgrafban. A parositatlan F-beli pontok: ay és as. Lathato, hogy as-b6l nem
vezet javitod at parositatlan L-beli pontba (vagyis by-be vagy bs-be), mert ays-bél piros élen egyediil
bs-ba lehet 1épni, ennek az M szerinti parjaban, as-ban pedig elakadunk. Viszont as-bdél inditva a
javitout keresést sikerrel jarunk: az as, bo, ao, by, a1, by sorrendben bejarva a csticsokat javitoutat
kapunk; ementén javitva a kovetkezd parositast kapjuk: {as,bo}, {a2,b1}, {a1,b4}, {as, b3} (lasd a
jobb oldali abréat).
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A most kapott M’ parositds maximaélis a (jelenlegi) piros részgrafban, mert bs-re nem illeszkedik
piros él, igy nyilvan nincs 6t éld parositas. Ezért attériink a kovetkezs ¢ cimkézés meghatarozasara.
A parositatlan F-beli, illetve L-beli csucsok halmaza F} = {as} és Ly = {bs}. Az Fi-bdl alternalo
uton elérhets L-beliek halmaza Ly = {b3}, mert as-bél tovabbra is csak bs-ba vezet piros él, ahonnan
as-ba lépve elakadunk. Az Lo-belick M’ szerinti parjainak halmaza tehat Fy = {as}. Igy a maradék
F-beliek, illetve L-belick halmaza F3 = {ay, as, as}, illetve Ly = {by, by, by }. Az algoritmus mikodési
szabalya szerint az F} U Fy = {as, a4} és az L1 U Ly = {by, bo, by, b5} halmazok halmazok kozti élek
mindegyikére ki kell szamitani a c(a) + ¢(b) — w(e) ,folosleget”, majd ezek minimumat kell venni. A
feladat adatait felhasznélva az az-bol indulo (és Ly U Ls-ba mend) élek foloslegei rendre 3, 2, 3 és 2,
az ay-b6l induld élek foloslegei pedig 4, 3, 4 és 3. Ezeknek a minimuma pedig § = 2.

Ezek utan a kovetkezs ¢ cimkézés meghatarozasahoz FyUF; elemein d-val ecsokkenteni, Lo elemein
pedig d-val névelni kell a jelenlegi cimkézést. Igy ¢ a kovetkezd:

v . ap a2 az a4 as bl b2 b3 b4 b5

dw)y : 1.5 2 5 3 1 0 4 0 1

Ezzel az algoritmus teljes ciklusat végrehajtottuk, ismét a (most méar ¢-hoz tartozo) piros élek
meghatarozaséaval folytatjuk. A fenti abrakon lathato piros részgrathoz képest harom valtozas torté-
nik: {ay, b3} megsziinik pirosnak lenni, viszont {as, by} és {as, b5} 0j piros élek (lasd az alabbi, bal
oldali abrat). (Ezek a valtozéasok egyrészt ’-bél és a megadott élstlyokbol kézvetleniil is kiolvasha-
tok, de a fentiekbdl is kovetkezik: {as, b3} volt az egyetlen Fy és Lo kozotti él, a § meghatarozasakor
pedig a minimum az {as, by} és {as, b5} éleken vétetett {6l.) Az 0 piros részgrafban kénnyen taldlunk
az M'-re nézve javito utat: ay, bs, agz, bs. Ementén javitva M'-t pedig mar teljes parositast kapunk:
{ag, b3}, {as,bs}, {a1,bs}, {az, b1} és {as, by} (lasd a jobb oldali abréat). Igy ezzel (illetve a fenti ¢/
cimkézéssel) all meg az algoritmus futésa.
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A 2. feladat megoldasa.
a) A megadott linearis programban a véaltozok nemnegativitasa is szerepel a feltételek kozott,
ezért érdemes azt max{cz : Ax < b,z > 0} alakunak tekinteni, ahol

1 3 2 =2 5
-1 -3 -2 2 =5
A= -2 4 1 -1 |, b= -3 [,
15 0 -1 6
11 -1 10
c= (1 1 3 -2).

Amint lathato, a feltételek kozott szerepls egyenletet helyettesitettiik az 1+ 3xo+ 223 —2x4 < 5 ésa
—x1— 319 —2x3+ 214 < —5 egyenlbtlenségekkel, illetve a kovetkezd egyenlGtlenséget is megszoroztuk
(—1)-gyel. Most a dualist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

1’I111’l{5y1 — 5y2 - 3y3 + 6y4 + 10y5}

ha

Y1 —Y2—2ys+ys+2ys > 1

3y1 —3y2 +4ys + 5ys +ys > 1

21 —2y2+ys +ys = 3

=21 +2Y2 — Y3 — Ya — Y5 = —2

120,92 > 0,y3 > 0,94 > 0,95 > 0

(Megjegyezziik, hogy a primal feladatot felfoghatjuk max{cz : Az < b} alakinak is és erre
hasznélhatjuk a duélis eredeti definicié szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot.
Ekkor a valtozok nemnegativitasat el6ird négy egyenlGtlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis
A-nak és b-nek 9 sora van. Ennek megfelelGen a dudlis egy 9 valtozos linearis program — amely
azonban az eladason tanultak szerint ekvivalens a fent kapottal.)

b) A primal feladat rendszere megoldhato, példaul az x; = 5, 9 = x3 = x4 = 0 valasztéssal.
Ha a célfiiggvénye feliilrél korlatos volna a megoldashalmazan, akkor a dualitéstétel szerint a dualis
feladat egyenl6tlenségrendszere is megoldhaté volna . Ez azonban jol lathatdéan nem igaz: az utolso
egyenl6tlenség (—1)-gyel szorzas utan 2y; — 2y + y3 + y4 + y5 < 2, ami nyilvan ellentmond a
2u1 — 2ys + ys + ys5 > 3 és az yg > 0 feltételeknek. Igy a primal célfiiggvénye nem feliilré] korlatos a
megoldéshalmazan.

A 3. feladat megoldasa. Jelolje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az ezek altal koordinatazott
M matroid rangja nyilvan legféljebb 3 (hiszen négy R3-beli vektor nem lehet linedrisan fiiggetlen).
A négy lehetséges oszlopharmas linearis fiiggetlenségét legegyszeriiebben a megfelels 3 x 3-as deter-
minénsok kiszdmitésaval lehet eldonteni. Ha a matrix jobb alsé sarkdban allo elemet z-szel jeloljiik,
akkor azt kapjuk, hogy az {a,b, c}, {a,b,d}, {a,c,d}, illetve {b, c,d} oszlopok altal alkotott deter-
minansok értéke rendre 1, o — 7, (=5), illetve 2. Mivel x — 7 = 0 lehetetlen (hiszen x > 10), ezért
egyik determinans értéke sem 0, igy barmely harom oszlop linearisan fiiggetlen. Kévetkezésképp M
az elmosodott jegy értékétdl fliggetleniil az Uy 3 uniform matroiddal izomorf.

A 4. feladat megoldasa. Az A matroidban definici6 szerint azok a részhalmazok fliggetlenek, ame-
lyek az {a, b, c} halmazbol legfoljebb egy elemet tartalmaznak és emellett tartalmazhatjak még d-t.
Az AV A fliggetlenjei tehat azok a részhalmazok, amelyek két ilyen halmaz uniojaként elgallhatnak.
Igy az e elem AV A-ban is hurok (vagyis az egyelemt {e} részhalmaz Osszefiiggs) és Osszefiiggs
{a,b,c} is. Fiiggetlenek viszont az {a,b,d}, {a,c,d} és a {b,c,d} részhalmazok. Koévetkezésképp
AV A grafikus, reprezentalja példaul az alabbi graf.
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Hasonloan az A-hoz, B fliggetlenjei azok a részhalmazok, amelyek az {a, d, e} halmazbol legfol-
jebb egy elemet tartalmaznak és emellett tartalmazhatjak még b-t. Az AV B meghatarozasahoz tehat
ezeknek és az A fiiggetlenjeinek az unidjat kell képezni. Rogton latszik, hogy {a, ¢, e} Osszefiiggs lesz
AV B-ben, mert a, ¢ és e koziil barhogyan kett6t valasztva A-ban és B-ben is Osszefiiggd halmazt ka-
punk. Fiiggetlen viszont mind a harom olyan 4 elemt részhalmaz, amely {a, ¢, e}-t nem tartalmazza:
{a,b,c,d} = {c,d}U{a, b}, {a,b,d,e} = {a,d}U{b,e} ¢s {b,c,d,e} = {c,d} U{b, e} (ahol mindharom
esetben az uniéban balra egy A-beli, jobbra egy B-beli fiiggetlent irtunk). Kévetkezésképp AV B is
grafikus, reprezentalja példaul az alabbi gréaf.

Az 5. feladat megoldasa. Mivel mindkét tanult algoritmus egy (nem bévithetd) parositéas végpont-
jait adja kimenetként, a kimenet mindig paros szamu cstucsbol all. Ha az optimum értéke paratlan,
akkor tehat egyik algoritmus sem adhatja ezt. Olyan 10 csticst, 10 éld egyszert, 6sszefliged G gréfot,
melyre 7(G) = 3 nem nehéz adni: legyen példaul G egy haromszog, melynek A, B, C csucsaihoz
rendre 3,2,2 tovabbi cstcs csatlakozik egy-egy éllel. Konnyen lathatd, hogy ekkor A, B, C' lefogo
ponthalmaz és hogy 2 elemi lefog6 ponthalmaz nincs G-ben.

A 6. feladat megoldasa. Legyenek a négyzet csicsai A, B,C, D, az AC' atlon 1évs pontok (A-tol
vett tavolsidg szerint novs sorrendben) E, F,G. Az algoritmus el6szor minimalis 6sszkoltségi fe-
szitéfat keres (példaul) Kruskal algoritmusaval, azaz kivalasztja elészor az AE, EF, FG,GC éleket
(valamilyen sorrendben), majd a BF, DF éleket (szintén tetszéleges sorrendben), mivel ezek a legro-
videbbek azok koziil, amik a mar meglévékkel egyiitt nem alkotnak kort. Kévetkezs 1épésben az igy
kapott feszitéfa paratlan foku csiicsai altal feszitett részgrafban kell minimalis Osszstlyt parositast ta-
lalnunk. A paratlan foka cstucsok A, B, C, D, a minimélis 0sszsulyu teljes parositas tehat az AB, CD
vagy pedig az AD, BC élekbdl all. (Alljon mondjuk az AD, BC élekb6l). A feszitéfa és a parositas éle-
inek unidjaként kapott részgraf egy Euler-korsétajanak megkeresése, majd a tanult modszer szerint
Hamilton-korré vald leviagasa van héatra. Az FEuler-korséta lehet pl. A, D, F, B,C, G, F, E, A, ekkor
az els6 és egyetlen levagas a G — F — E ut GFE éllel valo helyettesitése lesz. A kapott Hamilton-kor
ekkor tehat A, D, F,B,C,G, E, A.



