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1. A G(A, B; E) teljes paros graf két szinosztalya legyen A = {aq,a9,a3,ay4,a5} és
B = {b1,b2,b3,b4,b5}. Az a;-t a b;-vel Osszekots él silya legyen a balra lathatéo matrix
i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezGdésében allo elem. Az « valds paraméter
mely értékeire teljesiil, hogy a csticsokhoz a jobb oldali tablazatban lathato értékeket ren-
delve

a) cimkézést kapunk;

b) minimélis 6sszegii cimkézést kapunk?
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2. Tegyiik fel, hogy az Ax < b linearis egyenltlenségrendszer megoldhato. Jeldlje az A
matrix ¢-edik sorat a;, az a; sor elhagyasaval kapott matrixot pedig A; .Hasonl6éan, a b
vektor i-edik komponensét jelolje b;, az ennek elhagyasaval kapott oszlopvektort b, . Az
Az < b rendszer i-edik egyenl6tlenségét (a;x < bi-t) akkor nevezzik redunddnsnak, ha az
elhagyasa nem valtoztatja meg az egyenlGtlenségrendszer megoldashalmazat. Bizonyitsuk
be, hogy a;x < b; akkor és csak akkor redundans, ha létezik olyan y > 0 sorvektor amelyre
y- A7 =a; és yb; < b; teljesiil!

3. Koordinatazza az alabbi matrix a valds szamok teste 6lott az M, matroidot. Az x valos
paraméter minden értékére dontsiik el, hogy M, grafikus-e (és ahol igen, ott adjuk meg a

1 0 = 1
0 2 = «x

4. Az {a,b,c,d} halmazon két grafikus matroidot definidltunk, azonban a masodik graf
éleirgl  véletleniil” lemaradtak a betik. Eldontheté-e azért, hogy a két matroid Osszege

grafikus-e?
O O =D

5. Igaz-e, hogy a Steiner-fa probléma polinom idében megoldhatd, ha a Steiner-pontok

megfelels grafot)!

halmaza pontosan két elemti?

6. Mutassuk meg, hogy a P3||Cp.x feladatra az LPT sorrendben torténd listas titemezés
approximécios faktora nem jobb, mint 1—91.

A feladatok megoldasahoz segédeszkdz nem hasznalhato. A rendelkezésre allo munkaids 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1l-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. A tablazat adatai (definici6 szerint) akkor hataroznak meg egy ¢ cimkézést,
ha minden 1 <4, j <5 szampéarra c(a;)+c(b;) > m; j, ahol m; ; matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak
keresztezddésében allo elem. Ez az 1 < j < 4 oszlopokra automatikusan teljestil (ez gyorsan ellenérizhetd),
a j = b esetben pedig a-rarendre a 24+ a >1,44+a>2,6+a>5 6+a>5és 6+ a > 4 feltételeket
kapjuk. Ezek egyiittesen pedig az o > —1 esetben teljesiilnek, igy tehat ezekre az értékekre kapunk
cimkézést.

Minimalis 6sszulyt cimkézést nyilvan csak az a = —1 esetben kaphatunk (hiszen « Gsszes t6bbi szoba
jove értékére olyan cimkézést kapunk, amelynek Osszege nagyobb az o = —1 valasztassal adodonal).
Az el6adéson tanultak szerint gy tudjuk kimutatni, hogy az o = —1 esetben kapott cimkézés minimélis
Osszegi, ha mutatunk a grafban egy olyan teljes parositast, amelynek 6sszstulya megegyezik a cimkék 6ssze-
gével (vagyis 25-tel). (Ugyanis barmely teljes parositas osszsulya legfoljebb annyi, mint barmely cimkézés
Osszege; tehat egy 25 Osszsulyu teljes parositas bizonyitja, hogy minden cimkézés Gsszege legalabb 25.)

Egy ilyen teljes parositas megtalalasat az konnyiti meg, hogy (ugyancsak a tanultak szerint) csak olyan
éleket van esélyiink bevalogatni, amelyekre c(a;)+c(b;) = m; ;. (Valoban, barmely M teljes parositas éleire
osszeadva a c(a;) + ¢(bj) > m; ; egyenlStlenséget bal oldalon az Gsszes cimke Gsszegét, jobb oldalon M
osszsulyat kapjuk; igy egyenlség a két oldal kozt csak akkor lehet, ha mind az 6t 6sszeadott egyenlGtlenség
is egyenlGséggel teljesiilt.) Ebbdl tehat az kovetkezik, hogy a kovetkezs élek koziil kell a teljes parositast
kivalasztani: {ay, by}, {a1,b5}, {ag, b1}, {as, b5}, {as, b1}, {as,bo}, {aq, b5}, {as, b1} és {as, bs}. Jol lathato,
hogy ay parja csak by lehet, as-¢é csak by, ba-¢é csak ay és by-¢ csak aq; as-nek pedig marad bs.

Vagyis megkaptuk a keresett, 25 Gsszstlyu teljes parositast: {ay, by}, {az, b1}, {as, b5}, {as, b2}, {as, bs}.
Ebbél pedig kovetkezik, hogy az o = —1 esetben valoban minimaélis 6sszegi cimkézést kapunk.

Az 2. feladat megoldasa. Az a;x < b; (definicié szerint) pontosan akkor redundans, ha az A; z < b;
linearis egyenlGtlenségrendszer minden x megoldasara a;xz < b; is teljesiil. Mas szoval: akkor, ha a
max{a;x : A; x < b; } linearis program olyan, hogy a megoldashalmazan a célfiggvénye feliilrél korlatos
¢és a maximum értéke legfoljebb b;. (Azt nem kell vizsgalni, hogy az A;x < b, egyenlStlenségrendszer
megoldhato-e: ez az Az < b megoldhatésagabol nyilvan kévetkezik.)

Alkalmazva a dualitastételt azt kapjuk, hogy ez pontosan akkor igaz, ha a min{yb; : yA; = a;,y > 0}
duélis program rendszere megoldhaté és a minimum értéke legfoljebb b;. Mas szdval ez éppen azt jelenti,
hogy létezik olyan megoldésa a dudlisnak (vagyis az yA; = a;,y > 0 feltételeket kielégits vektor), amelyre
yb, < b;. Eppen ezt kellett bizonyitani.

Az 3. feladat megoldasa. Jeldlje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az M, matroid megismeréséhez
azt kell megvizsgalnunk, hogy (z kiilénb6zs értékeire) mely oszlophalmazok linearisan fiiggetlenek. Mivel
az oszlopok sikvektorok, nyilvan nem talédlunk koztiik 3 (vagy 4) lineéarisan fliggetlent. A kérdés tehat az,
hogy mely oszlopparok parhuzamosak (mint sikvektorok).

Jol lathato, hogy az x = 0 esetben ¢ mindenkivel parhuzamos, tovabba a || d. Az x # 0 esetben viszont
csak ¢ és d tud parhuzamos lenni, ezek is csak az x = 1 esetben.

Mindez azt jelenti, hogy az x = 0 esetben M, grafikus: reprezentélja egy olyan graf, amelyben a és
d parhuzamos élek, b egy ezekrdl ,lelogd” (vagy akar kiilon komponenst alkotd) él, ¢ pedig hurokél. M,
az x = 1 esetben is grafikus: ekkor egy olyan haromszog reprezentélja, amelynek egyik élét megduplaztuk
(ezek lesznek ¢ és d). Az x # 0, © # 1 esetekben viszont barmely oszloppar linearisan fliggetlen, igy az
U, matroidot kapjuk, amelyrdl ismert, hogy nem grafikus.

Az 4. feladat megoldasa. Jelolje sorrendben M; és My a két graf kormatroidjat. Mindkét matroid
rangja 1, az elsében {d}-n kiviil minden 1 elemt halmaz fiiggetlen, a méasodikban pedig a két parhuzamos
élnek megfelels egyelemt halmaz. Igy az Osszegmatroid rangja 2 lesz: ekkora fiiggetlen halmazt nyilvan
kaphatunk egy M és My-beli uni6jaként, nagyobbat biztosan nem.

Mivel a, b és c szerepe szimmetrikus, a feladat kérdésének megvalaszoldsahoz csak két esetet kell
megvizsgalnunk: az els6ben a d hurokélre, a masodikban a két parhuzamos él valamelyikére keriil a jobb
oldali grafban.

Az els6 esetben d az Gsszegmatroidban is hurok (vagyis {d} Osszefiiggs), az {a, b, c} barmely kételemi
részhalmaza viszont nyilvan fiiggetlen. Igy ekkor M,V M, grafikus: reprezentélja egy olyan graf, amelyben
a, b és ¢ haromszoget alkot, d pedig hurokeél.



A masodik esetben tegyiik fel, hogy a jobb oldali grafban a két hurokélre a és b keriil (mint emlitettiik, ez
mindegy). Ekkor M;V Ms-ben {a, b} Osszefiiggs, hiszen M;-bél csak az egyikiiket, Mo-b6l egyikiiket sem
valaszthatjuk, ha fliggetlen halmazt akarunk kapni. A méasik harom 2 elemi részhalmaz viszont fiiggetlen
M1V Ms-ben: ha a két elem egyike a vagy b, akkor ezt M;-b6l, a masikat My-b6l valaszthatjuk, ha
viszont a {c, d}-r6l van sz6, akkor c-t M;-bdl, d-t My-bdl valaszthatjuk, hogy fiiggetlen M; V My-belit
kapjunk. Az 6sszegmatroidot tehéat egy olyan haromszog reprezentalja, amelynek egyik élét megduplaztuk
(ezek lesznek a és b).

Igy tehat M, V M, a betiik elhelyezésétdl fiiggetleniil mindig grafikus.

Az 5. feladat megoldasa. Legyenek a és b a Steiner-pontok. Ekkor az optimalis Steiner-fa négyféle lehet
aszerint, hogy melyiket tartalmazza az a és b pontok koziil: tartalmazhatja csak a-t, csak b-t, mindkettst
vagy egyiket sem. A graf tobbi pontjat a fanak természetesen tartalmaznia kell, hiszen ezek terminalok
lesznek. Az optimalis Steiner-fa tehat a 7', T"Ua, T'Ub, T'U a, b ponthalmazok valamelyike altal feszitett
részgraf egy feszitéfaja lesz.

Igy az emlitett feszitett részgrafokon minimalis feszitGfat keresve (ha van) a mohé algoritmussal, majd
a kapott fak koziill a minimalis Osszsulyut véve polinomialis algoritmust kapunk a legkisebb koltségi
Steiner-fa megtalélasara.

Az 6. feladat megoldasa. Legyenek a munkak elvégzési id6i 5,5,4,4,3,3,3. Ekkor az LPT algoritmusra
a teljes atfutasi id6 3 gépen 11 lesz, mig az optimum 3 gépen 9, amibdl az allitas kovetkezik.



