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1. Irjuk fel az alabbi linearis programozasi feladat dualisat! (A feliras olyan alaki legyen, mint
a primal feladat felirasa.)

min{x1+x2+x3—l—x4}
ha

ZL’1—|—2ZL‘222
SL’2+3SL’323
SL’3+4SL’424

Tyt 21

Megoldas. Ismert, hogy a célfiiggvény minimuma egyenls a célfiiggvény ellentettje maximu-
manak ellentettjével. Ezért a feladat (—1) - max{cz : Az < b} alaku, ahol

-1 -2 0 0 —2
0 -1 -3 0 -3

A= 0O 0 -1 -4 |’ b= —4 |’
-1 0 0 -1 -1

c= (-1 -1 -1 —-1).

A dualis feladat ezért (—1) - min{yb: yA = ¢,y > 0} alaka (Rendszeroptimalizalas konyv, 22.
oldal). Ha itt a minimum ellentettje helyett ismét az ellentett célfiiggvény maximumaéra tériink
at (és a linearis egyenleteket is (—1)-gyel szorozzuk), a duélis feladat végiil is a kovetkezd:

max{2y1 + 3y + 4ys + ya}

ha

y1t+ys=1
21ty =1
3y tys =1
dys +ys =1

Y1, Y2, Y3, Y4 > 0

2. Legyen adott egy tetszGleges (valos, nem feltétlen négyzetes) matrix. A feladatunk az, hogy
kivilasszuk a matrix néhany elemét 1gy, hogy minden sorban és minden oszlopban legalabb
1 kivalasztott elem legyen, de az Osszes kivilasztott elem Gsszege a lehetS legkisebb legyen.
Bizonyitsuk be, hogy létezik polinomiélis idejii algoritmus ennek a feladatnak a megoldasara!

Megoldas. Készitsiink egy GG péros grafot, melynek egyik pontosztilydban 1év6 cstcsai az
adott matrix sorainak, maéasik pontosztilydban 1év§ csticsai a métrix oszlopainak feleljenek
meg. Minden sornak megfelel§ csiicsot kossiink 6ssze minden oszlopnak megfelel§ csticesal és
az igy keletkezd e élhez rendeljiink egy w(e) silyt: a megfeleld sor és oszlop keresztezdésében
all6 matrixelemet. A feladat mostméar az, hogy GG-ben olyan élhalmazt talaljunk, amely minden
csucsot lefed és a benne szerepl élek Osszsilya minimélis.

Megmutatjuk, hogy ez a feladat megfogalmazhatoé linearis programozasi feladatként. Mivel
ismert, hogy ezek megoldasara van polinom idejd algoritmus, ezzel a feladatot megoldjuk.

Els6 kozelitésben egészértéki programozasi problémaként fogalmazzuk meg a feladatot.
Minden e élhez rendeljiink egy x(e) valtozot, amelyre irjuk fel az 0 < z(e) < 1 egyenl6t-
lenségeket és deklaraljuk z(e)-t egészértékiinek. Ezzel nyilvan azt garantaljuk, hogy minden



z(e) 0, vagy 1 értéki. Célunk, hogy az 1 értéki valtozoknak megfelels élek lefogé élhalmazt

alkossanak. Ehhez elég minden v csiicsra felirni egy egyenlGtlenséget: ha v-re az ey, ..., ey élek
d

illeszkednek, akkor Z x(e;) > 1 éppen azt fejezi ki, hogy v-re illeszkedik legalabb 1 kivalasztott
i=1
él. Ezért a kapott egyenldtlenségrendszer egész megoldéasain a > w(e)z(e) linearis fiiggvényt
minimalizalva (vagy annak ellentettjét maximalizalva) valoban megkaptuk a kitiizott feladat
egészértékl programozasi megfogalmazasat.
Vegyiik észre, hogy a fenti feladathoz tartozoé egyiitthatomatrix
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ahol B a G péaros graf illeszkedési méatrixa. Mivel B totalisan unimodularis (Rendszer-
optimalizalas konyv, 1.14. tétel), a tanult trivialis lemma szerint (Rendszeroptimalizalas konyv,
1.13. lemma) a fenti egyiitthatomatrix szintén az. Mivel az egyenlStlenségek jobb oldalain is
egészek allnak (mindenhol +1 vagy 0), ezért a fenti IP feladat helyett megoldhatjuk a megfelel
LP feladatot is, a tanult tétel szerint (Rendszeroptimalizalas konyv, 1.12. tétel) a két optimum
azonos. Igy a feladatot valoban sikeriilt LP feladatként megfogalmazni.

3. Hanyféle nemizomorf matroidot reprezentalhat a valos test felett az aldbbi méatrix = kiilon-
bo6z§ valasztasai mellett? Ahol a matroid grafikus, ott graffal is adjuk meg!
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Megoldas. A 3 elemii alaphalmaz 2 elemt részhalmazai mind fiiggetlenek, hiszen semelyik két
oszlopvektor nem lehet parhuzamos (z értékétdl fiiggetleniil). A matrix determinansa (példaul
az els6 oszlop szerinti kifejtésb6l) x — 6. Ezért az x # 6 esetben az Gsszes oszlop fiiggetlen,
vagyis ekkor a méatrix az Us 3 (szabad) matroidot reprezentélja. Ez a matroid grafikus, példaul
egy 3 éld ut kormatroidja. Az x = 6 esetben viszont csak a legf6ljebb 2 elem®i halmazok
fiiggetlenek, ezért ekkor a matrix az Us o matroidot reprezentalja. Ez is grafikus, egy harom éld
kor kormatroidja.

4. Az Aabran lathaté graf kormatroidja legyen M. Hatarozzuk meg az M V M és
az M V Us, matroid-Osszegeket! Ahol az Osszeg grafikus, ott graffal is adjuk meg!
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Megoldas. Az M vV M matroidban pontosan azok a halmazok fiiggetlenek, amelyek az {1, 2, 3}
elemek koziil legfoljebb kett6t tartalmaznak. Ugyanis minden M-beli fiiggetlen legféljebb egyet
tartalmazhat az {1, 2,3} elemek koziil, ezért két ilyen halmaz uni6ja (vagyis egy (M V M)-beli
fiiggetlen) valoban legfoljebb kett6t. Masrészt, ha példaul egy részhalmaz nem tartalmazza az
1-es elemet, akkor fliggetlen, mert részhalmaza a {2, 3,4, 5}-nek; utobbi pedig fiiggetlen, mert
a {2,4} és a {3,5} kormentes részhalmazok unidja. Hasonlé okokbol fiiggetlen minden olyan
halmaz, ami a 2-es, vagy a 3-as elemet nem tartalmazza.

M v M mostmar konnyen lathatéan grafikus: a G grafban {1,2,3} alkossanak haromszo-
get, a 4-es és 5-0s éleknek pedig legfoljebb egy kozos csticsa legyen a haromszoggel; ekkor G
kérmatroidja éppen M V M.



Az M V Usy matroidban a legfoljebb 4 elemi részhalmazok fiiggetlenek, vagyis M V Us o
izomorf Uj 4-gyel. Ugyanis M-ben minden fiiggetlen legf6ljebb 2 elemii (az adott grafban nincs
3 éli kormentes részhalmaz), ezért egy M-beli fiiggetlen és egy legf6ljebb 2 elemii halmaz
unioja (vagyis egy (M V Usp)-beli fiiggetlen) valoban legfoljebb 4 elemd. Masrészt ha egy 4
elemi részhalmazbol példaul az 1-es elem hidnyzik, akkor el6all példaul {2,4}U{3,5} alakban,
vagyis egy M-beli és egy Us »-beli unidjaként, és igy valoban fiiggetlen (M V Us 2)-ben. Hasonlo
a helyzet, ha a 2-es, vagy 3-as elem hidnyzik. Ha pedig a 4-es elem hidnyzik, akkor a részhalmaz
elsall {3,5}U{1, 2} alakban, vagyis (M V Us 2)-beli; hasonlé a helyzet, ha az 5-6s elem hidnyzik.

M V Us 5 ezek szerint ismét grafikus, hiszen Us 4 az 5 éld kor kérmatroidja.

5. Tekintsiik az {a,a,b,d,g,i,n,0,r,s,v} betithalmazt, és az elemeibsl képzett alabbi sza-
vakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zar6jelben 1év6 szam jelenti az adott halmaz kolt-
ségét):

ida (1), vid (2), andi (2), sara (3), andras (3), bori (4),
andor (4), sandor (4), ivan (4), virag (5), gabor (7).

Hajtsuk végre és dokumentaljuk ezen adatokkal az alaphalmaz részhalmazokkal torténd
lefedésére szolgilo, eladason tanult kozelitd algoritmust.

Megoldas. Egyesével valasztjuk a halmazokat, mindig olyan H halmazt valasztva, melyre H
koltségének és az altala lefedett, addig még fedetlen elemek szamanak hanyadosa minimalis.

Els6ként az ida halmazt kell valasztanunk, mert ebben a legkisebb az egy elemre es¢ koltség
(3). A kvetkez8 halmaz az andras kell legyen, ez a hatralévs 8 betiibél 4-et fed le, 3 koltséggel,
ez % koltséget jelent bettinként, ami a legkisebb a hatralévs szavak koziil. A kovetkezs két
lépésben a bori és vid halmazokat kell vilasztanunk tetszéleges sorrendben, ugyanis ezekre
lesz minimalis (nevezetesen 2) az egy elemre juto koltség. Végiil a hatramarad6 g betiihoz a
legolcs6bb, g-t tartalmazé még ki nem valasztott szot kell vegyiik, ez pedig az 5 koltségii virag.
A kapott fedés tehat: {ida, andras, bori, vid, virag}, koltsége 15.

6. Adjunk polinomidlis algoritmust az 1|r;|C),.. litemezési feladatra.

Megoldas. Tekintsiik az els6ként rendelkezésre all6 munkat. Ezt (is) el kell végezni el6bb-
utobb, igy ha nem kezdiink el rajta azonnal dolgozni, azzal nem nyeriink semmit (s6t), kezdjiik
tehat el. A mésodikként rendelkezésre 4ll6 munkaval is hasonl6 a helyzet, azzal a kiilonbséggel,
hogy ha az els6n még dolgozik a gépiink, akkor csak annak befejezése utan kezdhetiink hozzé.
Altalaban a k. munkat akkor fogjuk elkezdeni, amikor mar rendelkezésre all és minden korabban
beérkezett munkaval végeztiink. Ily médon

max{rk+2pi | 1<k<n}
i=k

id6 alatt végziink, ahol r; < ry < ... < r, arendelkezésre 4ll4si id6k. Kénnyen lathato, hogy ez
optimalis, hiszen azon értékek, melyekre a maximumot tekintjiik, mind als6 becslések C,,,.-ra.
Az algoritmus polinomialitasa pedig trivialis.



