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1. a) Irjuk fel az alabbi linearis programozasi feladat dualisat! (A feliras olyan alaki
legyen, mint a primal feladat felirasa.)
b) Hatarozzuk meg a (primal) feladat maximumat.

max{8zx; + Txs + 8x3}
ha

3r1 + 225+ 23 <1

r1 + 1o + 2£L'3 S 1

il Z O,QfQ Z 0,563 Z 0

Megoldas. A feladat max{cz : Az < b,z > 0} alaki, ahol

- ()0,
c= (878).

A dualist ezért érdemes a Rendszeroptimalizalas konyv (2004-es kiadasanak) 23-24. olda-
lan leirt ekvivalens alakjaban felirni. (Dolgozhatunk persze a duélis eredeti, definici6 sze-
rinti alakjaval is, ekkor azonban a feladat matrixos felirasdban szerepeltetni kell az x > 0
feltételnek megfelels egyenlGtlenségeket is.) Eszerint a dualis min{yb : yA > ¢,y > 0},
ami részletezve a kovetkezd:

min{y; + o}
ha

3y1 +y2 > 8
201 +y2 =7
Y1+ 2y2 > 8
y1,Y2 > 0

A primal feladat maximuma helyett a dualitastétel értelmében megtehetjiik, hogy a
most meghatarozott dualis feladat minimuméat szamitjuk ki. Ez azért egyszertibb, mert
a dualis (fenti alakja) két valtozos, ezért a megoldashalmaz sikban abrazolhaté és a mi-
nimum kiszdmithaté a Rendszeroptimalizalas konyv 13-14. oldalan bemutatott egyszert
modszerrel. A részletes szamolast itt mellgzziik; a kapott eredmény szerint a dualis mini-
mumértéke 5 (ami az y; = 2, yo = 3 értékekre adodik). Ezért a primal feladat maximu-
mértéke is 5.

2. Legyen adott egy A totalisan unimodularis matrix. A feladatunk az, hogy kivélasszuk
a matrix néhany (de legalabb 1) oszlopat gy, hogy a kivalasztott oszlopok altal alkotott
A’ métrix minden sordban az elemek Gsszege 0 legyen. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
polinomiélis ideji algoritmus, amely eldonti, hogy ilyen kivalasztas 1étezik-e!

Megoldas. Megmutatjuk, hogy a feladat megfogalmazhato linearis programozési feladat-
ként. Mivel ismert, hogy ezek megoldaséra van polinom idej{i algoritmus, ezzel a feladatot
megoldjuk.

Els6 kozelitésben egészértékl programozasi problémaként fogalmazzuk meg a felada-
tot. Ha az A matrix n oszlopt, akkor egy olyan n-dimenzi6s x oszlopvektort keresiink,



amelynek minden komponense 0 vagy 1: az 1-es koordinatdknak megfelel6 oszlopok al-
kotjak majd a kivalasztott részhalmazt. A feladat feltétele igy fogalmazhat6 meg, hogy a
kivalasztott oszlopok Gsszege a nullvektor, vagyis az = vektorra A-x = 0 teljesiil. Kénnyt
garantalni, hogy = minden komponense 0 vagy 1 legyen: a 0 < z < (1,1,...,1)T feltétel
éppen ezt mondja, ha x egészértékiiségét is kikotjiik. A most kapott rendszernek persze
az r = 0 megoldasa; a kérdés éppen az, hogy van-e ezen kiviil mis megoldéas is. Ehhez
egyszertien valasszuk c célfiiggvéynek a csupa 1 sorvektort; ekkor cx az x koordinatainak
Osszege, ami pontosan akkor lesz pozitiv, ha x koordinatéi kézétt van nemnulla is. Ezzel
tehéat a
max{(1,..., Dz : Az =0,0<z < (1,...,1)7, x egeész}

egészértékl programozési feladathoz jutottunk; pontosan akkor 1étezik a feladat szovegé-
nek megfelel§ kivalasztas, ha ennek a programnak a maximuma pozitiv.
A fenti feladathoz tartozé egyiitthatéméatrix

A
—A
E |
—-F

ami a tanult trividlis lemma szerint (Rendszeroptimalizalas konyv, 1.13. lemma) szintén
totdlisan unimoduléaris, ha A az volt. Mivel az egyenlGtlenségek jobb oldalain is egészek
allnak (mindenhol 0 vagy 1), ezért a fenti IP feladat helyett megoldhatjuk a megfelels
LP feladatot is, a tanult tétel szerint (Rendszeroptimalizalas konyv, 1.12. tétel) a két
optimum azonos. Igy a feladatot valoban sikeriilt LP feladatként megfogalmazni.

3. Legyen (F,F) egy matroid, melyben a bézisok p elemtiek valamely p > 1 egészre,
vagyis 7(E) = p. A matroid csonkoldsdnak hivjuk azt az (E,F’) matroidot, melynek
bazisai az eredeti matroid p — 1 elemi fiiggetlenjei.

a) Bizonyitsuk be, hogy ez is matroid!

b) Adjunk példat olyan grafikus matroidra, aminek a csonkoltja is grafikus, és olyanra
is, aminek a csonkoltja nem!

Megoldas. A feladat szovege szerint F' elemei az F-be tartoz6 halmazok koziil a leg-
foljebb p — 1 elemiiek. Megmutatjuk, hogy F’ kielégiti a fiiggetlenségi axiéméakat (Rend-
szeroptimalizalas konyv, 2.2. tétel). (F;) nyilvanvaloan teljesiil, mert p > 1 miatt az iires
halmaz legfoljebb p — 1 elemii F-beli. (F3) is nyilvan igaz, hiszen egy legféljebb p — 1
elemti F-beli halmaznak minden részhalmaza is nyilvan ilyen tulajdonsiga (mert F-re
teljesiil az (F3) axioma). (F3) ellenérzéséhez valasszunk F'-bél egy X és egy Y halmazt,
amelyekre | X| > |Y|. Mivel F-re fennall az (F3) axiéma, ezért van olyan z € X — Y,
melyre Y +x € F. Mivel | X| > |Y| miatt |Y| <p— 2, ezért Y + 2 € F' is igaz.

A b) feladat megoldaséhoz tekintsiik elGszor az Uy s uniform matroidot. Ez persze
grafikus (hiszen a négy hosszi kér kormatroidja). A csonkolds utéan ebbdl az Uyo uni-
form matroidot kapjuk, amirdl ismert, hogy nem grafikus. Ha viszont az Us » matroidot
csonkoljuk, akkor az Us ;-et kapjuk; ezek koziil mindketts grafikus, hiszen az els6 a harom-
sz0g, a masodik pedig a harom parhuzamos élbél 4116 graf kormatroidja. (Persze mindkét
esetben szamtalan méas jo példa is adhato.)



4. Legyen M, az

101 2

0x 1z
matrixszal reprezentélt matroid. Az x valoés paraméter minden értékére hatarozzuk meg,
hogy milyen matroid lesz az M, V M, Gsszeg!

Megoldas. Jeldlje a matrix négy oszlopat (sorrendben) my, ma, mg és my.

Ha x = 0, akkor ms hurok (semmilyen fiiggetlen halmazban nincs benne). Az {my, ms}
és az {m4} halmazok viszont fiiggetlenek M, -ben (mindkét rendszer linearisan fiiggetlen).
Igy M, V M,-ben ezek unidja, {m,, ms, my} is fiiggetlen, valamint persze ennek minden
részhalmaza is. Ezzel az ¢ = 0 esetben megadtuk az M, V M,-beli fiiggetleneket; jol
lathato, hogy a 3 elemii szabad matroid és az 1 elemi trivialis matroid direkt Osszegérél,
(Us 3 + Uy o)-rél van szob.

Ha viszont = # 0, akkor az {mi, m4} és az {my, m3} halmazok fiiggetlenek M, -ben.
Igy M, Vv M,-ben ezek unibja, {m,,mq, ms,my} is fiiggetlen, valamint ennek minden
részhalmaza. Ezért az « # 0 esetben az M, V M, matroid az U, 4 szabad matroid.

5. Tekintsiik a RESZLETOSSZEG probléma kovetkezs esetét. Legyenek az S halmaz elemei
15, 16, 18, 22, 24, és legyen a részletosszegként megcélzott ¢ érték 44. Hajtsuk végre és
dokumentéljuk az el6adason tanult (1 — ¢)-kozelits algoritmust az € = 0,5 értékre.

Megoldas. A (bizonyos) részletosszegeket tartalmazo listak az Gsszefésiilések, ritkitasok
(0 =¢/n =0.1) és a t-nél nagyobb elemek kihagyésa utén a kovetkezSképpen alakulnak:

Lo = {0}, Ly ={15}

L, ={0,15}, L}, = {16,31}

Ly ={0,15,31}, L, ={18,33,(49)}

Ly = {0,15,18,31}, L} = {22,37,40, (53)}

Ly = {0,15,18,22,31,37}, L) = {24, 39,42, (46), (55), (61)}
Ls = {0,15,18,22,31,37,42}.

A kapott kozelits érték az Ls halmaz legnagyobb eleme, vagyis 42.

6. Tekintsiik a P2|prec, p; = 1|Cpq, feladatnak azon specidlis eseteit, amelyben a prece-
dencidkat leir6 graf egy emeletekre bontasaban minden emeleten paros szami csics van.
Adjunk meg ezen specialis esetekre egy optimalis iitemezési algoritmust, és bizonyitsuk
is az optimalitast.(A Coffmann-Graham algoritmusra valé hivatkozast mell6zziik.)

(A feladatot gy kell érteni, hogy az emlitett emeletekre bontas az input része. Emel-
lett értelemszertien polinom idejti algoritmust kell megadni.)

Megoldas. Tekintsiik a precedenciagraf egy olyan emeletekre bontasat, melyben minden
emeleten péaros sok csics talalhato (ilyen emeletekre bontés elGallitasa az algoritmusban
nem volt elvaras). Elgszor az els6 emelet munkait tessziik fel a két gépre kettesével (vagyis
mindkettdre egyet-egyet) Ez nyilvan megtehetd, hiszen az ezen az emeleten levé munkak
nem fiiggnek egyetlen méas munkatol sem. Mivel az emeleten paros sok csiics van, ez a
fazis az emelet pontjainak elfogyasaval ér véget. Folytassuk az iitemezést most a mésodik
emelet munkaival hasonloképp. Ez azért teheté meg, mert azon munkik, melyektsl a
masodik emelet munkai fiigghetnek, mind az els6 emeleten kell legyenek, tehat az adott
id6pontra valamennyien elkésziiltek (p; = 1 minden j-re!). Ugyanigy lathat6 be, hogy az
eljaras folytathatd a tovabbi emeletekre is. Az iitemezés sordn mindkét gép mindvégig
dolgozik, igy az iitemezés optimalis kell legyen, hiszen parhuzamos gépekrsl van szo. Az
iitemezés az emeletekre bontas ismeretében linearis id6ben megadhato.



