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1. A Fourier-Motzkin eliminaci6 segitségével dontsiik el, hogy van-e megoldésa az aldbbi
linearis egyenl6tlenségrendszernek. Ha van megoldas, adjunk is meg egyet.

2r4+y—22>4
T+3y+2<3
rT+y+22>4
x>0
y>0
z>0

Megoldas. Az egyenlGtlenségrendszer matrixos alakja Ax < b, ahol
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Az eliminéciot a jegyzet (2003-as kiadasanak) 9-10-edik oldalan irtak szerint végezziik:

. _1/3 1/; B 0 5/2 3/2] 1 1 3/5| 2/5

I 0 2 —1|-1 1 —1/2|-1/2

o 1 ol o 0 -1 0] 0 1 0] 0

0 0 -1l o 0 0 -1 O 0 -1 0
0 3/5] 2/5 1]2/3
0 —1/2|-1/2 1| 3
0 1/3] 1 —1| -1
0 -1 0 -1 0

A kapott alak els6 sora azt fejezi ki, hogy z < %, a harmadik sor szerint viszont z > 1.
Ezért a rendszernek nincs megoldasa.

2. a) Irjuk fel az alabbi linearis programozasi feladat dualisat.
b) Déntsiik el, hogy a (primél) feladat megoldashalmazan a célfiiggvény feliilrél
korlatos-e.

max{x1+x2+x3+x4+x5}
ha

1 +w <1

To+ 23 <2

T3+ 14 <3
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Megoldas. A feladat max{cz : Az < b} alaku, ahol
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A dualis feladat definici6 szerint min{yb : yA = ¢,y > 0} alaka. Ezt részletezve a dudlis
a kovetkez6:

min{y; + 2y2 + 3ys + 4ys}

ha

y1 =1
ht+y2=1
Yo +ys=1
Ys+ys=1
ys =1

Y1, Y2, Y3,Ys > 0

Azonnal lathato, hogy a duélis nem megoldhato (mert az elsé négy egyenletbdl y; = 1,
y2 =0, y3 = 1, y4 = 0, ami ellentmond az 6t6dik egyenletnek). Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy a primaél feladat célfiiggvénye a megoldashalmazon nem feliilr6l korlatos (mert ez a
jegyzet 2003-as kiadasanak 1.6-os tétele szerint azzal volna ekvivalens, hogy a dudlisnak
van megoldésa).

3. Adjunk példit olyan nem grafikus matroidra, melynek minden minorja grafikus. (Al-
litAsunkat bizonyitsuk is be.)

Megoldas. Az egyik lehetséges megoldas az U, o uniform matroid. Errél ismert, hogy
nem grafikus (de ez kozvetleniil is konnyen ellenérizhets). Ha egy elemet elhagyunk Uy o-
bél, akkor Us o-t, vagyis a haromszog kormatroidjat kapjuk (ami persze igy grafikus). Ha
U, o-ben sszehtizunk egy elemet, akkor Us 1-et kapjuk, ami viszont a két cstics kozott futo,
harom parhuzamos élbél all6 graf kormatroidja, igy szintén grafikus. Ezzel belattuk, hogy
Uy minden minorja grafikus, hiszen tovaibbi elemek elhagyasaval, vagy Osszehtizasaval a
matroid grafikus marad.

Megjegyezziik, hogy a jegyzet 2.42-es tételébdl kozvetleniil is 1atszik, hogy U, » minden
minorja grafikus, hiszen nem tartalmazhatja minorként az ott felsorolt matroidokat (mert
tal kevés eleme van).

Az ugyanebben a tételben szerepls6 M = [M(Kj5)]* matroid is jo6 megoldas a fel-
adatra. Ismert, hogy ez sem grafikus. Ha most X az alaphalmaz tetsz6leges részhal-
maza, akkor (a jegyzet 2.21-es tételét alkalmazva) az M \ X = (M(K5)/X)*, illetve
az M/X = (M(Ks) \ X)* osszefiiggést kapjuk. Igy elég belatni, hogy M (K5) minden
minoranak a duélisa grafikus. Azonban K5 minden minora mar sikbarajzolhato, igy a
(sikbarajzolasaboél nyerhetd) duéalis grafjahoz tartozé grafikus matroid bizonyitja az alli-
tast. Ugyanez elmondhat6 az [M(Kj;3)]* matroidrdl is, igy az is j6 megoldés a feladatra.



4. Egy egyiptomi piramisban talaltak egy sajnos megrongalédott papiruszdarabot, ame-
lyen ez allt:

Koriilbeliil 4500 év mualva fel fogjak fedezni a
matroixokat és példaul az alabbi graf kormatroidjat az
alabbi matrix fogja reprezentalni a valds test felett.

Potoljuk az olvashatatlan részeket (amelyeket x-gal jeloltiink).

Megoldas. Az els6 * helyén ,p” allt (az irnok hibazott).

A matrixban az {a,b, e}, illetve a {b,c, f} oszlophalmazok linearisan Gsszefiiggéek,
igy a graf megfeleld éleinek kort kell alkotniuk. Ezért az e és az f élek helye egyértelmii.
Ebbdl a graf élei rekonstrualhatok (hiszen d helyére méar csak egy lehetGség marad):

C

Ahhoz, hogy a kapott graf matrixreprezentacidja helyes legyen, a {d, a, f} és a {d, e, c}
oszlophalmazoknak linearisan 6sszefiigg6knek kell lenni (mert a megfelels élhalmazok kort
alkotnak). Elgbbibgl kovetkezik, hogy a maéatrix d oszlopanak als6 eleme 15, utobbibol
kovetkezik, hogy a d oszlop fels6 eleme 10.

5. Tekintsiik az {a,b,c,e,é,g,i,k,m,r,s,v} bettthalmazt, és az elemeibsl képzett
alabbi szavakat, mint részhalmazokat (a szavak uténi zarojelben 1évé szam jelenti az
adott halmaz koltségét):

béka (2), maki (3), egér (4), réce (4), maci (4),
bika (4), csiga (5), veréb (5), gébics (6), vércse (6).

Hajtsuk végre ezen adatokkal az alaphalmaz részhalmazokkal torténd lefedésére szol-
géalo kozelitd algoritmust.

Megoldas. Egyesével valasztjuk a halmazokat, mindig olyan H halmazt valasztva, melyre
H koltségének és az altala lefedett, addig még fedetlen elemek szaimanak hanyadosa mi-
nimaélis.



Els6ként a béka halmazt kell vilasztanunk, mert ebben a legkisebb az egy elemre es6
koltség (3). A kovetkezo halmaz a vércse kell legyen, ez a hatralévs 8 betiib&l 5-6t fed
le, 6 koltséggel, ez 3 koltséget jelent betiinként, ami a legkisebb a hatralévs szavak koziil.
Ekkor a g,i,m betiik vannak még hatra. A maki halmaz ezek koziil kett6t is fed (harmat
semelyik halmaz sem), 3 koltséggel, igy nyilvan ezt kell bevenni a harmadik lépésben,
végiil a hatramaradd g bettthoz a legolcsébb, g-t tartalmazé még ki nem valasztott szot
kell vegyiik, ez pedig a 4 koltségii egér. A kapott fedés tehat: {béka, maki, egér,
vércse}, koltsége 15.

6. Igazoljuk, hogy a munkak p;/w; értékek szerint nemcsokkend sorrendben torténd iite-
mezése optimalis megoldés az 1|| Y w;C; feladatra.

Megoldas. Tekintsiink egy optimalis iitemezést, legyen ez Ji, Jo, ..., J,. Belatjuk, hogy
nem fordulhat el6, hogy valamely i indexre p;/w; > piy1/w;11 teljesiiljon, amibsl mar
kovetkezik, hogy a munkék p;/w, szerint nem cs6kkend sorrendben vannak, ellenkezd
esetben ugyanis valamely ¢. munka utan egy nala kisebb (p,;/w;) koltségi kéne hogy
kovetkezzen.

Tegyiik fel indirekten, hogy létezik olyan ¢ index, melyre p; /w; > p;i1/w;y1. Cseréljiik
fel az i. és az (i+1). munkat! Legyenek a csere utani befejezési idék C1, CY, ..., C!,. Ekkor
Ci = Cl, Cé = 02, ey ,{_1 = Ci—l és CZ{—FI = Ci—l—la Cz{+2 = CZ'_|_2, .. 70711 = Cn, tovabba
Ci = Ci + pig1 — pi-

Jeloljiik az 1j sorrend szerinti j. munka silyat wj-vel. Ekkor wj = wy, wy =
! _ 2 ! _ ! _ A A4 4 ! 2
Wa, .+, Wj_1 = Wi—1 €S W 9 = Wiyo, Wi 3 = Wit3, ..., W, = Wy, tovabbd w; = w;4; és
! — .
Wiy = Wi
Igy
! ! I
E w;;C E w;Cl + w;C; + wiy, Ciyy + E w;C; =
Jj=1 j=t+2
i—1 n
= > w;iCj +wit1(Ci + pir1 — pi) + wiCiy1 + E w;C;
j=1 j=it2

Mivel C;,1 = C; + piy1, az utolso sor

i—1 n
Z ’LUjCj + wi+1(0i+1 - pi) + wi(ci + pi—H) + Z ijj

alakba irhat6, ami éppen
ijcj — Wit1Pi + WiPit1,
ami kisebb, mint )7 | w;Cj, hiszen
Wip1P; > WiPip1

teljesiil, p;/w; > piy1/wip1 miatt. Az eredeti iitemezés tehat nem volt optimélis, ami
ellentmondés, ezzel a bizonyitast befejeztiik.



