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1. Irjuk fel az alabbi linearis programozasi feladat duélisat, majd hatarozzuk meg az
eredeti, illetve a dualis feladat optimumértékét!

max{5m1 + 2372 + x3 — 5374}
ha

T — x4 <1

T+ 22 <1

To + T3 — T4 S 1

3 > 1

T1,T9,x3,Ts > 0

Megoldas. Mivel a feladatban ki van kotve a valtozok nemnegativ értékiisége, ezért
érdemes azt max{cz : Az < b,z > 0} alakunak tekinteni és a dualist a min{yb : yA >
¢,y > 0} alakban felirni (lasd a Rendszeroptimalizalas jegyzet 15. oldalat). Ekkor tehét

1
1
1

O O = =

O = = o

-0 O
I

o = O =

—1
és ¢ = (5,2,1,—5). Igy tehat a dualis feladat:

min{y; + Y2 + Y3 — Ya}
ha

Yy1+yY2 =25

Y2 +ys = 2

Ys—yYa > 1

y1+y3 <95

Y1, Y2, Y3, Ya > 0

A kapott els§ és harmadik egyenlGtlenséget Gsszeadva: y; + ¥ + y3 — y4 > 6, igy a
duéalis minimuma legalabb 6. Masrészt konnyd olyan megoldast talalni a duélis feladathoz
(példaul: y; = 1,9, = 4,93 = 1,y, = 0), amikor a célfiiggvény értéke éppen 6, ezért
a dudlis feladat minimuma 6. A dualitastételbdl tudjuk, hogy ekkor a primal feladat
maximuma is 6.

2. Tegyiik fel, hogy az Ax = b linearis egyenletrendszernek van olyan megoldésa, amely-
ben minden valtozé nemnegativ értéki. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van olyan megoldasa
is, amelyben minden valtoz6 nemnegativ, és a pozitiv értékd valtozok szama legfoljebb
r(A) (ahol r a matrix rangjat jeloli)!

Megoldas. A feladat szerint az Ax = b,z > 0 linearis egyenlGtlenségrendszer meg-
oldhat6. Caratheodory tételébdl tudjuk, hogy ekkor viszont van (erds) bazismegoldasa
is; be fogjuk latni, hogy egy ilyenben a pozitiv értékd valtozok szama legféljebb r(A).



(Megjegyezziik, hogy ebben az esetben bézis és erds bazis kozott nincs kiilonbség, mert
a rendszert leir6 matrix oszlopai linearisan fiiggetlenek.)

Az Ax = b,z > 0 rendszert Az < b, (—A)x < —b, (—E)z < 0 alakban irhat-
juk szokasos egyenlGtlenségrendszer alakba, ahol E az n x n—es egységmatrixot jeloli (n
pedig A oszlopainak szdma). Tekintsiink egy x bazismegoldast; ebben tehat az egyenls-

A
séggel teljesitett sorok rangja meg kell egyezzen a rendszert leir6 A* = | —A | matrix
—-F
rangjaval, vagyis n—nel. Nyilvan egyenlgséggel teljesiilnek az Az < b, (—A)z < —b—nek
megfelel§ sorok (hiszen ezzel éppen Azx = b-t fogalmaztuk at), tovabba (—FE)z < 0-
bol az z 0 komponenseinek megfelel6 sorok; alkossak ezek a sorok az A** métrixot. Az
r(A™) = r(A*) = n feltétel azt jelenti, hogy A** oszlopai linearisan fiiggetlenek.

Igy tehat az = nemnulla komponenseinek megfelels A**~beli oszlopok is linearisan
fiiggetlenek. Ezeknek az oszlopoknak az eredetileg —E-hez tartoz6 része csupa 0-t tar-
talmaz. Ezért az 6 linearis fiiggetlenségiik azt jelenti, hogy az x nemnulla komponenseinek
megfelels A-beli oszlopok is linearisan fiiggetlenek, ezért a szdmuk legfoljebb r(A). Igy
tehat az x nemnulla komponenseinek szama legfoljebb r(A) és éppen ezt akartuk belatni.

3. Bizonyitsuk be, hogy az n pontt 6sszefiiggé G graf pontosan n éli Osszefiiggd részgrafjai
(ezek élhalmazai) egy matroid béazisait alkotjak! Példan mutassuk meg, hogy ez nem
minden G graf esetén lesz grafikus matroid! (A feladatban részgraf alatt csak feszitd,
vagyis a G minden pontjat tartalmazo részgrafot értiink.)

Megoldas. Jelolje G kérmatroidjat M (G) és jeldlje My azt az uniform matroidot, amely-
nek alaphalmaza E(G) és a legfoljebb 1 elemii részhalmazok fiiggetlenek. Tekintsiik
az M(G) V M, Gsszegmatroidot: ebben E(G) egy részhalmaza pontosan akkor fiigget-
len, ha el6all egy kormentes élhalmazbol legféljebb egy tovabbi él hozzavételével. Ezért
M (G)V M, bazisai azok az élhalmazok, amelyek egy feszit6fabol egyetlen 0j él hozzavéte-
lével keletkeznek. Ezek azonban éppen a pontosan n éld, 6sszefiiggd részgrafok élhalmazai.
Igy tehat a feladatban leirt élhalmazok pont az M(G) V M, matroid bézisai.

(Alternativ megoldasként nem nehéz ellendrizni, hogy teljesiilnek a ,bazisaxiomak”,
vagyis a Rendszeroptimalizalas jegyzet 2.5. Tételének feltételei.)

Végiil legyen G az a graf, amely 2 pontbdl és a koztiik futdé 4 parhuzamos élbsl all.
Ekkor a feladatbeli matroid béazisai F(G) 2 elemii részhalmazai. Igy a feladat az U,
uniform matroidot definidlja, amely nem regularis.

4. A k paraméter kiilonboz6 (valés) értékei mellett milyen matroidokat reprezentéil az
alabbi matrix (a valos test felett)? Minden ilyen matroidnak adjuk meg a duélisat is és

dontsiik el, hogy regularis—e!
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Megoldas. Mivel a matrix oszlopai R?-beliek, ezért 2-nél tobb elemii fiiggetlen halmaz
nincs a matroidban. Az elsé harom oszlop koziil semelyik kett6 sem parhuzamos. Ha az
utolsé oszlop sem parhuzamos az elsé harom koziil semelyikkel, akkor a métrix az Uy
uniform matroidot koordinatézza (hiszen ilyenkor éppen a legf6ljebb két elemii halmazok
fiiggetlenek). Ez konnyen lathatéan a k # 4,1,6 esetekben kovetkezik be. Ilyenkor a
matroid nem reguléris és a dudlisa is az U, > matroid.



A k = 4,1,6 esetekben pedig a fiiggetlen halmazok a legféljebb 1 elemti halmazok,
valamint egy kivételével a 2 elemiiek. Ez a matroid konnyen elképzelheté példaul annak
a grafnak a kormatroidjaként, amelyet egy haromszoghdl az egyik él megduplazasaval
nyeriink. Ez a matroid tehat grafikus, igy regularis. Mivel a graf sikbarajzolhato, ezért
a matroid duélisit konnyen megkaphatjuk a graf duédlisinak kormatroidjaként: kideriil,
hogy ez a matroid is izomorf a duélisaval.

5. Adott egy G = (V, E) iranyitott graf és ennek egy maximalis élszam, aciklikus (ira-
nyitott kor mentes) részgrafjat szeretnénk megtalalni. Adjunk erre a feladatra (polinom
idejti) 1-kozelits algoritmust!

Megoldas. Szamozzuk meg a graf csicsait 1-t6l n-ig tetszblegesen. Az élhalmazt két
diszjunkt részre bontjuk: az egyik részbe tartoznak azok az élek, amelyek kisebb szami
csicsbol nagyobb szdmiiba mutatnak, a méasik részbe pedig azok, amelyek nagyobbol mu-
tatnak kisebbe. Nyilvan mindkét élhalmaz aciklikus (hiszen a szdmozés szerinti névekvo,
illetve csokkend sorrend egy—egy topologikus rendezést ad a két részgrafban).

Valasszuk a két élhalmaz koziil azt, amelyiknek t6bb éle van. Ezzel nyilvan legalabb
fele annyi élt kivalasztottunk, mint ahany éle a grafnak van. Magéatol értet6d6, hogy a fel-
adat optimumeértéke legfoljebb a graf élszama, igy ezzel %—kézelit(’i algoritmust mutattunk
(amely trivialisan megvalosithato az élszamban lineéris idében).

6. Adjunk (polinom idejii) optimélis algoritmust a P||Cpay litemezési feladatnak arra
a specialis esetére, amikor a munkak szama legfoljebb a gépek szdmanak kétszerese és
minden gép Gsszesen legfoljebb két munkat végezhet el.

Megoldas. Jeldlje a gépek szamat m. Feltehets, hogy a munkdk szadma pontosan 2m,
mert ha kevesebb volna, akkor kell§ szdmii 0 megmunkalési ideji munkat hozzavesziink
a feladathoz, amivel az optimalis megoldast nyilvan nem befolyasoljuk.

Szamozzuk a Ji, ..., Jo, munkakat a megmunkalasi id6 szerinti nemcsokkend (SPT)
sorrend szerint, azaz p; < ps < ... < pop,. Mivel minden gép 2 munkat végez el, ezért
az iitemezés nem més, mint a munkik egy alkalmas parbadllitasa. Azt allitjuk, hogy
optimalis litemezést kapunk, ha Ji—et a Jy,,—mel, Jo—t a Jo,, 1—gyel, stb., minden 1 <
i < m esetén Ji—t Jo,.1 —vel llitjuk parba (vagyis ezeket a parokat végzi el ugyanaz a
gép). Jeldlje ezt az ilitemezést Sy.

Vegyiink egy tetszéleges S iitemezést és legyen 1 < 7 < m a legkisebb olyan index,
amelyre J; nem Jo, 1 —vel all parban. Legyen ekkor J; parja Jy és Jo,,11 ; parja J,.
Valtoztassuk meg ezt az iitemezést annyiban, hogy J; parja Jo,11 ; és Ji parja J; legyen
(de az Gsszes tobbi par maradjon érintetlen); jelolje az igy kapott iitemezést S'. Az i
valasztasa miatt p; < py, pr < Pomi1—4, 18Y Di + Pomi1—i < D1+ Pomi1-4, valamint py +p; <
D1+ Poms1-i- Bz tehat azt jelenti, hogy C5 < C3.  vagyis a célfiiggvény értéke nem
ndtt.

Ilyen valtoztatasok (legfoljebb m-—szeri) alkalmazaséaval elérhetjiik, hogy egy tetszdle-
ges S ilitemezésbdl megkapjuk az Sy iitemezést, mikozben a célfiiggvény értéke végig nem
nétt. Ez éppen azt jelenti, hogy Sy optimalis.

Az Sy iitemezés nyilvan megvalosithato polinomialis (O(m logm) ideji) algoritmussal.
Megjegyezziik, hogy a fenti megoldéast fogalmazhattuk volna ugy is, hogy LPT sorrend
szerinti listas litemezést alkalmazunk; kénnyen lathaté, hogy ez ugyanehhez az iitemezés-
hez vezetett volna.



