RENDSZEROPTIMALIZALAS
Otodik szerdai el6adas, 2024. marcius 13.

1. Mutassuk meg a Farkas-lemma segitségével, hogy az alabbi linearis egyenletrendszernek nincs
olyan megoldasa, amelyben mind az 6t valtozo értéke nemnegativ. (Vagyis adjunk meg egy olyan
vektort, amely a Farkas-lemma értelmében bizonyitja a rendszer nemnegativ szamokkal valé meg-
oldhatatlansagat.) (ZH, 2014. 4prilis 30.)

71‘1 + 21’3 — 21£L'4 =6
7$2 + 23 — 141’5 =1
3(E1 — 51’2 — 91‘4 + 10[175 =2

2. Van-e az alabbi linedris egyenletrendszernek olyan megoldasa, amiben az x1, x5 és x3 valtozok
értéke nemnegativ? (Az x4 valtozd értéke tehat tetszileges valos szam lehet, csak az els6 harom
valtoz6 nemnegativitasa van kikotve.) (ZH, 2022. méjus 4.)

41’1 + 2I2 + 131’3 + 9274 = 1
31‘1 + o + 101‘3 + 71’4 =1
3. Legyen A egy m X n-es matrix, az oszlopait jelolje ¢;, ¢s,...,c,, a sorait pedig r;, ro,..., ).
Tegyiik fel, hogy az a; > 0, as > 0,.. ., o, > 0 nemnegativ egytlitthaték barmilyen valasztasa esetén
az a1C; + QaCy + ... + ayc, vektor tartalmaz 1-t6l kiilonbozé elemet. Mutassuk meg, hogy ekkor
léteznek olyan (valds) By, Ba,. . ., B egyttthatok, hogy a i1y + fars + . . . + Bimr,, sorvektor minden
eleme nemnegativ és 1 + fo + ...+ B < 0.

4. A p valos paraméter mely értékeire van az alabbi linearis egyenletrendszernek olyan megolda-
sa, amelyben mind az 6t valtozd értéke nemnegativ? A p-nek azokra az értékeire, amelyekre ilyen
megoldas nem létezik, adjunk meg egy olyan vektort, amely ezt a tényt a Farkas-lemma értelmében
bizonyitja.

51’1 + 4?[)2 + 21‘3 - 12?[)4 - 101’5 =7
11z + Txy + 623 — 2104 — 2225 = 10
T1+x3— 205 =p

5. Legyen A m x n-es matrix, b € R™ oszlopvektor. Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszerek koziil
pontosan az egyik megoldhato:

(1) Ax < b,z >0
(2) yA>0,y>0,yb<0 (ZH, 2009. december 15.)

6. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii graf minden cstcsdhoz hozza van rendelve egy f(v) valés sily. Min-
den v cstcs esetén jelolje Ny(v) a v cstcs Gsszes u szomszédjan 1évo f(u) silyok Osszegét; képletben:

Ny(w)= > f(u).

{v,u}eE(G)

Aliz és Bob grafériiltek. Valahanyszor Aliz meglat egy gréafot, ellendllhatatlan késztetést érez, hogy
annak minden v csicsdhoz Ugy rendeljen egy f(v) sulyt, hogy f(v) > 0 és Ny(v) = 1 teljesiiljon
minden v cstcsra. Ha viszont Bob keriil grafkézelbe, gy akar annak minden v csicsdhoz egy f(v)
stlyt rendelni, hogy Ny(v) > 0 teljesiiljon minden v csticsra, mikdzben 3= ,cy (¢ f(v) < 0. Mutassuk
meg, hogy minden G egyszerli graf esetén Aliz és Bob kozil pontosan az egyik jarhat sikerrel.



