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[ZH: 2007. aprilis 27.] A valos szamokbél all6 a? . .. a2 sorozat egy darabig né, utana
csokken. Adjon O(n) 6sszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami rendezi az a4, ...a,
sorozat!

El6szor meg kell keresni a toréspontot, ami O(n)-ben megvan. Az elGtte 1év6 sorozatban a
pozitivok sorozata né, a negativoké csokken, az utana lévében pont forditva. Igy a két pozitiv
részt (a hatsot természetesen megforditva) O(n)-ben 6ssze tudjuk fésiilni, hasonloan a két
negativot is. A végén egyszertien Ossze kell 6ket ragasztani. Koltség: pesszimistan is 40(n), ami

O(n).

. Az A[l : n] tombben egy rendezett univerzum n kiilonb6z6 eleme volt, nagysag

szerint novekvé sorrendben. Valaki id6kozben megkeverte a tomb elemeit, de csak
annyira, hogy minden egyes elem 1ij helye az eredetitdl legfeljebb 5 tavolsagra esik.
Adjunk O(n) futasidejd algoritmust az eredeti allapot helyreallitasara!

Egy 5 hosszi ablakot tolunk végig a sorozaton. Az elsé elem biztos, hogy az elsé 5 elem k6zott
van, igy kozottiik minimumot keresiink, igy visszavezettiik a feladatot egy n — 1 méretd ugyan-
ilyen feladatra. 5 elem koziil 4 Osszehasonlitassal tudunk minimumot keresni, ezt n-szer kell
megtenni (a vége miatt kicsit kevesebbszer, de ez mindegy), igy a lépésszam O(4n) = O(n).

[Vizsga: 2007. janius 19.] Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,by) ... (an, by).
Olyan P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az alabbi 6sszeg minimalis.

n

> (lai =zl + b —y))

i=1

Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghataroz egy ilyen P pontot.
Eszrevessziik, hogy x és y koordinata fiiggetlen. Egy dimenziéban: ha csak két pont van, akkor
két pont kozott béarhol lehet, rajtuk kiviil viszont rosszabb. Tehat a két széls6 pont kozott
kell lennie, de rajtuk kiviil a két széls§ kozott is stb, tehat paratlan pont esetén a kozépsén,
péaros esetén a kozépso kettd koziil valamelyiken vagy kozottiik (indoklas: ha nem igy lenne,
akkor biztos, hogy tudnank jobbat csindlni). Tehat koordinatanként egy rendezés, és kozépss
valasztasa, tehat O(nlogn)-ben bent vagyunk.

. Legyen adott egy egészekbdl allo A[l : n] tomb valamint egy b egész szam. Szeret-

nénk hatékonyan eldonteni, hogy van-e két olyan i,j7 € {1,...,n} index, melyekre
Ali] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a feladatot O(nlogn) idében!

A t6mbdt O(nlogn)-ben tudjuk rendezni. Trivialis megoldasként tehetjiik azt, hogy Vi-re meg-
keressiik binaris kereséssel, hogy szerepel-e a tombben b — Ai] érték. Ha igen, kész vagyunk,
ha egyszer sem talaltunk ilyet, akkor pedig nem. Ez legfeljebb n db binéris keresés, azaz ez
a része is megvan O(nlogn) 1épéshdl. (Persze egy egyszert dinamikus programmal a mésodik
részt linearis idében is megoldhatjuk.)

[Vizsga: 2009. janius 11.] Adott a szamegyenesen n intervallum, [ai,bi],. .., [a,,b,].
Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen hossza részt fednek le a szimegyenesbél
(azaz, hogy mennyi az U [a;,b;] 6sszhossza). Adjon O(nlogn) lépéses algoritmust
ennek a hossznak a meghatarozasara!

Rendezziik az intervallumokat névekvs sorrendbe az a; koordinata szerint! A kévetkezd dolgo-
kat tartjuk nyilvin: min,, max,, sum. Kezdetben min, = ay, max, = b;.

Ha a sorban [a;, b;] intervallum kovetkezik: ha a; < max,, akkor még a vizsgélt intervallumban
vagyunk, gy max, = max(maxy, b;). Ha a; > max,, akkor a kovetkezd intervallumig biztos van
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sziinet. Ekkor ezt tessziik: sum+ = max, — min,, min, = a;, max, = b;. A legutols6 intervallum
feldolgozésa utan (az utolso nyitott intervallum-jelolt lezarasa miatt) sum+ = max;, — min,.
Bizonyitas pl. indukcioval (1ényegében ez egy dinamikus programozasos feladat is egyben).
Lépésszam: a tényleges szamolas O(2n)-ben megvan, igy a renezéssel egyiitt a lépésszam
O(nlogn).

Adottak a sik egész koordinataja P, = (z1,v1), ..., P, = (s, y,) koordinataja pontjai.
Javasoljunk O(n) koltségti modszert olyan P, # P; pontok kivalasztasara, amelyeken
Atmend egyenes altal meghatarozott félsikok koziil az egyik tartalmazza az Gsszes
pontot!

Minimalis y kooridantaju pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a masik pedig az ¥y,in-€s
pontbol abszolutértékben legnagyobb meredekségii. Ha ezeken kiviil esne egy pont, akkor annak
a meredeksége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredekséget szamolni két pont ismeretében
konstans, igy a lépésszam két minimumkeresés, azaz O(n + n) = O(n). (Persze ugyanezt lehet
x koordinéta szerint is, valamint minimum helyett maximummal is.)

A (n6vekvGen) rendezett A[l : n] tomb k elemét valaki megvaltoztatta. A valtozta-
tasok helyeit nem ismerjiik. Javasoljunk O(n + klogk) koltségi algoritmust az igy
modositott tomb rendezésére!

Menjiink végig a tombon, és a hibas parokat (amik rosszul allnak) szedjiik kiilon. Ez azért
kell, mert a rossz szomszédok koziil az legalabb az egyiket biztos megvaltoztattuk (hiba csak
valtoztatasnal lehet), viszont nem tudjuk, melyiket. Igy legfeljebb 2k elemet vettiink ki, ezeket
O(2klog 2k = O(klog k) id6ben tudjuk rendezni, utana O(n+ k) id6ben Osszefésiilés. A kezdeti
végigolvasas O(n), vagyis Osszességében tényleg O(n + klog k) lépésben végziink.

Vazoljunk egy O(n) id6igényi algoritmust (az idSkorlat bizonyitasaval egyiitt) n
olyan egész szambdl all6 sorozat rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartomanyba esnek!
Ladarendezés, 3n ladaval, O(n + 3n) = O(n).

(b) {1,...,n" — 1} tartoméanyba esnek!
n-es szamrendszerben felirjuk a szdmokat (ez darabonként 7 osztas, vagyis konstans),
utana szamjegyenként radix (legfeljebb 7 jegyti szamok), azaz O(7n + 7n) = O(n).

[Vizsga: 2004. junius 10.] Az n méreti (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei
kiilonb6z6 pozitiv egész szamok. Adjon algoritmust, amely meghataroz egy 1 < k <
n szamot és kivalaszt £ kiilonb6z6 elemet az A tombbdl gy, hogy a kivalasztott
elemek 6sszege nem t6bb, mint k*. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt
a tényt! Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn)! (Két szam Osszehasonlitasa,
Osszadasa vagy szorzasa egy lépésnek szamit.)

Eszrevétel: ha van ilyen k, akkor ezeket kicserélhetjiik a k legkisebbre, hiszen az Gsszegiik igy
csak csokkenhet, ami tovabbra is jo. Tehat elég mindig a k legkisebbel foglalkozni. Rendezziik
a tombot, és induljunk el az elejétsl. Folyamatosan Gsszegezziik, és az elsé k-ra ahol igaz, kész
is vagyunk, ha pedig végigértiink, és nem volt ilyen, akkor biztos nincs. Ez igy rendezés és egy
végigolvasas, azaz O(nlogn +n) = O(nlogn).

[Vizsga: 2004. jinius 3.] A 2¥—1 elemti A tomb elemei mind kiilonb6z6ek és novekvs
sorrendben vannak. Minden elemet egy k£ hossza bitsorozat ir le, tehat tekinthetjiik
ugy, hogy a 0,1,2,...,2F — 1 szamokat taroljuk egy kivételével. A feladat ennek a
hianyz6 szamnak a megkeresése. Ehhez egy 1épésben valamelyik elem egy bitjére
kérdezhetiink ra: a BIT(i,j) eljaras az Ali| elem j-edik bitjét mondja meg. Adjon
olyan algoritmust, amely a BIT eljaras O(k)-szori hivasaval megtalalja a hidnyzo
szamot (bitsorozatot).

Mivel egy hidnyzik, egy helyen elromlik a paritads (aminek ellendrzéséhez elég az utolso szam-
jegyre rdkérdezni). Ezt a helyet keressiik meg bindris kereséssel, ami O(log(2* — 1)) = O(k).
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Adott egy dobozban n kiilonb6z6 méretd anyacsavar, valamint egy méasik dobozban
a hozzajuk ill6 apacsavarok. Kizardlag a kovetkezd Gsszehasonlitasi lehetdségiink
van: egy apacsavarhoz hozzaprobalunk egy anyacsavart. A prébanak haromféle ki-
menete lehet: apa<anya, apa=anya, apa>anya, annak megfelel6en, hogy az apacsa-
var kiils6 atmérgje hogyan viszonyul az anyacsavar belsé atmérgjéhez. Szeretnénk
minden anyacsavarhoz megtalalni a megfelel6 apacsavart. Adjunk erre a feladatra
dtlagosan O(nlogn) 6sszehasonlitast felhasznalé modszert!

A gyorsrendezés pontosan ilyen mitiveleteket végez, az pont jo lesz itt is.

A 4 elemii [ abc felett adott két sz6: v = zv125...2, ésy = 119y2... Y, @ahol 1 < k < n és
Vi, 1 x5,y; € I. Keressiik az v szoban az olyan részszavakat, amelyek anagrammai y-
nak, azaz az olyan i indexeket, hogy az z;,x;.1,...,7;1;_1 betiik megfelel6 sorrendbe
rakva az y szo6t adjak. Adjunk algoritmust, ami z-ben az Gsszes ilyen i helyet O(n)
lépésben meghatarozza!

Csinaljunk egy hisztogramot y-bol, vagyis egy 4 elemti tombbe irjuk be, hogy melyik karakterbsl
hanyat tartalmaz (magyarul ladarendezés). Ez O(k) = O(n). Ezutan csinaljunk egy hasonlo
tombot x els§ k elemére (T,,), ami szintén ugyanennyi id6. Ha a két tomb megegyezik (ezt a
4 elem miatt O(4) = O(1)-ben tudjuk ellendrizni), akkor talaltunk egy anagrammat. Ha az
ablakot (ami altalanosan az z;-nél kezdddik) eggyel jobbra mozgatjuk, akkor — — T,[z;] és
++ T, [z; + k + 1] (azaz az elhagyott karaktert kivessziik, a kovetkezdt betessziik). A helyesség
kénnyen lathato, 1épésszam: mind az n poziciora (igazabol kicsit kevesebbre) két tombmiivelet
és egy 4 hosszu egyenlGségvizsgalat (azaz Osszességében konstans), tehat O(n)-ben ez a része
is megvan.

[ZH: 2002. aprilis 8.] Adottak a ¢y, ca,...,c, killonb6zs egész szamok. Ezeket sze-
retnénk nagysag szerint rendezni novekvd, vagy csokkend sorrendbe tgy, hogy a
szokasos Osszehasonlitas helyett, most a kovetkezd kérdéseket lehet feltenni: Hdarom
kivdlasztott elem kézil melyik a k6zépsé? Bizonyitsuk be, hogy a leghatékonyabb
algoritmus O(nlog, n) 6sszehasonlitast hasznal!
Q(nlog, n): ugyantugy kell bizonyitani, mint az 6h. alapi rendezések alsé korlatjat, csak itt
kettS helyett harom lehetgségiink van, igy Q(logsn!) fog kijonni. Ez viszont nem baj, mert
Q(logg n!) = Q(log, n!) = Q(nlogyn).
O(nlogyn) (vazlatosan): O(n) lépésbdl tudunk szélsGértéket keresni: vesziink 3 elemet vélet-
lenszertien, a kozéps6t kidobjuk. Ezt megesindljuk addig, amig csak 2 marad, ez lesz a mini-
malis és maximéalis (nem tudjuk, melyik melyik). Az egyiket vélasszuk ki, ha ez x, akkor a
kozepso(z,a,b,) vagy az a < b kérdésre valaszol, vagy az a > b kérdésre (attol fiigg, hogy
a minimalisat vagy maximalisat valasztottuk, és egy adott z-re ez konzisztens). Azaz az igy
implementalt < fiiggvény tényleg egy rendezést (vagy novekvs, vagy csokkend; nem tudjuk)
definial a szdmainkon:

< (a,b){return kozepso(z,a,b) == a}

Ez konstans id6ben szamolhato, tehat barmely < operatort hasznal6é rendezés hasznalhaté lesz
ezzel a triikkkel, abbol pedig van O(nlog, n) lépésszamu.



