Algel IV. gyakorlat

2012. februar 29.

2. |ZH: 2009. aprilis 24.] Dijsktra-algoritmussal hatarozza meg az alabbi grafban az
A pontbdl az 6sszes tobbi pontba mend legréovidebb utak hosszat az x pozitiv valos
paraméter fliggvényében. Minden 1épésnél irja fel a tavolsagokat tartalmazo D tomb
allapotat és a KESZ halmaz elemeit.
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3. Hatarozzuk meg az aldbbi grafban az élsalyokat gy, hogy a Dijkstra algoritmus
rossz eredményt adjon!

Attol, hogy rakunk bele negativ élstlyt, még akar mikodhetne! Ugy kell negativ élstlyt bele-
rakni, hogy romoljon el, pl:

A bal oldali cstucsbol futtatva az also csicsra az alogritmus 1-et mond, pedig a legrévidebb 1t
oda 0 lenne.

4. Adjuk meg az 6sszes olyan minimalis élszamu iranyitott grafot (élsulyokkal egyiitt),
amely(ek)re az alabbi tablazat a Dijkstra algoritmusban szereplé D[] tomb valto-
zasait mutathatja. Adjuk meg a legrévidebb utakat tartalmazoé P[] tomb allapotait
is!
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A tablazat alapjan vizsgéaljuk az algoritmus futasat. Mivel a legkisebb élszamu graf kell, ezért
csak oda huzunk be élet, ahol az egyes lépésekben javitottunk (ide pedig kételezs). Latszik, hogy
v1-bdl indulunk. Az elsé sor miatt innen wvo-be, vs-ba és vg-ba vezet él, a megfelels silyokkal.
A KESZ-be v,-t vélasztjuk, és a javitasok miatt rajoviink, hogy kell lennie egy wvovs, vavy 6s
egy vovg €élnek, 3, 7 és 4 sulyokkal. A tovdbbiakban minden ugyanigy (a grafot nem rajzolom
fel). Csak az utolso el6tti lépésben lesz valasztasi lehetség, hogy vy-et vagy vg-ot vegyiik be a
KESZ-be. Ettd] fiigg6en lesz egy 2 stlyt vsvs és egy 1 stlyt vgus éliink, vagy pont forditva. A
P t6mb valtozésai (csak az els§ esetben):

(01 [ 02 | vs [ va [ v5 | v ]

— | V1| V1 | V1| V1| W
— | V1| U2 | V2| V1 | VU2
— | V1| U2 | V3| VU3 | VU2
— | V1| U2 | U3 | Vg | VU2
— | V1| VU2 | V3| Us | V2

Egy G grafban pontosan egy él silya negativ, és nincs a grafban negativ Gsszstilyt
irAnyitott kor. Adjunk O(n?) lépésszamii algoritmust az s € V(G) pontbél az 6sszes
tobbi pontba vezets legrovidebb utak meghatarozasara!

Egy legrovidebb ut kétféle lehet: vagy hasznalja a negativ élet, vagy nem. ElGszor futtassunk
egy Dijsktrat (a szépség kedvéért hagyjuk ki a negativ élet), az ¢ csicsba vezetd legrovidebb 1t
hosszat jelolje df. Jelolje u azt a csicsot, amibdl a negativ ¢l indul. Vilagos, hogy d helyes,
hiszen a negativ élen nem mehetiink 4t az § eléréséhez az eredeti grafban. Bel6le is indithatunk
egy Dijsktrat (az eredeti grafon), hiszen ekkor elészor a negativ él mésik végpontjat veszi be
a KESZ halmazba, ami a definicionak megfelel. Ezeket a legrévidebb értékeket jeldlje d;. A
legrévidebb utak tehat min(d;, df + d;) képlettel szamolhatok. Lépésszam egy keresés és két
Dijsktra, azaz O(e+n?+n?) = O(n?) (az ugye mindenkinek vilagos, hogy egy egyszerii grafban
e = 0(n?)).

[Vizsga: 2008. majus 27.] Egy kupacba beraktunk egy ij = elemet, majd végrehaj-
tottunk egy MINTOR miiveletet. Mikor fordul els, hogy végiil az eredeti kupacot
kapjuk vissza?

Pontosan akkor, ha az eddig tarolt elemeknél kisebb z. Ez a feltétel sziikséges, hiszen a MIN-
TOR a legkisebbet fogja visszaadni, és ha az 6j nem az lenne, akkor mindenképpen bennema-
radni. Az elégségesség kicsit macerabb. Amit tudunk: x a gyokérig felment, és legalulrol indult.
MINTORNEL a legalsé keriil = helyébe (nevezziik y-nak), az fog lefele menni. Azt akarjuk
bizonyitani, hogy pont az eredeti helyére keriil vissza (és mindenki mas is, aki az aton volt).
Indukciéval az aktuélis szintre: a gyokérben most y van, egyik gyereke az eddigi legkisebb,
és pont azon az oldalon van, ahonnan x eredetileg ,feljott”. Mindenképpen 6 fog a gyokérbe
keriilni, ezért y vele fog helyet cserélni, azaz ugyanazon az dton indul lefele, ahonnan x jott.

vessziik a gyokérnek.
Adjunk hatékony (hehe :)) algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének meg-

hatarozasara!
Konstans (azaz O(1)), hiszen az i-edik legkisebb elem a gyokértdl legfeljebb i tavolsagra van,
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igy 2'0 elem koziil kell a tizedik legkisebbet megtalalni, ami konstans 1épés (a legbutabb médon
is).

Adott egy n elemet tartalmazo kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac k-
nal kisebb elemeit! Ha m ilyen elem van, akkor az algoritmus O(m) elemi lépést
hasznéalhat.

Lényegében egy bejarés, elindulunk a gyokérbdl, és amig k-nal kisebb elemet taldlunk, addig
kifrjuk, ha > k-t, akkor az adott agat hanyagoljuk, hiszen a kupac-tulajdonsag miatt arrafele
csak még nagyobbak lehetnek. Legfeljebb a nekiink jo elemek mindkét gyerekét vizsgaljuk meg
feleslegesen, vagyis O(2m) = O(m) vizsgalatot végziink.

Adjunk konstans szorzd erejéig optimalis koltésgii algoritmust az alabbi problé-
mara!

INPUT: Egy A[l : n] tomb, amely eredetileg az 1,...,n szamokat tartalmazta ku-
pacba rendezve, de 0t elem megsériilt, és a helyére x keriilt.

FELADAT: Talaljuk meg a tomb 6sszes olyan kitoltését, ami lehetett az eredeti!
O(n) lépésbdl ki lehet talalni, hogy melyik 5 szdm hidnyzik. Ezeknek 5! sorrendje lehet, igy
mindegyiket végig tudjuk probalni. Minden egyes elemnek csak a sziilgjét és két gyerekét kell
megvizsgalni, hogy jo-e veliik a kupactulajdonsag (permutacionként 15 vizsgalat). Ha az adott
permutacio jo, akkor van egy lehetséges kitoltésiink. Minden lehet&séget megvizsgaltunk, igy
az algoritmus biztos helyes. Lépésszam: O(n+5!-15) = O(n). Ez azért optimalis, mert pusztan
az b sériilt elem megtalalasa is Q(n) lépés.

Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara
szolgal. A megvalositand6é miiveletek: Felépit(n): n elembdl felépiti a struktarat;
Mintor, Maztor: a min. illetve max. elem torlése; Beszir(z): az = elemet a struktaraba
illeszti. Az egyes miiveletek koltsége ne legyen t6bb, mint Felépit: O(n); Mintor,
Mazxtor, Beszir: O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

Hasznéljunk egy min-kupacot és egy max-kupacot, valamint a tarolt elemeket a két kupacban
kossiik 6ssz pointerekkel (hogy az egyik kupacban 1évs, a keziinkben 1év6 elemrél keresés nélkiil
tudhassuk, hogy hol talalhato a méasik kupacban).

Felépit: pointerek inicializalasa + két kupac épitése: O(n+n+n) = O(n).

Beszir: pointer inicializalasa + besziras egyikbe és masikba: O(1 4 logn + logn) = O(logn).
Mintér: min-kupacb6l mintor, max-kupacban pedig a megfelels hely torlése (annyi kiilonbséggel
az eredeti algoritmushoz képest, hogy nem a gyckérbdl, hanem valahonnan kézéprél inditjuk a
torlést, de az algoritmus ugyantgy fog miikodni). O(logn + logn) = O(logn).

Mazxtor: ugyanaz mint el6bb, csak szerepcserével.

Igazoljuk, hogy egy n elembdl all6 kupac felépitése ()(n) Gsszehasonlitast igényel!
Fejet asztalbaverSen egyszert bizonyitas: mivel a gyokérben a legkisebb elem van, ezért nem
lehet hamarabb felépiteni, mint a legkisebb elemet megtalalni, ami pedig énmagaban is Q(n).



