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. (12.1.1) Szamitsuk ki az euklideszi algoritmus segitségével 504 és 372 legnagyobb kozos

osztojat!

. (12.1.2) Ha b osztéja a-nak, mik a lehetséges értékei a d(a,a+b), és a d(2a,a—b)
legnagyobb k6z06s osztoknak? (d (a,b) a €s b legnagyobb k6z0s osztdjat jelenti.)

. (12.1.3) Az a,,a,,... szamok relativ primek, ha nincs olyan egynél nagyobb szam, mely

mindegyiknek osztdja lenne. Mutasson harom olyan relativ primszamot, melyek koziil
semelyik kettd nem relativ prim!

4. (12.1.4) Bizonyitsa be, hogy ha d(a,4) = d(b,4) =2 akkor a+b oszthato 4-gyel!

. (12.1.5) Legyen a és b paratlan. Mennyi d(a2 +b2,4)‘?
. (12.1.9) Bizonyitsuk be, hogy minden a,b egészre d(ab)<d(a)d(b) és egyenldség
pontosan akkor teljesiil, ha a és b relativ primek! (d (a): a osztoinak a szdma)

. (ZH, 2005) Bizonyitsuk be, hogy ha az n >1 szamnak 2005 osztdja van, akkor n» nem

lehet egy egész szam 5-dik hatvanya!
. (ZH, 1999) Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2'° —1 és 3'° —1°?
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Megoldasok

Ezek csak vazlatos megoldasok. Ennyi indoklas a ZHn nem elég!

I.

8.

504=1-372+132

372=2-132+108

132=1-108+ 24

108=4-24+12

24=2-12

Azaz d(504,372)=12.

a=qb

d(a,a +b):d(qb,(q+1)b):b-d(q,q+l):b, mert d(q,q +1):1.
d(2a,a—b)=d(2qb,qb—b)=b-d(2q,q —1)=bx

x2q és x‘q—l:x|2q—(q—l):>x|q+1:>x|q+1—(q—1):>x2, tehat x =1 vagy

x = 2. Itt azt hasznaltuk, hogy ha x oszt6ja két szamnak, akkor osztoja a

kiilonbségiiknek is.

Ha g paratlan, akkor x =2, ha paros, akkor x=1.

a,=2-3,a,=53,a,=5-2

d (a,4) =2 = a paros, de nem oszthato 4-gyel, azaz 4-gyel osztva 2-t ad maradékul.

Ugyanigy b is, amib6l mar kovetkezik az allitas.

Mivel a paratlan, 4-gyel osztva 1 vagy 3 maradékot ad. Azaz a* 1° =1-et vagy 3> =9-

et, ami 4-gyel osztva szintén 1. Tehat ¢ 1-et ad maradékul és ugyanez igaz b° -re is.

Ekkor d(a® +b%,4)=2.

x=d(a)d(b)

y=d(ab)

a és b kanonikus alakja legyen: a = p® p$>---p®, b=qlq>---q’ . Ebbol

x= ﬁ(ai + l)ﬁ (ﬁj + 1). Ha a és b-nek nincs k6z0s primosztoja, akkor ab kanonikus
i=lI j=1

alakja ab = p{" pi* - pql'q) --q)" , ésigy x=y.

Egyebkent ha pl. p, = ¢, , akkor ab kanonikus alakjaban pf‘”ﬁ ’ van, azaz y-ban

a; + B; +1 szerepel szorzotényezokent (ocl. + 1)(ﬁj + 1): af;+a;+B; +1 helyett.

Mivel o, + B, +1<o, B, + o, + B, +1, ebbdl mar kovetkezik az allitas.

k
Indirekt tegytik fel, hogy d (n) =2005 és n=m’. m kanonikus alakja: m = H P

i=1
k k
Ekkor n kanonikus alakja: n=[] p}* . Ebb8l d(n)=2005=[](5a, +1). A jobb
i=1 i=l
oldalon 5-tel nem oszthaté szdmok szorzata all, 2005 pedig oszthato 5-tel, ami
ellentmondas.
Nem, mert 5 k6z0s o0sztd. Ehhez az kell, hogy 10-es szamrendszerben az utolso
szamjegy 0 vagy 5, tehat a kérdés az hogy: 2'” —1=? (mod 10)
Ehhez irjuk fel 2 hatvanyait egy ideig:
2'=2 (mod10)



2=4 (mod10)
2°=8 (mod10)
2*=6 (mod10)
2°=2 (mod10)
2°=4 (mod 10)

Azaz 4-t0]1 a maradékok 4-esével ismétlodnek. Ebbol:
20 =24(2*f* =2 =6 (mod10). Azaz 2 —1 utolsé jegye 5.

Hasonléan végigcsinalva 3-ra lathato, hogy 3'” —1 utolsé jegye 0.



