Bevezetés a számításelméletbe I. Megoldások 5. gyakorlat: Lineáris leképezések

1. Magtér: Ker(A) := {u ∈ V_1|Au = 0}

Képtér: Im(A) := {v ∈ V_2|∃u : Au = v} és az A : u → v leképezéshez tartozó mátrix legyen A. a b c d

Mátrixok:

1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 1 Ker(A)= {(0, 0, 0)} {(a, b, c) ∈ R^3 } {(0, b, c) ∈ R^2 } {(a, 0, 0) ∈ R} Im(A)= {(a, b, c) ∈ R^3 } {(0, 0, 0)} {(a, 0, 0) ∈ R} {(0, b, c) ∈ R^2 } 2. Pl: a 3/b feladat, ahol a síkot vetítjük az x-tengelyre.

3. A leképezések, és a hozzájuk tartozó magterek, képterek a következők: a b c d

Mátrixok: ( 1 0 0 1 ) ( 1 0 0 0 ) ( 0 0 0 0 ) ( λ 0 0 λ )

Trafók: helybenhagyás x-tengelyre vetítés zérus-transzformáció nyújtás Ker(A)= {(0, 0)} {(0, b) ∈ R} {(a, b) ∈ R^2 } {(0, 0)} Im(A)= {(a, b) ∈ R^2 } {(a, 0) ∈ R} {(0, 0)} {(a, b) ∈ R^2 } e f g h

Mátrixok: ( 1 0 0 −1 ) ( 0 1 1 0 ) ( 0 1 −1 0 ) ( cosϕ −sinϕ sinϕ cosϕ )

Trafók: tükrözés ”x”-re tükrözés ”x = y”-re 90^o-os forgatás forgatás ϕ-vel Ker(A)= {(0, 0)} {(0, 0)} {(0, 0)} {(0, 0)} Im(A)= {(a, b) ∈ R^2 } {(a, b) ∈ R^2 } {(a, b) ∈ R^2 } {(a, b) ∈ R^2 } 4. Magtér:Ker(A) = {f(x)|f(1) = 0}

Képtér: Im(A) = {c ∈ R}, mert pl: konstans fv-re: c(1) = c.

5. Tényleg lineáris transzformáció, mert

(λf(x))^′ = λf(x)^′ és (f(x) + g(x))^′ = f(x)^′ + g(x)^′

A leképezés mátrixa a természetes bázisban: A =

0 5 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

6. Ha tehát két elem képe megegyezik, akkor: A(u) = A(v) ⇐⇒ 0_2 = A(u) − A(v) = A(u − v) ⇐⇒ u − v ∈ Ker(A) 7. A lineáris transzformáció magtere csak a nullvektorokból áll.

(a) A magtér deiníciájából közvetlenül következik. (b) Az előző feladat következménye.

(c) A dimenzó-tétel szerint: dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = dim(V_1) Tudjuk, hogy dim(Ker(A)) = 0, mert Ker(A) = {0_1}, és ebből következik az állítás.

8. Megmutatjuk, hogy ha az A : V → V leképezést egymás után kétszer végrehajtjuk, akkor bármely elem a 0-ba megy: ∀u ∈ V -re : A(u) ∈ Im(A) ⊆ Ker(A) =⇒ A(u) ∈ Ker(A) ⇐⇒ A(A(u)) = 0