Bevezetés

A stabil parositdsok elmélete 1962-ben, Gale és Shapley [7] cikke nyomdn valt is-
mertté, és inditott el egy széleskori matematikai kutatast ebben a témakorben.
A probléma felvetésén tul a nevezetes cikk tartalmazott egy algoritmust az
alapfeladat megoldédsara, és kijelolt két lehetséges altaldnositdast. A fenti cikk
bevezeto példaja a kovetkezd volt:

“Lanyok és fiik keresnek hézaspart maguknak. Mindenki feldllit egy prefe-
renciat az ellenkezd nemiiek kozott, tehdt felsorolja, hogy ki tetszik neki legjob-
ban, ...illetve legkevésbé. Egy lany-fit parokbdl allé parositast akkor neveziink
stabilnak, ha nem lesz olyan lany és fid, akik nincsenek parban, pedig kolcsénosen
jobban tetszenek egymasnak, mint a jelenlegi hazastarsuk.”

A péaros grafokon torténd vizsgdlédasnak az egyik lehetséges altalanositdsa a
b-pdrositds, ahol nem csak egy, hanem adott szadmu part engediink meg minden
pontnak. Ennek egy fajtaja az egy-a-sokhoz feladat, amelyet példaul hazankban
is haszndlatnak a felvételi pontszamok kiszdmoldsa. A probléma egy lehetséges
megoldasat adja az eredeti cikkben Gale és Shapley altal javasolt ldnykérd al-
goritmus.

A miésik f6 altalanositasi lehet6ség, ha nem csak pédros grafokon keresiink sta-
bil parositast. Ennek, az egyszeriibben szobatdrs probléménak elnevezett fela-
datnak mar nem feltétlentil 1étezik megoldasa. El6szor Irvingnek sikeriilt ’85-
ben polinomidlis algoritmussal teljes stabil parositdst taldlnia [8], ha a gréfban
létezett ilyen, majd Tan adott pontos karakterizaciét [12], és Hsuehval kézosen
[13] egy mésik algoritmust is a feladatra. Végiil Scarf '67-ben publikdlt [11] al-
goritmusat felhaszndlva jutottak el nemrégiben egészen méds médon ugyanezen
eredményekhez.

Dolgozatom célja a két fenti altaldnositas 6tvozetének, a stabil b-parositas
grafokon problémakor leirasa és algoritmikus megoldasa. A probléma karak-
terizaciéjat a Scarf-lemma segitségével irom le, mig az algoritmikus implementa-
ciéra példaként Scarf algoritmusén kiviil Cechldrové és Fleiner [3] konstrukeién
alapulé visszavezetését, és a Tan-Hsueh algoritmus kiterjesztését fogom bemu-
tatni. Kz utobbi Uj eredménynek mondhatd. Scarf és Tan-Hsueh algoritmu-
sainak miikodését a mellékletben minden problémakor esetén egy-egy példéan
szemléltetem. A példak forrasait, az algoritmusok MAPLE-ben beprogramo-
zott implementdcidit a honlapomon (www.cs.bme.hu/ pbiro) taldlhatja meg, és
probélhatja ki az Olvaso.

Ezuton is szeretném megkoszonni konzulensemnek, Fleiner Taméasnak a renge-
teg segitséget.
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1 Stabil parositas és b-parositas paros grafon

A fejezet soran roviden szeretném bemutatni az elmélet kiindulépontjat, a paros
grafon vett stabil parositdas keresésének problémé&jat, majd ennek természetes
altaldnositasi lehet8ségeit Gale és Shapley [7] klasszikus cikke alapjin. Ma-
gasabb szinti leiré modelleket, kapcsolatokat méds tudoményteriiletekhez, és
gyakorlati alkalmazdsi lehetéségeket Fleiner [6] dtfogd tanulménydban taldlhat
az Olvas6. En ebbél csupan egy altaldnosabb leiré modellt és egy alkalmazasi
lehetGséget mutatok be ebben a problémakorben.

Gale és Shapley [7] cikkiikben egy egyetemi felvételi eljarast ismertetnek,
amely igazsdgos abbdl a szempontbdl, hogy végeredményeként nem lesz olyan a
jelentkezé és A egyetem, hogy a-t csak B egyetemre vették fel, pedig listajaban
A el6lrébb van rangsorolva, mint B és az A egyetem is kénytelen volt felvenni
a-nél gyengébb jelentkez6t (tehdt a kiosztds stabil). SOt az algoritmus azt is
biztositja, hogy a stabil kiosztdsok koziil minden jelentkezd a lehetd legjobb
egyetemre nyer felvételt. Ennek belatasara definidltdk a feladatot eldszor csak
lanyok és fituk esetére, amikor mindenki csak egy part valaszthat maganak.

Rogton az elején szeretném felhivni a figyelmet a definicidk egyfajta kettSs-
ségére, ami taldn nem szerencsés, de a cikkek eredeti nyelvezetén nem kivantam
tilzott mértékben valtoztatni. A kezdeti cikkek, és példdul Irving, Tan és Hsueh
cikke is a pontok szerint definidlja a fogalmakat, mig az ijabb irodalmak inkabb
az élek szerint értelmezik a problémat. Ennek oka, hogy egyrészt a parhuzamos
élek igy konyebben értelmezhet6k, mésrészt sok olyan ujfajta leirdsmaod 1étezik
(Scarf algoritmusa, vagy a matroid-kernelek), amelyben természetesebb alaphal-
maznak az éleket tekinteni.

Az alapfeladatban tehdt egy G(A, B) paros gréafon értelmezziik a két ponthal-
maz egymashoz flizott preferencidit, melyet gyakran preferencia-listdkban adunk
meg. Ha példaul egy a € A pont listdjdban 3 elem szerepel: [by, ba, bs], akkor
ez jelentse azt, hogy a leginkabb b;-et kedveli, masodsorban bs-t, és utolsoként
bs-at. (Lehet, hogy tobb pont is van a B halmazban, akikkel a nincs 0sszekotve,
vagyis jobban szeret egyediil maradni, mint barmelyikkel is kapcsolatba 1épni.)
Ha a megfelel¢ éleket sorrendben ey, es és e3 betilikkel jeloljiik, akkor a pre-
ferencidkat kétféleképpen is leirhatjuk: b, <, by <, b3z a pontok szerint és
e1 <4 €2 <4 €3 az élek szerint. Egy M C V(G)? parositas a pontok nyelvén a
pontparok egy halmazit, mig S C E(G) az élek egy halmazét jeloli. Ha példaul
az < a,by > pér eleme M-nek vagyis es € S, akkor a pontok szerint a parjandl
kedvez6bb éleket superior élnek, a rosszabb éleket pedig inferior élnek nevezziik,
igy példaul a fenti példédban a pont esetében (a,bi) él superior él, és (a,bs) él
inferior él. Elek esetében azt mondjuk, hogy es él domindlja es élet, illetve
nem dominalja e; élet az a pontban. Ha egy parositas esetében létezik olyan
él, amelyik mintkét végpontjabol nézve superior él, vagy méasképpen mondva
egyik végpontjaban sincs domindlva parositas-beli éllel, akkor ez az él blokkolja
a parositast. Ha nincs blokkolé él, akkor a parositas stabil.



1.1 Stabil parositas paros grafon

A léanyok és fitk példdjaban tehdt egy egyszerii paros grafban — amely a pontok
preferencidival van megadva — keresilink stabil parositast. A feladatot Gale és
Shapley vetette fel és bizonyitotta elséként a ldnykérd algoritmus segitségével.

Tétel 1.1. Pdros grdf esetén, ahol a pontok preferencidi adottak, mindig létezik
stabil pdarositas.

Parositds azonban tobb is 1étezhet egy adott grafra. Egy M stabil parositas
b pont szamara optimadlis, ha nem létezik egy masik stabil parositas, amelyben
jobb part kapott volna, mint M-ben. Ha ez minden b € B pontra, vagyis
minden fitra teljesiil, akkor az adott stabil parositast fii-optimdlis parositasnak
nevezzik.

Tétel 1.2. Pdros grdf esetén mindig létezik fii-optimdlis (vagy ldny-optimdlis)
stabil pdarositas.

Bizonyitds. A két fenti tétel konstruktiv médon egyszerre belathatd, ugyanis
létezik egy algoritmus, amely barmely paros graf esetén taldl fii-optimalis (vagy
lany optimaélis) stabil parositdst. Ez az algoritmus az un. ldnykérd algoritmus
a kovetkezdképpen miikodik:

Minden fiu ajdnlatot tesz az dltala legkedveltebb lanynak. A lanyok, ha t6bb
kéro kozil is véalaszthatnak, akkor csak a legjobb kérét tartjdk meg, a tobbit
visszautasitjak. A masodik korben a visszautasitott fitk megkérik a listdjukon
szereplé masodik lany kezét. Az algoritmus addig folytatédik, amig az egyik
kérben mar nem lesz 1j ldnykérés. Ez O(n?) idén beliil bekdvetkezik, hiszen
kétszer egyik fiti sem tesz ajanlatot ugyanannak a lanynak. A végsé allapotrol
(nevezzitk M élhalmaznak) azt fogjuk beldtni, hogy egyrészt stabil pdrositas,
masrészt optimélis a fiuk szamara.

Mivel minden lany csak egy ajanlatot tart meg mindig, és a fiik is egyszerre csak
egy lanynak tesznek ajanlatot, ezért a maradék élhalmaz parositds. Amennyiben
létezne egy a lany és egy b fid, akik kolesonosen jobban tetszenek egymasnak,
mint az M-beli parjuk, akkor ez azt is jelentené, hogy az algoritmus soran az a
lany egyszer mar visszautasitotta a b fiut, tehat volt mar jobb kéréje, mint b. E
miatt M-ben is kedvezOobb parja lesz b-nél, ezért a parositds stabil.

Az optimalitast indukciéval bizonyitjuk indirekt médon. Legyen by az els6 olyan
fia, akit visszautasitott a; lany, pedig létezik olyan stabil parositas, ahol 6k
parok lehetnének. Ekkor az algoritmus szerint kell legyen olyan by fid, aki jobban
tetszik ai-nek, és ezért utasitotta vissza bi-et. Megmutatjuk, hogy ebben az
esetben a elérhetetlen by szdmdra. Az indukcios feltevés szerint eddig bo-t csak
olyan lanyok utasitottak vissza, akik elérhetetlenek szamara. Ha viszont egy M
stabil parositasban a; mégis bi-el keriilhetne parba, ez azt jelentené, hogy bo
rosszabb part kap, mint a;, és a; is rosszabb pért kap, hiszen by <, b1, tehét
(a1, ba) €l blokkolnd a parositast. Ez ellentmondds, tehdt a lanykérd algoritmus
fit-optimdlis megolddst ad abban az esetben, ha a fitik teszik az ajdnlatot és
lany optimalisat, ha a lanyok teszik. O



Példa 1. Lassunk egy példat olyan paros gréafra, ahol nem csak fit-optimalis
és lany-optimalis stabil parositas 1étezik:

Lanyok Preferencia lista Fiuk Preferencia lista

a1 (b1, ba, s3] b1 laz, a3, a1]
az [bQ) b3) bl] b2 [a3) ai, ClQ]
as (b3, b1, bo] b3 a1, az,as]

Ebben a példaban konnyen ellen6rizhetd, hogy stabil parositast kapunk akkor,
ha minden fitnak a listdjan szerepld elsé lany lesz a felesége (ekkor minden lany
a legrosszabb fidval van parban), ha minden minden lanynak a listdjdn szerepld
elsd fit lesz a férje (ekkor minden fii a legrosszabb ldnnyal van parban), és
akkor is, ha mind a fitk, mind a ldnyok a listdjukban masodik helyen levékkel
alkotnak part.

Megjegyzés 1.3. Minden stabil parositasban pontosan ugyanazok a fiuk és
lanyok taldlnak part maguknak. Ez specialis esete a vidéki kérhdzak problémaja-
nak, amelyet Roth [10] dolgozott ki részletesen. Beldtta, hogy amennyiben
egy korhaz nem tudja kitolteni jelentkezokkel az 0sszes kvotajat, akkor minden
stabil kiosztasban nem csak, hogy ugyanannyi kvétat tolt ki, hanem a felvett
személyek is ugyanazok lesznek.

1.2 Stabil b-parositas paros grafon

Természetes altalanositdas, ha a paros grafon a pontoknak megengedjiik, hogy
t6bb parban is szerepeljenek, vagyis a pontokhoz kapacitdsokat rendeliink. Ab-
ban az esetben, ha csak az egyik oldalon adunk 1-nél nagyobb kapacitdsokat,
akkor egy-a-sokhoz feladatrol, ha mind a két oldalon kaphatnak 1-nél nagyobb
kapacitast, akkor sok-a-sokhoz feladatrol beszéliink. Egy e él jelen esetben akkor
lesz domindlva (akkor lesz inferior) egy v pontban, melynek kapacitdsa b(v), ha
egy M b-parositasban létezik b(v) darab parositds-beli él, amely fedi v pontot,
és mindegyik el6lrébb van a v pont preferencia-listdjaban, mint az e él. Egy b-
parositas akkor lesz tehat stabil, ha mindegyik nem parositas-beli él domindlva
van az egyik végpontjaban.

Az egy-a-sokhoz feladatra Gale és Shapley motivacidja az egyetemi felvételi
probléma volt. Itt ugyanis minden egyetemnek van egy bizonyos kvétdja, és
valamilyen szempont szerint rangsorolja a felvételizéket. A jelentkez6knek szintén
adva van a listdjuk, hogy milyen sorrendben szeretnének felvételt nyerni az
egyes egyetemekre, és mindenki csak egy egyetemre nyerhet felvételt. A fela-
dat megoldasa teljesen hasonlé, mint a fiik és a ldnyok esetében. A lanykéro
algoritmus gy mdédosul, hogy az egyetemek most nem csak az elsd, hanem a
kiszabott kvota szerint tartjak meg a jelentkezdket, és azokat utasitjak vissza
minden korben, akik kiviil esnek a felvehetd 1étszdmon. Az algoritmus ebben
az esetben is stabil b-parositashoz vezet, és szintén optimélis lesz a jelentkezok



szempontjabol. !

A sok-a-sokhoz feladat megolddsdra ugyanigy haszndlhaté a lanykéré algo-
ritmus. Itt az ajanlattevOk az elsé korben nem egy, hanem annyi partnernek
tesznek ajanlatot, amennyi a kapacitdsuk. Ezutan minden koérben annyi j
ajanlatot tesznek, ahdny visszautasitdst kaptak az elézdben. Az algoritmus
lépésszama és bizonyitdsa megegyezik az alapesettel.

A stabil parositasok és a b-péarositasok elmélete paros grafon esetén igen ter-
jedelmes. Dolgozatomban nem tekintem célnak ennek ismertetését, az érdeklédok
Fleiner [6] munk4jdban taldlnak tovabbi részleteket. Itt megtaldlhatéak a problé-
mét leiré mélyebb modellek (monoton kivalasztdsi fliggvények, antildncok az
algebrai halékban, matroid kernelek, linearis programozas megoldasaként kapott
politépok), kapcsolat mds matematikai problémdkkal (példdul a listds él-szinezés
péros grafokon), és az ismert alkalmazdsi lehetdségek (jatékelmélet, kozgazdasig-
tan). [zelit6ként ramutatok a stabil parositas 1étezésének egy altalanosabb ma-
gyarazatara paros grafokon, és kiemelek egy kozismert alkalmazasi lehetéséget.

Tekintsiik a paros graf élgrafjat. Kénig Dénes (1916-ban) megmutatta, hogy
Xe(G) = A(G), vagyis a pdros graf élgrafja mindig kiszinezhetd a grafban 16v6
legnagyobb fokszam szerinti szinnel, vagyis a paros graf élgrafja perfekt. Maffray
(1992-ben) beldtta, hogy egy graf élgrafja akkor és csakis akkor perfekt, ha az
élek minden normdlis iranyitdsdra az élgrafban van kernel. Paros graf esetén
normalis irdnyitast eredményez, ha az élgraf minden pontja kozott, az élek ere-
deti linearis rendezése szerint iranyitédnak meg az élek. Tehat, ha e <, f két
él a grafban, akkor a nekik megfelel6 E és F' pontokra F' — E legyen az élgraf
irdnyitasa. A kernel létezése pedig annyit tesz, hogy létezik olyan fliggetlen
ponthalmaz az élgrafban, amelyre minden, kernelben nem szereplé kiilsé pontbdl
mutat él. Az élgraf kernelje paros graf esetén egyértelmilen megfeleltetheté egy
stabil parositdasnak a grafban. A fenti gondolatmenet tehdt bizonyitasat adja a
stabil parositas 1étezésének, vagyis az 1.1 Tételnek.

A gyakorlati alkalmazasok koziil talan a legismertebb a két-oldali piacok
elmélete. Itt két kiillonbozo érdekeltségi csoport, példaul vallalatok és munkéasok
alkotjdk a két oldal szerepl6it. Minden munkas egyéni preferenciaval rendelkezik
a munkahelyekkel szemben, amelyet tobb szempont motivalhat. Hasonléképpen
minden véllalat megfelel6 munkaerét szeretne adott lehetdségeihez mérten. Az
egyensulyi allapot elérése a parositds stabilitasat jelenti.

1A magyar felvételi pontok kiszamitdsa is ugyanezzel az algoritmussal miikodik. Gondot
okozhat viszont, hogy egyrészt az egyetemek preferencidiban lehetnek egyenléségek, abban az
esetben, ha két jelentkezd azonos pontszamot ér el. Masrészt vannak olyan egyetemek, ahol
lehet egyszerre két szakot valasztani, és olyan egyetemek is, ahol ez kotelez6. Végiil az allam
is megszabhat bizonyos szakdgi kvétdkat. Mindezek okan az algoritmus lefuttatdsa utdn ma
is csak széleskorii egyeztetések utan alakulnak ki a végsé ponthatdarok hazdnkban.



2 Stabil parositas grafokon

A probléma felvetése mar Gale és Shapley [7] klasszikus cikkében is szerepelt.
Adtak is egy egyszerii példat arra nézve, hogy stabil parositds nem paros gréfon
mar nem feltétleniil 1étezik. A problémét, ahogy azt kés6bb részleteiben megis-
merhetjiik, bizonyos paratlan hosszu ciklusok okozzak.

Példa 2. A példdban szerepld négy személy preferencidja olyan, hogy az elsé
harom koziiliik “korbe szereti egymast”. E miatt semelyik ketté nem léphet
stabil kapcsolatba egymaéssal, mert a harmadik ezt nem engedi.

Személy Preferencia lista

1 [2,3,4]
2 [3,1,4]
3 [1,2,4]
4 tetszoleges

A fejezet sordn elészor azt fogom bemutatni, hogy a modell szintjén egyszert,
grafon dolgozé algoritmussal miként sikeriilt Irvingnek [8] polinomidlis idében
megolddst taldnia, majd Tan [12] hogyan mddositotta ezt az algoritmust, és
adott pontos karakterizéciot a feladatra. Bemutatom Tan és Hsueh [13] algo-
ritmusat, amely dinamikusan kezeli a feladatot, és amelynek a kiterjesztésével
a késObbiekben még foglalkozok. Végil ismertetem Scarf lemmajat, és az azon
alapulé algoritmust, amely alapjan nemrégiben merében mas 1iton is eljutottak
a fenti karakterizacidhoz, és amelynek a tovabbgondoldsdval a stabil b-parositas
és a stabil allokacié problémaéja is kezelhetévé valik.

2.1 Graf alapt algoritmusok

A kovetkezbkben ismertetésre keriil§ két algoritmusban kézos, hogy az dltaluk
hasznalt modell maga az adott graf, és a pontok preferencia-listai. Az eljarasok,
és f6ként helyességiiknek igazoldsa komplikdlt, de cserébe a megvaldsulé algo-
ritmusok gyorsak és hatékonyak.

Irving volt az els6, akinek ’85-ben sikeriilt olyan algoritmust alkotnia, amely
polinom idében talal egy stabil parositast, amennyiben a grafban létezik ilyen,
és nemleges valaszt ad, ha nem létezik.

Tan '90-ben bevezette a stabil particio fogalmat, amellyel sikeriilt megadni
a probléma pontos leirdséat, és Irving algoritmusabdl kiindulva nem csak egy
lehetséges stabil parositast taldlt meg az adott grafon, hanem egy okot is, amely
a nem-létezést igazolja.

Az alfejezet végén bemutatom Tan és Hsueh algoritmusat, amely némileg més
modon jut el a fenti stabil particidhoz. Ennek az algoritmusnak a kiterjesztését
fogjuk a késébbiekben haszndlni a stabil b-parositds probléméajanak graf alapu
megoldasahoz.



2.1.1 Irving algoritmusa

Ebben az alfejezetben Irving [8] cikkét ismertetem.

A két évtizedig fenndallé kérdést, — hogy vajon létezik-e polinomidlis algo-
ritmus, mely eldonti, hogy van-e stabil parositds egy tetszbleges grafban — ’85-
ben vélaszolta meg Irving [8]. Az aldbbiakban ismertetem algoritmusat, amely
O(n?) idében talal egy teljes stabil parositdst a grafban, vagy igazolja ha ilyen
nem talalhaté benne.

Input: Egy graf, adott preferencia-listdkkal

Output: Vagy egy teljes stabil parosités, vagy annak megéallapitasa, hogy nem
létezik benne.

Miikodés: Az algoritmus a preferencia-listak redukciéjan, — vagyis grafbeli élek
torlésén — alapul, és két fazisban jut el a megoldashoz. Miikddését az alabbi
példan szemléltetjiik:

Példa 3. A példdban szerepld hat személy preferencidja a kovetkezo:

Személy Preferencia lista

1 4,6,2,5,3]
2 [6,3,5,1,4]
3 [4,5,1,6,2]
4 2,6,5,1,3]
5 [4,2,3,6,1]
6 [5,1,4,2,3]

) ) ) )

1. fazis:
Az els6 redukcids fazis sordn a személyek sorban tesznek ajanlatokat (pl: elsd
1épésben 1 tesz ajanlatot az dltala legkedveltebbnek: 4-nek), és ezutén kitoroljiik
azokat a személyeket az ajanlat fogaddjanak listajarol, akiket kevésbé kedvel,
mint az ajdnlat tev8jét. (Tehat példdnkban az els6 1épésben 4 listdjardl toroljitk
az 1 utdn levé 3-at.) Az algoritmus helyességének beldtdsahoz azt kell iga-
zolnunk, hogy ekkor nem torolhetiink ki olyan élet, amely szerepelhet stabil
parositasban.

Lemma 2.1. Egy 1. fdzisban kitorolt €l nem lehet része semmilyen stabil
pdrositdsnak.

Bizonyitds. Indirekt médon bizonyitunk. Legyen (b, z) az els§ olyan él, amit
toroltiink az els6 fdzisban, annak ellenére, hogy része lehetett volna egy M
stabil parositasnak. Egy 1j torténhetett meg, hogy b ajanlatot kapott egy a
ponttdl, amely elérébb volt a preferencia-listdjan, mint x.



Személy Preferencia lista

Ekkor viszont (a, b) él blokkol6 él volna M stabil parositdsban, ugyanis a-nak
nem lehet jobb partnere M-ben b-nél, mert ekkor (b, ) nem az elsé kitorlott
ellenpélda lenne; és b is jobban kedveli a-t, mint z-et.?

O

Megjegyzés 2.2. Az élkitorlés sordn 1j stabil parositas sem johet létre. Ez
ugyanis azt jelentené, hogy az eredeti grafban a kitorlott élek blokkoltak, ami
viszont nem lehetséges, mert stabil parositasban b csak a-val, vagy a-nél jobb
személyekkel alkothat part a 2.1 Lemma szerint.

Ha az eredeti grafot nézziik, akkor a listardl valé torlés megfelel egy él el-
hagyasanak, az ajanlattételt pedig jelezhetjiik az él megiranyitasaval az ajanlat
fogaddja felé. Az ajanlattétel sorrendje 1ényegében tetszéleges. Az algoritmus
addig folytatodik mig vagy ki nem firiil valamely pont listdja, — ekkor nincs
teljes stabil parositas a grafban — vagy minden pontnak pontosan egy kimend
és egy bemend éle nem lesz. (Ezek az élek adott pont redukélt listdjanak elején
illetve végén talalhatdak, igy az eredeti grafbdl, irdnyitott diszjunk irdnyitott
korok és oda-vissza irdnyitott élek, illetve néhdny irdnyitatlan él marad.) Mivel
az algoritmusban a fenti lemma miatt nem ismétlddhet meg egy ajanlattétel
sem, ezért az algoritmus futdsdnak idejét az élek szdma feliilrél korlatozza.

Kévetkezmény 2.3. Az 1. fézis futdsideje O(n?).
A fenti példdnak a kovetkezo lefutdsa lesz:

1 ajanlatot tesz 4-nek; 4 torli 3-at

2 ajanlatot tesz 6-nak; 6 torli 3-at

3 ajanlatot tesz 5-nek; 5 torli 6-ot és 1-et
4 ajanlatot tesz 2-nek; -

5 ajanlatot tesz 4-nek; 4 torli 1-et

6 ajanlatot tesz 1-nek; 6 torli 2-t és 3-at
1 ajanlatot tesz 6-nak; 1 torli 4-et és 2-t
2 ajanlatot tesz 3-nak; -

3 ajanlatot tesz 5-nek; -

A redukalt preferencia-listak a kovetkezdk lesznek:

2 Az eredeti bizonyitdsban csak akkor volt torlés az ajanlattevd listdjan, ha a fogadé vissza-
utasitotta az ajdnlatot, mert mar volt neki kedvezébb. A listdk korrekcidja, szimmetrikusséd
tétele csak ezutdn kovetkezett. A bizonyitds menete lényegében megegyezik az eredetivel.



Személy Preferencia lista
1 ]
4]
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A redukalt gréf pedig:

Abra 1: Redukalt graf

Egy stabil parositasban szerepld élek, tehat szerepelnek a redukélt listaban
minden pont esetén. Ha van olyan pontpér, akik kolcsonosen egymaguk szere-
pelnek a mésik listajan, akkor 6k biztosan parok lesznek, amennyiben 1étezik sta-
bil parositds. Ha ez minden pontparra teljesiilne, tehat minden lista 1 hosszura
redukalédna az 1. fazis sordn, akkor az egy, és egyben egyetlen teljes stabil
parositasat eredményezné a grafnak. Ha viszont nem firilt ki egy pontunk
listdja sem, vagy nem jutottunk el az elébbi dllapotba, akkor folytatnunk kell
az algoritmust.

2. fazis:
A masodik fazis soran olyan éleket hagyunk el, melyek szerepelnek stabil parosi-
tasban. Megmutatjuk, hogy ha igy elveszitiink stabil parositast, marad legalabb
egy masik stabil pdrositas a grafban. A torlést tgynevezett rotdcidk mentén
végezzik.

Definicié 2.4. Egy R = (a1,as,...,a,)|(b1,ba,...,b,) = R(A|B) ciklus-part
rotdacionak neveziink, ha a ciklusokon beliil minden elem kiilénb6z6, és teljesiil
rajuk a kovetkezo feltétel: a; redukalt listajan az elsé elem b;, a masodik pedig
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bi+1 (mod r).
Személy Preferencia lista

aq bl,bg,...
a9 b27b3,...
a; bi b1, ...
(78 br,bl,...

A rotécié a kovetkez6képpen nézhet ki:

Abra 2: Rotécié

Rotécio keresése a kovetkezOképpen torténik: vesziink egy p; pontot, melynek
listdjaban legaldbb két elem van. Rotaciét keresni pontosan akkor lehet, ha
létezik ilyen pont. Legyen p; listajan szereplé masodik elem ¢o. Majd g5 listdjan
szerepld utolsé elem legyen ps, és igy tovabb. Ekkor igaz, hogy p; listajan sze-
repld els6 elem ¢; és masodik elem ¢;+; minden ¢-re. Ezt az eljarast addig
folytatjuk, mig p; = p; valamely i # j-re. Végiil

R = (A|B) = (a1,a2,...,a,)|(b1,b2, ..., by) := (Ds, Pit1s -, Pi—1)| (s Gi1, -y bj—1)

Fontos megemliteni, hogy taldlhatunk olyan rotaciét, melyet alkotd két cik-
lusnak van kozos eleme, de ekkor a rotacié kiilonleges tulajdonsidggokkal ren-
delkezik, melyet kés6bb részleteziink.

Lemma 2.5. Legyen R = (A|B) egy rotdcid, ekkor

1. tetszdleges stabil pdrositdsra vagy az dsszes (ai,b;) €t tartalmazza vagy
egyiket sem.
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2. ha (a;,b;) éle egy stabil pdrositdsnak, akkor van olyan stabil pdrositds is,
melynek nem éle.

Bizonyitds.

1. Ha a; parja b;-nek egy stabil parositasban, akkor a;_1 is parja kell legyen
b;_1-nek. Ugyanis egyrészt (b;,a;—1) inferior él, mert b; listdjan a; utolsd,
masrészt, ahhoz hogy b;_1 részérol ez az él ne legyen blokkold, b;_1-nek
jobbat kell valasztania a;-nél, aki egyediil csak a listajan els6, a;—1 lehet.

2. El6szor is meg kell jegyezniink, hogy ebben az esetben A és B ciklus-
nak nem lehet kozos eleme. Ha ugyanis (a;,b;) élek részei egy stabil
parositdsnak, és feltessziik, hogy a; = by akkor a; mind a listdjan sze-
repld els6, mind pedig utolsé ponttal parositva lenne.

Vegyiik tehat a két ciklust és ldssuk be, hogy ha (a1,b1), (a2,b2), ...
J(ar, by) élek részei egy stabil pdrositdsnak, és ezeket kicseréljiik (aq,bs),
(ag,b3), ... ,(a,,b1) élekre, akkor szintén egy stabil parositdst kapunk,
amit jeloljink M’-vel. ekkor ugyanis M-hez képest csak a;-k kertiltek
rosszabb partnerhez M’-ben, mégpedig a listdikon els6 helyen szereplSk
helyett a masodikok lettek a pérjaik. Az (a;,b;) élek tehdt superior élekké
valtak az a;-k részérél, viszont b;-k részérol ezek inferior élek, mert a;-k a
redukalt listaik végén talalhatéak. Mas superior él pedig nem keletkezett
a grafban, tehdt M’ parositds is stabil marad. O

Kovetkezmény 2.6. Ha volt a grafban stabil pérositds, akkor az R(A|B)
rotacié killdinek, vagyis (a;,b;) éleinek torlésével kapott redukalt gréfban is
marad legalabb egy stabil parositas.

A rotacié kiilldinek torlése utan vagy udjra lefuttatjuk az elsé fazist, vagy
automatikusan kitérsljiik b; listdkon az a;_1-nél rosszabb éleket.?

Megjegyzés 2.7. Uj stabil parositas nem johet létre a 2. fazis torlései soran.
Ha ugyanis b;-k lehetséges legrosszabb partnere a;_1 (tehdt ndlandl jobb elemmel
nem lehet pdrban egy stabil pdrositdsban sem), akkor az ennél rosszabb élek
hasonléképpen nem blokkolhatnak, mint az 1. fézis soran.

A 2. fazis szerinti redukciét addig folytatjuk, mig ki nem iiril valamelyik
pont listaja, — ekkor nincs teljes stabil parositas — avagy nem lesz minden lista
egy hosszu, amely egyben egy lehetséges megoldasat jelenti a feladatnak.

Megjegyzés 2.8. A mésodik fazis 1épésszadma szintén O(n?), ezért az elsd fazis
lépésszamara vonatkoz6 megjegyzéssel egylitt az egész algoritmusra fennéll ez a
korlat.

3Az elsd véltozat Irving-é [8], mig a mésodik Tan [12] médositdsa.
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Lassuk végiil a példankon, hogyan miikodik a redukcié 2. fazisa:

Személy Preferencia lista
3 [5, 2]
4 [2, 5]

Az els6 megtaldlt rotécié szerint toroltjik a (3,5) és (4,2) kiillSket, ezutdn
automatikusan elhagyjuk 2 list4jabdl a (2,3)-ndl rosszabb (2,5) élet. Ezzel
méris megkapjuk a megolddst: az (1,6), (2,3), (4,5) élek példankban teljes sta-
bil parositast adnak.

Megjegyzés 2.9. Irving algoritmusa eredetileg 2n ponti teljes gréafon keresett
teljes stabil parositast. Ezt két moédon is altaltanosithatjuk: egyrészt lehet a
grafunk ritkdbb, vagy paratlan ponti, masrészt a keresett stabil parositdas sem
kell, hogy teljes legyen.

Ha az adott listdk nem is szimmetrikusak (tehat (a,b)€E(G), de (b, a)¢E(G)),
akkor az algoritmust ezen elemek torlésével kell kezdeniink. A kapott nem-teljes
grafra az algoritmus mar az eredeti formdjaban miikodik.

Nem teljes stabil parositas esetén mar van értelme paratlan pontszamu gréfon
is keresniink. Itt egy lista kiiiriilése nem jelent azonnal negativ vélaszt, (kivéve
teljes paros pontszamu grafok esetén, ahol nem maradhat két izoldlt pont). A
megallasi kritérium pontos megadasa a kovetkezd rész ismeretében egyszeriien
meghatarozhatéva fog valni.

2.1.2 Tan leirdsa: a stabil particié

Tan els6 ezirdnyu cikkében [12] Irving algoritmusabdl kiindulva talalt egy pon-
tos karakterizaciét a feladatra, és kiterjesztette Irving algoritmuséat ugy, hogy
ezt meg is taldlja. Majd nem sokkal késébb Hsueh-val kozosen [13] megalkot-
tak egy 1j algoritmust is, amely polinom id6ében, de méas tton vezet el a pon-
tos megoldashoz. Az alfejezetben Tan [12] cikke alapjdn bemutatom a karak-
terizacidt, és Irving algoritmusanak médositasat, amely megoldja az 1ij problémat.

Definicié 2.10. A leiréds alapja a stabil particio fogalma. A graf pontjait ennek
soran részekre bontjuk: egy elemi izoldlt pontok, két elemit pdrok, és legalabb
harom pontbdl all6 ciklusok halmazéra. Egy A =< ay,as,...,a, > ciklikusra
annak kell teljesiilnie, hogy minden pontja jobban kedveli a kérben elétte allo
szomszédjat, mint az utdna kovetkezot, tehat a;—1 <4, @iy1 V i-re modulo r.
A pérokat és a ciklusokat alkotd éleket rész-éleknek nevezziik. Egy II particié
akkor lesz stabil, ha a rész-élek dominaljak a grafban szerepl6 Gsszes élt.

Tan ezt igynevezett superior és inferior élek segitségével fogalmazta meg. Az
inferior élek egy pont szemszogébol 1ényegében a pontban rész-él altal dominalt
éleket jelolik, mig az superior élek azokat, akik nincsenek dominélva. Pontosab-
ban:
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1. izolalt pont esetén minden bel6le kiindul6 él superior él.

2. parban 1év6 pontra a parjandal jobb pontokhoz superior, a parjanél rosz-
szabbakhoz pedig inferior él megy.

3. Egy ciklus esetén a; szemszogébol superior élek futnak az a;_; pontnal
kedveltebb pontokhoz, inferior élek az a;_1-nél rosszabb élekhez.

Ebben a megfogalmazédsban a stabilitas feltétele az, hogy ha egy él superior
él az egyik végpontja szerint, akkor a masik végpontja szerint inferior él kell,
hogy legyen.

Lassunk egy példat stabil particiéra graf esetén:

Példa 4. A példdban szerepld hat személy preferencidja a kovetkez6:

Személy Preferencia lista

1 3,6,5,4]
2 [6,4]

3 (5,4, 1]

4 [6,1,3,5,2]
5 [4,3,1,6]
6 1,5,4,2]

Abra 3: Stabil particié: <2 >,< 1,6 >,< 3,4,5 >

Azonnal adddik, hogy ha a stabil particié csak parokbdl all, akkor ezek az
élek a graf egy teljes stabil parositasat adjak, és ez megforditva is igaz. Tovabba,
ha a stabil particié nem tartalmaz paratlan részeket — tehat kizarélag parokat
és paros hosszu ciklusokat — akkor a paros hosszu ciklusok minden mésodik él1ét
kivéve, a maradék parok szintén egy teljes stabil parositasdt adjak a grafnak.
Gondot tehat csak a paratlan részek jelenthetnek.
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Tétel 2.11. Ha egy adott grifra és preferencia-listdkra létezik olyan stabil parti-
cio, amely tartalmaz pdratlan részeket, akkor nem létezik teljes stabil pdrositds
a grdfban.

Bizonyitds. Tegytlik fel, hogy mégis 1étezik egy M teljes stabil parositas, annak
ellenére, hogy II stabil particié tartalmaz paratlan részt. Nevezziik el Sp-nek
a pontok azon halmazat, akiknek az M-beli parjukhoz II-ben superior él vezet.
Hasonléképpen definidljuk az Iy ponthalmazt is.

Sn

Abra 4: St és It ponthalmazok M szerint nézve

Ha az M-beli parokat nézziik, akkor nyilvanvald, hogy egy part alkoté két
pont koziil legfeljebb csak az egyik lehet Sp-beli, mert kiilonben sériilne a
particié stabilitésa. Igy az M-beli parokra dsszegezve: |St| < |[In|
Masrészt, ha a II particié szerint szamolunk, akkor a részeire igazak a kovetkezo
allitasok:

1. Egy v izolalt pont csak Sy-beli lehet. Bel6le ugyanis csak superior élek
indultak ki.

2. Egy < u,v > par mindkét eleme nem lehet Ip-beli. Mert, ha a II-beli par
mindkét vége kolesonosen jobban tetszene egymasnak, mint az M-beli
parja, akkor ezzel sériilne M stabilitasa.

3. Egy ciklus két egymas koveto eleme, a; és a;41 koziil nem lehet mindkett6
Ir-beli. Ez hasonléan az el6z6ekhez ellentmondana M stabilitasaval, mert
az (a;, aiy1) rész-él mindkét pont részérél domindlng az M-beli parjukat.

Ebbél kovetezik, hogy ha A egy paratlan rész a II particiéban, akkor
|[ANSn| > |AN I

ha paros, akkor
|[ANSn| > |AN I
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M M
1
In /{
(1))
M
Abra 5: St és I ponthalmazok II szerint nézve
Tehét 0sszegezve minden A; részre:
1Sl =Y AN Sul > |A; N In| = |In|
Ellentmondasra jutottunk. O

A kovetkezé tétel szerint igaz a fenti tétel megforditasa is. Ha nem létezik
teljes stabil parositds, akkor a stabil particiéban egyértelmiien megtalaljuk a
nemkivanatos paratlan részeket.

Tétel 2.12. Minden adott grafra és preferencia-listikra létezik legaldbb egy sta-
bil particio, és minden stabil particio pontosan ugyanazokat a pdratlan részeket
tartalmazza.

Megjegyzés 2.13. Ez az egyértelmiiségi tétel altalanositja a paros grafok
esetében tett 1.3 Megjegyzést. Nevezetesen, nem csak a paratlan ciklusok,
hanem az izoldlt pontok is egyértelmiiek, tehat minden stabil particiéban ugyana-
zok a pontok taldlnak part maguknak.

Tan bizonyitasaban Irving algoritmusanak moédositasaval, konstruktiv titon
jut el a keresett stabil particidhoz. Hasonléképpen két fazisban torli ki az éleket,
és egyrészt ligyel arra, hogy legaldbb egy stabil particié megmaradjon (1j ne
keletkezzen), és a pératlan részek el legyenek kiilonitve. A bizonyitdsnak csak
néhany alapgondolatat irom le az alabbiakban.

Bizonyitandé, hogy pontosan akkor talalunk ré egy paratlan hosszu ciklusra,
ha a 2. fazisban egy rotacio torlése soran az egyik pont két elemii listdja tiressé
vélik; ekkor a torolt R(A|B) rotdcicban A = B. Ha ez nem kovetkezik be, akkor
két eset lehetséges. Lehet, hogy a rotéacié kiillo koziil senki sem szerepelt stabil
particiéban, ekkor nyugodtan tordlhetjiik oket. Ha viszont egy él is része egy
stabil particidnak, akkor az osszes kiill§ rész-él lesz, és AN B = (). Ebben az
esetben vagy ciklikusan helyettesithet6 parokat hagyunk el, ahogy Irving tette,
vagy egy paros hosszu ciklus minden méasodik élét.

Tan algoritmusa akkor fejez6dik be, ha az dgynevezett aktiv listak elfogynak.
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Egy lista inaktivud valik, ha egy rotéacié torlése soran az elébb leirtak szerint
része volt egy paratlan ciklusnak, vagy ha egyéb éltorlések soran kiiiriilt a listdja
— ekkor izoldlt lesz a pont —, illetve ha egy elem marad a listajaban, ekkor egy
par eleme lesz a stabil particioban.

A bizonyitds azért nem ismertetem részleteiben, mert egyrészt nagyon ha-
sonlo Irving algoritmusanak bizonyitasdhoz, — hiszen a gondolatmenet az 6 algo-
ritmusan alapszik — mésrészt pedig Tan altal megadott pontos karakterizaciéhoz
a kovetkezdkben el fogunk jutni a Tan-Hsueh algoritmussal, és Scarf lemméjan
keresztiil is. Annak viszont, hogy mégis megemlitettem 1étét az az oka, hogy
ennek az algoritmusnak a kibovitésével taldn épp 1gy el lehet jutni a sta-
bil b-particié megoldasdhoz, mint ahogy az Irving algoritmus kiterjesztésével
nemrégiben eljutottak a b-parositas graf alapi megolddsdhoz (ldsd Cechlarovéd
és Fleiner [3]). Ez pedig hatékonysdgdban megel6zheti az dltalam javasolt,— a
kés6bbiekben részletezésre keriilo — Tan-Hsueh algoritmus kiterjesztésével kapott
valtozatot.

2.1.3 Tan-Hsueh algoritmus

Az alfejezetben Tan-Hsueh [13] cikkét foglalom 6ssze. A bizonyitds gondo-
latmenetén nem valtoztattam, csak kis tomoritést végeztem el rajta. A 2.12
Tétel bizonyitasaban egy sajat otlet is szerepel.

Legyen adva egy n pontu G grif és a pontok preferencia-listdi. Célunk
egy stabil particié megtaldldsa a gréfban. A Tan-Hsueh algoritmus dinamiku-
san dolgozik, tehat a pontokat egyenként hozzdadva n lépésben keresi meg a
stabil particiét. Az algoritmus bizonyitdsa soran pontok “letakarasaval” és
“hozzavételével”, vagyis a pontbdl kiindulé élek és a listdkban szereplo elemek
torlésével illetve hozzdadasaval atmenetileg stabil particiékon keresztiil jutunk
el a megoldashoz. Fzt a miveletet jeloljilk G graf és v pont esetén G — v illetve
G + v médon. Ha II egy stabil particié volt a G grafban, akkor jeloljiik II,-vel
a stabil particiét G — v részgrafon.

Tegyiink fel tehat, hogy k pont esetén G* részgrafra mar taldltunk egy sta-
bil particiét, IT¥-t, és a kivetkezékben azt fogjuk megmutatni, hogy egy pontot
hozzavéve a k+1 pontd GFT1 = G* + vy, grifra az algoritmus taldl egy méasik
IIF+1 stabil particiét. Az algoritmus k + 1. 1épése tehat a kovetkezd eredményt
hozza:

Input: G* graf II* stabil particiéval — ahol minden ciklus péaratlan — és vy
pont adott preferencidkkal.
Output: IT**! stabil particié G¥*1 grafon, melyben minden ciklus paratlan.

Az algoritmus k+1-edik 1épése gy kezdédik, hogy az 1ij pont, — aki aktudlisan

kimarad a stabil particiébdl, ezért nevezziik el act := vi1-nek — ajanlatot tesz
mindenkinek sorban a preferencia-listaja szerint. Milyen esetek lehetségesek?
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1. Ha mindenki visszautasitja, akkor act izolalt pontként hozzavehetd az ere-
deti particiéhoz, vagyis [I¥*! = II¥ U {< act >} stabil partici6 lesz. Az
act pontbdl kiinduld superior élekkel szemben csupa inferior él all.

2. Ha van olyan pont, aki elfogadja act ajanlatat, akkor a legelsé koziiliik
legyen x. Aszerint, hogy = pont milyen részben volt a IT* particiéban a
kovetkez6 esetek lehetségesek:

(a) izolalt pont volt: < z >€ II*. Ebben az esetben act az z-el part
alkotva lesz része az 1j stabil particiénak:

! =10%\ {< z >} U {< act,z >}

Mivel csak x pont néhany superior éle valtozott inferiorrd, ezért a
stabilitas igazolt.

(b) része volt egy A =< ai,as,...,a2m,x >€ II paratlan ciklusnak.
Ekkor act az x-el ismét part alkot, és a ciklus maradék része értelem-
szertien parokba rendez6dik, éppen tgy, ahogy azt a paros ciklus
parokra osztdsakor lattuk, vagyis:

e+t =11+ \AU{<act,z >, < ay,az >,...,< Gam—1,a2m >}

Az eredeti grafban most sem keletkezik Gj superior él.

(c) parban volt: < z,y >€ II*. Ekkor act elcsébitja x-et, és y egyediil
marad. Ebben az esetben

H’; =1\ {< z,y >} U{< act,z >}
stabil particié a GF+! — y grafon.

Az algoritmus a fentiekbdl adédik. Az algoritmus egy 1épése csak abban
az esetben nem ér véget rogton, ha az 4j pont ajanlatat egy parban 1év6 pont
fogadja el els6ként. Ekkor viszont az egyedill maradt pont, esetiinkben y lesz a
parkeresé, vagyis act := y. Ezen az uton folytatva az algoritmust, ismételten sta-
bil particiéhoz jutunk akkor, ha vagy senki sem fogadja el az act pont ajanlatat,
vagy az elfogadd pont egy paratlan részbe tartozott.

Az egyetlen eset, amit végig kell nézni az, ha ismétlédés folytan mindig
parban 1évé pontok fogadjék el az ajanlatot. A kovetkezékben azt fogjuk
belatni, hogy ekkor az ismétl6dé pontokbdl egy paratlan ciklust tudunk elkiiloni-
teni. A tovdbbiakban legyen G := G**!, és a keresett partici, IT := ITF+1.

Definicié 2.14. Adott egy II = Il stabil particié G — ap grafon. Ekkor a pon-
tok egy «g, 01, a1, B2, 2, ..., Ok, ai sorozatat alterndlo sorozatnak nevezzilk,
amennyiben G — «;-hez tartozé stabil particiék II; sorozatara i = 1,2,...,k
teljestil, hogy

i =11 — {< Bit1, dip1 >U{< a4, Bigy1 >}
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Abra 6: Alternals sorozat

Alterndl6 sorozat pontosan gy jon létre az algoritmus sordn, hogy az i-
edik lépésben az ajanlatot elfogado els6 pont, 8; egy par része volt I1;_; stabil
particiéban, és ezért az elhagyott parja, a; lesz a kovetkezd ajanlattevé pont.
Az alterndlé sorozat egy trividlisan beldthaté tulajdonsagat rogton szogezziink
le:

Allitas 2.15. Minden ag, 81,01, ..., Bk, ap alterndlé sorozatra és a hozzd tar-
tozo Iy, 114, ..., I stabil particiokra igaz, hogy

1. a;-nek rosszabb partnere lesz I1;1-ben, mint I1;_1-ben volt, vagyis ekkor
51 <oy ﬂi+1 Y i-re.

2. Bi-nek jobb partnere lesz 11;-ben, mint 1I,_1-ben volt, vagyis a;—1 <g, ®;
Y i-re.

Egy pont helyzete tobbszor javulhat, illetve romolhat, tehédt 1étezhet ¢ #£ j,
hogy a; = a; vagy B; = [(;. Azonban a listdk, és a pontok szdma véges,
ezért nem fordulhat el6, hogy minden pont helyzete vagy csak javuljon, vagy
csak romoljon, tehat a véget nem érd alterndlé sorozatban léteznie kell ¢ # j
sorszamnak, melyre o; = ;. Az ilyen alterndl6 sorozatot nevezziik visszatérd
sorozatnak.

Alternalé sorozat esetén a tovabbiakban mindig az elsé visszatérésnél a; =
Bj-nél kezdjiik el a vizsgalodast, ahol feltessziik, hogy i < j. A sorozat elejétdl
eltekintiink, tehat ap := «; lesz a visszatér6 sorozat elsé eleme, és egyben ezen
visszatérd elemek kozt az utolsé eléfordulds, vagyis ap # 5; Vk =i+1,...,5—1.
Masik fontos megjegyzés, hogy az i < j feltételezéssel azért élhettiink, mert ha
létezik i > j, hogy a; = B; legels6 visszatérés, akkor aj_1 = B; is teljesiil.
Ugyanis 3; a j. lépésben «j;_i-nek lett parja, igy amikor az i 4 1. 1épésben
visszatér az a-k kozott, akkor ez azt jelenti, hogy 6t az addigi parja, §; hagyta
el. Mindezek kovetkezménye az alabbi allités:

Allitas 2.16. Legyen g, b1, 01, . - ., Bk, O, Brt1 0z elsd visszatérd sorozat, ahol
g 1= Brt1 €s oy # B ¥V i < j-re. Ekkor oy # B; minden i-re és j-re, tehdt a
visszatérd sorozat minden eleme kilonbozd.
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A kovetkezd tétel mar tartalmazza mindazt, amire az algoritmus helyes
miikodésének igazolasahoz sziikségiink van. Bizonyitdsdhoz viszont még tébb
allitast be kell latnunk.

Tétel 2.17. Legyen g, b1, a1, - ., Bk, ok egy alterndld sorozat, ahol a Byy1-nél
visszatérés van. Ekkor az alterndld sorozat kiterjeszthetd gy, hogy SBrtm+1-
nél a sorozat visszatér ay-hoz €s ezen mdsodik visszatérd sorozatra a két aldbbi
allitas s igaz:

1. ap, Brt1, Qkt1s - - - Bktms Qktm 2m + 1 darab kilonbozd pont.

2. A =< Qkim, Brtm, Cktm—1sBktm—1,- -+, ¥kt1, Bkr1, @k > €qy pdratlan
ciklust alkot, vagyis T =TI\ {< Bi,o; > li=k+1...k+m}U{A} stabil
particié az egész G grifra.

Vizsgaljuk meg, hogyan jon létre az alternalé sorozat, és mi torténik az
elsé visszatérés utdn! Mig 11y stabil particiétdl eljutunk Il stabil particidig,
addig az a; pontok helyzete folyamatosan romlik, és a 3; pontok helyzete pedig
mindig javul. Ezt Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy «; pontok helyzete 1Iy-ban,
B; pontok helyzete pedig II;11-ban volt a legjobb az elsé visszatérésig.

Allitas 2.18. Legyen g, B1, 01, . . ., Bk, 0k, Prt+1 visszatérd sorozat (g = Ory1)
és g, Iy, ..., U, g1 a hozzd tartozo stabil particiok. Ekkor

1. Apy1 = ,@1 tovdabbd
2. Br+2 = ay; valamely 1 < i < k-ra.
Bizonyitds.

1. Mivel egy visszatéro sorozatban ag egyik oldalon sem jelenik meg tjra,
csak [Biy1-ben, ez azt jelenti, hogy az 1. lépésben szerzett parja (1)
mindvégig a parja is marad, ezért a k + 1. lépésben oy = Br41 Ot hagyja
el, igy axi1 = fBi.

2. Az 1. 1épésben 3, elhagyta ai-et, akinek a tovabbiakban a helyzete csak
romolhatott, ezért amikor (1 (= agy1) ismét part keres magdnak a k + 2.
lépésben, akkor a; biztosan azok kozott lesz, akik szivesen parba lépnének
vele. De vajon taldlhat-e jobb pért magénak 51(= ax41)? Ha igen, akkor
csak azon pontok koziil, akiknek helyzete I1p-hoz képest romlott, tehat az
-k koziil valamely 1 < ¢ < k-ra, mert méas esetben sériilne Ily particié
stabilitasa. O

A fenti allitdsbdl két dolgot is kiolvashatunk. Egyrészt megéllapithatjuk,
hogy 51(= ag+1) helyzete nem lett rosszabb, mint amilyen eredetileg IIp-ban
volt, hiszen legrosszabb esetben akkori parjat, ai-et kapta Ujra meg parnak; és
persze k1 = «; jol jart a cserével. Maésrészt konstatdlhatjuk, hogy a k + 2.
lépésben a; = (k41 miatt egy Gjabb, az el6z6nél biztosan nem hosszabb vis-
szatérd sorozathoz jutottunk. Ezen gondolatok alapjan kiterjesztéssel igazol-
hatjuk az alabbiakat:
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Ko6vetkezmény 2.19. Minden alternald sorozatra teljesiil, hogy az elsé vis-
szatérés utan

1. minden lépésben visszatér a sorozat, ezért nem fejez6dik be soha. Uj
elemek nem keriilhetnek be, és a visszatérések tavolsaga sem no.

2. Egyik pontnak sem lesz mér anndl rosszabb partnere, mint amilyen az els6
ciklusban volt a szdmdra legrosszabb par. (a;-k esetén §;11-ek, mig 5;-k
esetében ay-k koziil keriil ki ez a legrosszabb pér)

Allitas 2.20. Semelyik B; és B, ahol 1 <1i,j < k, nem lehet pdrban egymdssal
az algoritmus sordn.

Bizonyitds. Az elsé visszatérésig semmiképpen nem lehettek parok, tovabba az
is igaz, hogy a visszatérés utan nem kaphattak rosszabb partnert, mint a Ily-
beli parjukat: a;-t és aj-t. Tehat ha kés6bb mégis parba keriilnének, akkor ez
azt jelentené, hogy kolesonosen jobban kedvelik egymést, mint I1p-beli parjukat,
ami viszont ellentmond Il particié stabilitdsanak. O

Bizonyitds. (Tétel 2.17)

1. Lassuk el6szor azt be, hogy az elsé visszatérés utan ap-tél kezdédoen is
indul visszatérd sorozat. Tegyiik fel az ellenkezdjét, és legyenek s < k < t
azon k-hoz legkozelebb all6 indexek, melyekre az as-bdél indulé sorozat
visszatér B4-ba, és az a;-bdl indulé pedig (B, 1-be, mig ay-nak nincs vissza-
térése. Ekkor, a 2.18 Allitds els6 részébl kovetkezik, hogy 0g = Bet1
tovdbba az is, hogy oy, — mivel §; mar biztosan visszatérés volt, — meg-
egyezik egy Bj-vel, ahol 1 < j < k. Tehdt mind a, mind pedig By+1
szerepelt mar az els6 visszatérést megel6zéen a -k kozt. Az, hogy ennek
ellenére parok a Il,; stabil particiéban, ellentmond az el6z6 4llitdsnak.

Az pedig, hogy az elsé visszatérést kovetéen minden pontbdl indul és min-
den pontba érkezik visszatérd sorozat, és ezek hossza nem no, pontosan azt
jelenti, hogy az ay-tdl induld visszatéro sorozat mar ciklikusan ismétlodik
a folytatdsban és az egy ciklusban 1év6 elemek kiilénbozoek.

2. Ahhoz, hogy beldssuk, hogy IT = I \{< B;, o > |i = k+1...k+m}U{A}
stabil particid, A =< agrm, Brtm> Uhtm—1, Bktm—15- -+ V1, Bet1, g >
paratlan ciklus, azt kell igazolnunk, hogy ebben a particiéban nem all két
superior él egymassal szemben.

Tegyiik fel az ellenkezéjét: létezik olyan x pont, amely a ciklus egyik
pontjaval, példaul ag-val egymdas irdnyaban kolcsondsen superior élek.
Elészor azt 14tjuk be, hogy x nem lehet a cikluson kiviili elem. (ag,x)
¢l superior volta II-ben pontosan azt jelenti, hogy x <., Br+1. Ez viszont
fennall példaul Ilj,q particiéra is, ahol ay a Br41 parja, vagyis Ipiq
particié sem stabil. Ezek utan mar csak azt a két esetet kell megnézni, ha
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x = oy vagy = = (3; valamely ciklusbeli elemre.

Ha z = 3; volna, akkor tekintsiik IT, 1 particiét. Ebben (o, Bk+1), illetve
(o, B;) pér minden k + 2 < i < k + m-re. Ekkor (g, Sk+1) superior él
II-ben pontosan akkor, ha superior I11-ben is. Ez viszont az jelenti, hogy
(Bk+1, ) inferior él II;-ben, ami pontosan akkor &ll fent, ha inferior II-
ben is. Ez ellentmondas.

Ha x = «; volna, akkor tekintsiik Iy ,,+1 particiét. Ebben (a;, 8;41) par
minden k& < i < k + m-re. Ekkor (ay,cq;) superior él II-ben pontosan
akkor, ha superior Il q,,4+1-ben is. Ez viszont az jelenti, hogy (a,ay)
inferior él ITgy,,41-ben, ami pontosan akkor &ll fent, ha inferior II-ben is.
Ez ismét ellentmonddshoz vezet. O

Az algoritmus miikodése ezek utdn mar érthet6: a kérdéses esetben az
alterndlé sorozat elsé visszatérése utdni ciklus beillesztheté az addigi stabil
particiéba.

Az algoritmus futésideje egy 1épésre O(n?), ezért a teljes lépésszam O(n?).

Allitas 2.21. Eqgy grdf, amelynek stabil particidja k darab pdratlan részt tartal-
maz, pontosan k darab pont elvételével, vagy hozzdaddsdval olyan grdffd alakithatd,
amelynek létezik teljes stabil pdrositdsa.

Bizonyitds. Az elv egyszerii: toroljik, vagy semlegesitsiik minden paratlan rész
egy pontjat. Ez utébbi esetben a hozzdadott pontok, a semlegesitendd pontokkal
kolesonosen egymas preferencia-listai elsé helyén szerepeljenek. O

A 2.21 Allitds és a 2.11 Tétel segitségével két 1épésben igazolhatjuk Tan
egyértelmiiségi tételét, a 2.12 Tételt. Az els6 1épés Tan bizonyitasdnak médositasa,
mig a masodik 1épés bizonyitasa sajat gondolat.

Allitas 2.22. Eqgy grdf stabil particiciban a pdratlan részek szdma megegyezik.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy 1étezik két olyan particié, IT; és Ils, ahol a paratlan
részek szama kiillonboz6 k1 < ko. Adjunk hozzd a grafhoz k; darab pontot
ugy, hogy ezek II; mindegyik paratlan részébdl egyenként pontosan egy ponttal
legyenek Osszekotve és az 1j pontok a paratlan ciklusbeli pontok preferencia-
listdi élén legyenek. Ezekkel a ponthozzdvételekkel a Tan-Hsueh algoritmus
szerint az elsd esetben mindegyik paratlan rész felbomlik és a kapott IT] stabil
particié méar nem fog paratlan részt tartalmazni a kibévitett grafon. Masrészrol
viszont a Il stabil particiébdl kapott I, tartalmaz legaldbb ko — ki darab
paratlan részt, ugyanis egy pont hozzaaddsaval legfeljebb eggyel véltoztozik
meg a paratlan részek szama. Ez ellentmond a 2.11 Tételnek. O

Bizonyitds. (Tétel 2.12) Tegyiik fel, hogy egy grafnak két olyan stabil particiéja
létezik I1; és I, ahol a paratlan részek szama megegyezik, de nem esnek egybe
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az Gket alkoto izoldlt pontok és ciklusok. A lehetséges eseteket ponthozzdadédssal
fogjuk visszavezetni az el6zé allitasra.

Ha v izolalt pont II;-ben, de Ils-ben nem az, akkor vegyiik hozzd egy x
pontot a grafhoz gy, hogy az egyediili 4j él, (v, x) csak II1-ben legyen blokkold,
vagyis u <, = az (u,v) Ia-beli rész-élre. Ekkor IT] =111 \ {< v >} U{< v,z >}
és I, = II, U {< x >} 1j stabil particidkra az utébbiban kettével tobb paratlan
rész van.

Tegyiik fel, hogy a két stabil particiéban létezik egy-egy olyan péaratlan
hosszu ciklus A és B, amely nem esik egybe, de metszi egymést. Ekkor talalha-
tunk olyan v pontot a grafban, hogy v = a; € A és v = b; € B, tovabba
ai+1 # bjy1. Ha gy vessziik hozzd az x pontot és (v,z) élet a gréfhoz,
hogy bit1 <u <y ajy1, akkor (v, z) él megint csak az egyik particiéban lesz
blokkold, tehat csak az egyik ciklus lesz semlegesitve. gy IT} = II; \ {A} U {<
A, T >, < 01,02 >, 0., < A2, Qi1 >, < Gig1,0542 >y ooy < A2y, G2m4-1 >} és

5 =TI, U{< x >} 14j stabil particiék ismét kiilonb6z6 szdmu paratlan részt
tartalmaznak.

Az utolsé lehetéségként azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor van olyan
A € I1; ciklus, melynek elemei mind péar-beli elemek IIs-ben. Mivel az A ciklus
paratlan hosszu, ezért van olyan v = a; € A pontja, melyre < u,v >€ Iy és
(u,v) nem rész-él II;-ben. Ha (v,u) superior él II;-ben, akkor a hozzdvett x
pontot ismét beilleszthetjik tgy v preferencia-sorrendjébe, hogy csak a ciklust
semlegesitje. Ugyanis u <, z <, a;41 esetben II} = I} \ {4} U{< a;,z >
, <L Q1,02 >, .00, < Q—2,0i—1 >, < Gjp1, 042 >, ..., < A2m, G2m4-1 >} és /2 =
IT;U{< = >} 4ll fent. Amennyiben (v, u) inferior él IT;-ben, akkor < a;41,w >€
IIo-re nem lehet, hogy w = a;12 és az sem, hogy (a;t+1,w) II;-ben inferior él
legyen, mert mindkét esetben (a;, a;11) él blokkolna IIs-ben. Ha pedig (a;4+1,w)
superior él II;1-ben, akkor az el6z6ek szerint jutunk ellentmondéshoz. O

A kovetkezo alfejezetben a Scarf-lemma segitségével, masik 1iton is eljutunk
a 2.12 Tétel igazolasahoz.

2.2 A Scarf-lemma

A fejezet soran el6szor ismertetem a Scarf-lemmat, és jelentését a stabil parositas
teriiletén. Bemutatom, hogy hogyan lehet grafok esetén a stabil particié karak-
terizdlasat megvaldsitani a lemma alapjan, végiil részletesen leirom a hozzé tar-
tozo6 algoritmikus implementaciot.

A fejezet Scarf [11] eredeti cikkén, tovabbd Aharoni és Fleiner [1] és [6]
cikkein alapszik.

23



2.2.1 Karakteritacié a Scarf lemmaval

Scarf lemmajat egy jatékelméleti probléma motivalta. Adva van n jatékos,
akik bizonyos Osszetételekben koalicidt alkothatnak egyméssal. Ha egy koaliciés
kiosztas utdn mar nem létezik olyan 1j koalicid, amelyben minden szerepl6 ked-
vez6bb helyzetben érezné magat, mint a jelenlegi koalicidjaban (tehat, ha nincs
blokkolé koalicid), akkor a kiosztds stabil. Kérdés, hogy létezik-e ilyen kiosztés.

Scarf feladatdban lényegében a stabil tort-parositas keresésének problémajat
vizsgalta hipergrafok korében, amibol egyszeriien lehet kovetkeztetni a grafok
esetére is. Scarf lemmajanak fontossdgat a stabil parositdsok elméletében csak
az utébbi idékben ismerték fel (1dsd: Aharoni és Fleiner [1]). A vélasz pedig az
a feltett kérdésre, hogy ha megengedjiik, hogy a jatékosok tobb koaliciéban is
benne legyenek, és a koalicidk nem csak egység stullyal, hanem barmilyen rész-
stullyal is mitkédhetnek, vagyis ha az emberek az idejliket tetszéleges oszthatjak
el az egyes koaliciékra, akkor mindig létezik megoldasa a feladatnak. Masképpen
fogalmazva stabil tort-parositast mindig tudunk talalni a hipergrafban.

Természetesen Scarf lemmajabdl visszakovetkeztetni lehet a grafok esetére,
ahol — mint mar Tan bizonyitasdban lattuk — nem mindig létezik egész megoldédsa
a feladatnak. Fél-egész megoldasa azonban mindig van, vagyis stabil particiot
minden graf esetén lehet taldlni. A fenti gondolatmenet igazolasdhoz min-
denekel6tt sziikségilink van arra, hogy a stabil particiét az élek nyelvén is definidl-
juk.

Definicié 2.23. Legyen adva egy G = (V, E) graf és a pontok preferencidi.
Ekkor S C F élhalmaz stabil particié a grafban, ha teljesiti az aldbbi harom
feltételt:

1. S minden komponense kér vagy diszjunkt él.

2. Minden kor komponense S-nek preferencia-ciklus, tehat minden egymaést
kovetd élre és a rajta fekvd pontokra teljesiil, hogy vi—1 <y, < k41, ahol
ex—1 = (Vg—1,vk) és ex = (Vg Vg+1).

3. Minden e € E\S élre létezzen olyan S élhalmaz dltal fedett v pont, amelyre
e <, s minden s € S élre, amely fedi v pontot. (Ez masként megfogal-
mazva azt jelenti, hogy minden él, amely nem része a stabil particiénak
domindlva van legaldbb az egyik végpontjdban S-beli élekkel.)

Tétel 2.24. (Scarf-lemma) Legyen n < m pozitiv egész, és b egy vektor R’} -ben.
Tovdbbd legyen B = (b; ;) és C = (c;;) két n x m-es mdtriz, amely az aldbbi
feltételeket teljesiti:

1. B mdtrizx elsé n oszlopa, legyen az n X n-es eqységmdatriz.

2. Az {x € R} : Bx = b} halmaz legyen korldtos és nem fires.
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3. Végiil legyen c;; < ¢; ) < ¢;j minden i € [n] és k € [m]\ [n]-re.

Ekkor létezik egy nemnegativ x € R} vektor, amelyre Bx = b €s az x tartdjdhoz,
supp(z)-hez tartozé oszlopok C-ben egy domindld halmazt alkotnak, tehdt min-
den i € [m] oszlopra létezik egy k € [n] sor C-ben, amelyre cy; < cx,; minden
J € supp(z)-re.

Scarf a lemmat gy bizonyitotta, hogy mutatott egy elemi linearis algebrai
algoritmust, amely minden esetben — bar nem feltétleniil polinomialis id6 alatt —
eljut a megoldashoz. Ezt az algoritmust a kés6bbiekben ismertetem. Aharoni és
Fleiner megmutatta, hogy a lemma egy &ltaldnosabb fixponttétellel rokon (lasd
Fleiner [6]).

Definicié 2.25. Legyen w egy fliggvény, amely nem-negativ silyokat rendel
egy H hipergraf éleihez, melynek adva van preferencidja. Ekkor w fiiggvényt
tort-pdrositdsnak nevezziik, ha

Zveh w(h) <1 (1)

minden v pontra, tovabba stabil tort-pdrositisnak, hogy ha minden e él tartal-
maz egy olyan v pontot, amelyre

Zveh,hgve U)(h) =1 (2)

tehat minden él vagy telitett, vagy domindlva van az egyik csicspontjaban.

Tétel 2.26. Minden hipergrdf esetén, ahol adott a pontok élekre vonatkoztatott
preferencidja, létezik stabil tort-pdrositds.

Bizonyitds. Legyen H = (V, E) hipergraf, adott preferencia-listdkkal. Legyen
B a H illeszkedési matrixa, kib6vitve bal oldalrél egy egységmatrixszal. Legyen
C’ olyan n X m-s matrix, amelyik kielégiti a kovetkez& két feltételt:

L. ¢, . <c,;amennyibenv €eNfése <, f.
2. ¢, ; < ¢, amennyiben v € f \ e.

C’ métrixot egészitsiik ki balrdl egy négyzetes méatrixszal, tigy, hogy a diagonél
elemei minim4lisak, a tobbi pedig nagyobb legyen C’ elemeinél. Vagyis az igy
kapott C' matrix teljesitse a lemma feltételeit. A b pedig legyen csupa 1 vektor.
Jeloljik z-el a keresett n + m hosszi vektort, és x’-vel x megszoritdsit az F
élhalmazra. Az, hogy x’ tort-parositds rogton kovetkezik a Bx = 1 linedris
feltételbOl. A stabilitds igazolasdhoz vegyiik a hipergréf egy tetszoleges e elemét.
A lemma allitésa szerint ekkor létezik olyan v pont, amelyre ¢, . > ¢,,; minden
J € supp(z)-re. Miutdn ¢y, < Cy.e, €zért biztos, hogy v ¢ supp(r). A Bxr =1
feltételbdl viszont kovetkezik, hogy vagy maga az e él dltal, vagy méas supp(x)-
beli él(ek) dltal van fedve a v pont, akik viszont a Scarf-lemma teljesiilése miatt
dominaljék az e élt. O
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Gréfok esetén a Tan dltal megkonstrudlt stabil particié trividlisan megoldédsa
a Scarf lemmanak. Ekkor a péar-beli élek egy sillyal, a ciklus-beli élek pedig fél
sillyal szerepelnek az x megolddsban. Az &llitds azonban megforditva is igaz,
ami azt jelenti, hogy Tan karakterizacidjanak egy altarnativ bizonyitasat adja.

Tétel 2.27. Grdfok esetén a Scarf lemma megolddsdnak tartdja, supp(x) stabil
particiot ad a grdfban.

Bizonyitds. Legyen egy adott G graf, és a hozza tartozé preferencidra x egy
stabil tort-parositds, és S ennek tartéja: S = supp(z). Azt szeretnénk beldtni,
hogy S stabil particié a grafban.

Az x tOrt-pédrositas stabilitdsa révén irdnyitsunk meg minden élet abba a
végpontjiba, amelyben az él dominélva van, tehdt amelyre (2) feltétel teljesiil.
Legyen D az eredményiil kapott irdnyitott graf. Ha e él tort-él (0 < w(e) < 1),
a stabil tort-parositdsban, és € a v pontba mutat, akkor kell, hogy legyen a v
pontban egy masik f tort-él (1) miatt, amelynek megfeleld f (2) miatt, nem
mutathat szintén v-be. Ebbé&l adddik, hogy a D-beli €| f, ... élek irdnyitott
koroket adnak. A korokben két egymdst kovetd él sulydnak Osszege 1, ezért
paratlan korok esetén a tort-élek silya mindenképpen 1/2 (a stabil particiéban
ezek alkotjdk a pdratlan ciklusokat). Pdros korok esetén pedig valaszthaté dgy,
hogy mindegyik stlya 1/2 (paros hosszu ciklus), vagy minden mésodik él silya
1 (péros ciklus felbontdsa stabil pdrokra). A stabil partici6 3. feltétele azért
teljesiil S-re, mert, ha e € E \ S él irdnyitott parja € = wv, akkor az (1)
feltétel miatt e <, s minden s € S-re. Tehdt S = supp(z) egy stabil particié a
grafban. O

Megjegyzés 2.28. Mivel a fél-egész stabil tort-parositasok és a stabil particick
kozott természetes megfeleltetés 1étezik, ezért a 2.12 Tétel miatt a fél-egész stabil
tort-parositasok tort-élei altal alkotott paratlan korok a grafban egyértelmiien
helyezkednek el.

2.2.2 Stabil particié keresése Scarf-algoritmussal

input: Egy graf és a pontok preferencia-listai.
output: Egy stabil tort-parositds (stabil particié a grafon).
miikddés: STABIL és PIVOT lépések valtakozo hasznalata.

Az algoritmus elején bedllitjuk a C' matrixot, és a B métrix, b vektor kezdeti
értékeit. Ahhoz, hogy a program futdsa sorédn elkeriiljiik az ismétlédést, egyrészt
a C matrix sordban kell minden elemet kiilonbozore allitanunk, maésrészt a
csupa-1 b vektort kell megperturbalnunk, hogy a bézistraszforméciéknal ne
johessen létre degeneracié. Tehdt b(i1) = 1+ e(i), B = (I,,B’), vagyis az
n X n-es egységmatrix és a graf illeszkedési matrixa egymas mellé téve. A C
matrix pedig négyféle elembdl 41l 6ssze: a < f < v < §, ahol

1. a=C;, aholi=1,...,n (pl: «=0);
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2. B=0C;;, ahol j >n,B;; =1, (pl: C;; = pri(j —n), tehadt a j — n. pont
helye az i. pont preferencidjiban.);

3. y=0C5 , ahol j >n,B; ; =0, (pl: C;; =m+2n— j);
4. 6§ =C;, ahol j <n,i #j (pl: C;; =m+2n—j).

Kezdeti 4llapotban legyen a megoldds tartdja: supp(z) = {1,2,3,...,n}.
Ez kielégiti a Scarf-lemma stabil tort-parositdasra vonatkozo feltételei koziil az
egyiket: Bz = 1 (a tovdbbiakban bdzis-feltétel), viszont nem teljesiti a domindls
oszlopok feltételét (tovdbbiakban stabil-feltétel) vagyis, hogy a megolddsban
szereplé oszlopok mindegyike pontosan egy sorban domindl (i. oszlop esetén
jeloljiik ezt a sort ¢(i)-nek.)

A kezdeti kozos bazist jeloljiik kétféleképpen: BPy és BSy. Az algoritmus
miikdésének lényege, hogy a kezdeti helyzetébdl kiindulva a megoldas egyszer
a stabil-feltételt, egyszer a béazis-feltételt elégiti ki. A két bézis mindig csak egy
elemben kiilonbozik, és egyszer in. PIVOT 1épés egyszer pedig az in. STABIL
1épéssel érjiik el, hogy teljesiiljon az egyik illetve a masik feltétel. Az algorit-
musnak akkor lesz vége, ha egyszer a két bazis megegyezik.

0. 1épés:

A kiinduld helyzetbél a kezdeti 1épés specidlis: BSy := BSp \ {1} U t1, ahol
t1 = max{Cir,t ¢ supp(z)}. Tehdt az 1 pontot kivessziik a stabil bazisbdl
és helyette az elsé sor azon elemei koziil vélasztjuk ki a maximélisat, amely
nem szerepel a tartéban. fgy a stabil-feltétel mar teljesiilni fog, a bazis-feltétel
viszont nem. A két bazis kiillonbsége az 1. oszlop.

k. 1épés:

PIVOT 1épés: A t. oszlopot bevessziik a pivot-bazisba, és a bazistranszfor-
macié sordan a bazisbdl kies6é oszlop legyen a si. oszlop. Ez egyértelmiien
meghataroztott. fgy az 1j pivot-bézis, BPyy1 := BPy Uty \ si a megfelels
x megolddsvektorral mar kielégiti a bézis-feltételt. Ha s = 1, akkor a két bézis
megegyezik, az algoritmus véget ér, ha viszont s, # 1, akkor a stabil-feltétel
nem teljesiil, a két bazis kiillonbsége ismét egy oszlop.

STABIL 1épés: Az s oszlopot kivessziik a domindlé oszlopok koziil. Ebben
az esetben viszont a maradék n — 1 oszlop kozott lesz egy olyan j-edik oszlop,
amelyik két pontban is domindl. Az algoritmus STABIL 1épése szerint ekkor a
stabil bazishoz ugy vesziink hozza egy 1j m. oszlopot, hogy a j. oszlop megorizze
1j dominancidjat az si. sorban, viszont a régi soraban a dominanciat az m. osz-
lop vegye at gy, hogy a tobbi oszlop helyzete ne véaltozzon. Tehat m legyen az
az oszlop, ahol Uy, maximalis feltéve, hogy m ¢ BSk és Cyijy.m > Cq).j
minden j € BSj-ra. Ha a sorokban minden elem kiilonbo6zik, akkor a kivalasztas
egyértelmii. Vagyis q(m) := q(i) és ¢(i) := si az 4j dominancidk, és az 1 bézis
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tx+1 = m esetén, BSki1 := BSk \ sp Utrt1. Ha tiy1 = 1, akkor a két bézis
megegyezik és az algoritmus befejezOdik, ha nem, akkor a bézis-feltétel ismét
nem teljesiil.

Az algoritmus nem ismétlédik, mivel a perturbécié révén degenericié nem
léphet fel a PIVOT lépés soran, és a C' métrix egy sorban 1évé elemeinek
kiilonboz6sége a STABIL lépésben szintén biztositja az egyértelmiiséget, ezért
egyik 1épéshen sem juthatunk vissza egy korabbi bazisba. Az algoritmus tehat
véges idén beliil befejez6dik. A futdsidé elméletileg nem polinomidlis, de a
tapasztalat szerint stabil particié keresése esetén a lépések szama ritkan na-
gyobb, mint az élek szdma.*

A kezdeti feltételek bedllitasa utdn az algoritmus mar egyértelmiien jut el az
4j egyensulyi pontba. Ennek mélyebb magyardzatit egy fixponttétel adja (lasd
Aharoni és Fleiner [1]).

4A nagy méretii matrixok kezelése viszont mar nagyjabél 20 pont, és atlagos élstirtiség
mellett nem teszi lehetévé az algoritmus végigfuttatdsat egy atlagos szamitégépen MAPLE
programcsomag alatt.
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3 Stabil b-parositas nem paros grafon

Az alapprobléma két f6bb Kkiterjesztésének kozos része, ha altaldnos gréfon
keresiink stabil b-parositdst. A kérdéskor irodalma jelenleg még szegényesnek
mondhaté bar, mint latni fogjuk tobb egyszerii visszavezethetOségi lehetoség is
létezik. A dolgozatban hdrommal fogok részletesen foglalkozni. Elbszor a Scart-
lemma megfelel§ métrixokon torténd alkalmazasaval jutunk el a megoldashoz,
és egyben a feladat karakterizdciéjadhoz. Ezutan a graf alapi megoldédsok koziil
elészor Cechldrova és Fleiner [3] konstrukeién alapuld visszavezetését, majd a
Tan-Hsueh algoritmus kozvetlen kiterjesztését fogom bemutatni.

3.1 Scarf-lemma b-parositasra

Az alfejezetben elészor bemutatom, hogy a Scarf-lemma segitségével hogyan
oldhat6 meg a b-parositas problémaja grafok esetén, és miként karakterizalhato
ennek segitségével a megoldds. Majd megmutatom, hogy hogyan mitkodik
az algoritmus implementécidja a gyakorlatban. Végiil ismertetek egy mésik
altalanositasi lehetoséget, a stabil allokacié problémajat, amelyet szintén megold
a Scarf-lemma.

3.1.1 A b-péarositas karakterizaciéja

A bizonyitas gondolatmenete hasonlé lesz a b-parositas esetében: el6szor definial-
juk magat, a b-parositast hipergrafokra, majd a Scarf-lemmat alkalmazzuk jol
megvalasztott, kiterjesztett matrixokra, ezzel beldtjuk a stabil tort-b-pdrositds
létezését. Ezt kovetéen beldtjuk, hogy grafok esetén mindig talalhatunk fél-egész
stabil tort-b-parositdst is, amely megfelel a grafban egy stabil b-particionak.
Végiil ennek karakterizacidjara nézve tesziink — a Scarf-lemmabdl adédéan —
megéllapitdsokat. Ebben az alfejezetben f6ként Fleiner [5] cikkére tAmaszkodom.

Definicié 3.1. Egy preferencia-listakkal megadott hipergraf esetén definidlhat-
juk b: V(H) — N, vektort, amely a hipergraf minden pontjdhoz hozzéirendeli
annak kapacitasat. Az élek egy M halmazat b-pdrositisnak nevezzilk, ha a
hipergraf minden v pontjara

[{ei:e; € M,v € e;}| <bv) (3)
Egy f él az M b-parositas altal dominalva van egy v pontban, ha
Hei:ei € M,e; <, [} =0(v) (4)

tehat ha v kapacitasa telitve van M-ben f-nél kedvez6bb élekkel. Egy S, b-
parositast stabilnak neveziink, ha minden f € E(H) \ S domindlva van egy
csticspontjaban.

Amennyiben megengedjiik, hogy az élek nem csak 1 sillyal szerepelhetnek,
akkor tort-b-pdrositasrol beszélhetiink.
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Definicié 3.2. Legyen w egy fliggvény, amely nem-negativ sulyokat rendel
egy H hipergraf éleihez, vagyis w : F(H) — R* Ekkor w fliggvényt tort-b-
pdrositdsnak nevezziik, ha w(e) < 1 minden élre és

S wlh) <b() (5)

minden v pontra, tovabbé stabil tort-b-pdrositdisnak, hogy ha minden e él, ame-
lyre w(e) # 1, tartalmaz egy olyan v pontot, amelyre

Zveh#&e w(h) = b(v) (6)

tehat minden él vagy telitett, vagy domindlva van az egyik csiicspontjaban.

Tétel 3.3. Minden preferencidkkal adott hipergrdfra, és b pont-kapacitdsokra
létezik stabil tort-b-pdrositds.

Bizonyitds. A Scarf-lemmat fogjuk hasznalni csakigy, mint a 2.26 Tétel bi-
zonyitasaban. Legyen adva a B és C' (n+m)x (n+2m)-es métrix a kovetkezSkép-
pen:

I, 0 B
0 Im. Im.

B =

ahol B a hipergraf illeszkedési matrixa, amely kiegésziil egység és csupa-0 matrix-
okkal. A C maétrix jobb fels6 n x m-es részmétrixa, C’ legyen olyan, mint az
alapesetben:

L. ¢, . <c,;amennyibenv €eNfése <, f.
2. ¢, s <¢,,amennyiben v € f \ e.

C’ matrixot egészitsik ki el6szor alulrdl egy m x m-es métrixszal, melynek
diagondl elemei kisebbek, a tobbi eleme pedig nagyobb C’ métrix elemeinél.
Ezutdn balrdl tegylink mindehhez hozzd egy (n + m) x (n + m)-es négyzetes
matrixot, ugy, hogy a diagondl elemei az egész C-ben minimélisak, a tobbi elem
pedig maximadlis legyen. Az igy kapott C' matrix teljesiti a lemma feltételeit.
A b vektor els§ n eleme legyen b(v) minden v € V(G)-re, vagyis a pont ka-
pacitasa, és a maradék m elem pedig csupa 1. Lathatjuk, hogy a két matrix
els6 n oszlopa a pontok maradék-kapacitasat, mig az azt kévetd m oszlop az
élek maradék-kapacitdsat jelenti. A Bx = b egyenlet elsé n sora az (5) feltételt,
vagyis a pont-kapacitds korlat teljesiilését, mésodik m sora a w(e) < 1 feltételt,
vagyis az élek stlydnak természetes, 1-ben torténd korldtozdsat jelenti. (Ez
utébbi feltételt fogjuk a stabil allokdcié probléma esetén altaldnositani.)

Jeloljiik z-el a Scarf-lemma megolddsaként kapott n + 2m hosszi vektort,
supp(x)-el ennek tartéjat és a’-vel  megszoritdsit az utolsé m oszlopra, vagyis
az E élhalmazra. Az, hogy 2’ tort-pdrositas rogton kovetkezik az imént taglalt
Bz = b linearis feltételbdl. A stabilitds igazoldsdhoz vegyiik egy tetszéleges e
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elemét a hipergrafnak. Ha e él nincs telitve (w(e) # 1), akkor a lemma allitdsa
szerint, 1étezik olyan v pont, amelyre ¢, . > ¢, ; minden j € supp(x)-re. Miutdn
Cov < Cye, €zért biztos, hogy v ¢ supp(z). Ez viszont a Bx = b feltételbél
kovetkezOen azt jelenti, hogy v teljes b(v) kapacitdsét supp(z)-beli élek elégitik
ki, akik a Scarf-lemma feltétele miatt domindljdk az e élet. Tehat teljesiil a (6)
feltétel, az e él a v pontban domindlva van, vagyis a tort-b-parositas stabil. [

Tétel 3.4. Grifok esetén minden preferencidra, és b pont-kapacitdsra, létezik
fél-egész stabil tort-b-pdrositds.

Bizonyitds. A bizonyitas itt is hasonlé, mint b = 1 esetén volt. Azt fogjuk
beldtni, hogy minden tért-él (0 < w(e) < 1) egy kor része. Irdnyitsuk meg a
tort éleket gy, hogy mindegyik él mutasson abba a pontba, amelyben dominalva
van. Ha az igy kapott D grafban € él v-be mutat, akkor teljesiil rd a (6)
feltétel, tehat kell legyen egy médsik f tort-él is v-ben, ami domindlja e-t. Az
f él is domindlva van viszont, de nem v-ben, hanem a masik végpontjaban,
hiszen egy pontban csak egy tort-¢l lehet domindlva. Ebbdl a gondolatmenetbdl
adddik, hogy €, f, ....., élek irdnyitott utat adnak, amelynek eredményeként a
D graf élei diszjunkt iranyitott korok, melyekben a két egyméast koveto tort-él
Osszege 1, tehat, ha az irdnyitott kor paratlan hosszu, akkor minden tort-él stulya
sziikségképpen 1/2 (ez jelenti a pédratlan hosszi ciklust a stabil particiéban),
ha péros hosszu, akkor vilaszthatjuk az Gsszes stlyt szintén 1/2-ednek (paros
hossz1 ciklus), vagy minden mésodikat 1-nek (ez a paros hosszu ciklus felbontédsa
pérokra). O

Az egyszerii, b = 1 esetben mar adva volt a feladat karakterizacidja, a stabil
particié Tan &ltal bevezetett fogalméval, és errdl lattuk be, hogy megegyezik
egy a Scarf-lemma megolddsaként kapott fél-egész stabil tort-parositassal. A
b-péarositdsra viszont a karakterizacié még nem definidlt, ezért azt kozvetleniil
szarmaztathatjuk az el6z6 eredménybol.

Definicié 3.5. Legyen adva G graf, a pontok preferencidi és a pontok ka-
pacitdsa. Ekkor S C F élhalmaz stabil b-particio a grafban, ha S = PUC,
vagyis pontparoknak megfelelé élek és ciklusok éleinek egyesitése, ahol P és
C halmaz egymdéstdl diszjunkt az élek tekintetében, és a C-beli ciklusok pont-
jaikban is diszjunktak egymdéstdél. Tovabba ha D(v) a v pontbdl kiindulé élek
halmaza, akkor a P és C' élhalmaz teljesiti az alabbi feltételeket:

1. minden v pontra

[D(v) NPl +1/2[D(v) N C| < b(v) (7)

2. a (7) feltétel egyenléséggel teljesiil, azon pontokra, amelyeket C' lefed,
ekkor C' egyik éle a legrosszabb az S N D(v) élek koziil.

3. minden e € E\S élre az egyik végpontjaban a fenti (7) feltétel egyenldséggel
teljesiil, tehat s <, e minden s € D(v) NS élre.
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3.1.2 Stabil b-particié keresése Scarf-algoritmussal

Az algoritmus miikodése természetesen megegyezik a kordbban elmondottakkal,
itt csupdn a kezdeti értékek beallitasanak egy lehetséges, — a mellékelt prog-
ramokban is hasznalt — médjat szeretném részletezni.

Az ismétlédések elkeriilése miatt ebben az esetben is fontos, hogy mind a
C matrix soraiban kiillonb6z6 elemek legyenek, mind pedig a b vektor értékei
meg legyenek perturbalva. A C métrix egy lehetséges megaddsdban az elemek
alljanak a kovetkezd nagysagbeli sorrendben: a < o’ < 8 < v < 4, ahol

1. a=C;;, aholi=1...(n+m) (pl: a =0);
2. o =Cjitm, aholi=(m+1)...(n+m) (pl: & =1);

3. 6 = Oi,j-‘,—n-‘,—m; aholj Z n,Bl’»J = 1, (pl: Oi,j-‘,—n-‘,—m = p?"i(j), tehat a j
pont helye az i. pont preferencidjaban.);

4. v =0, ahol j >n,B; ; =0, (pl: C;; =2m + 2n — j);
5.0 = Oi,j, aholj <n,i 75.] (pl: Oi,j = 2m—|—2n—j)

Az algoritmus lépésszama elméletileg eziittal sem polinom rend{i, de a tapasz-
talatom szerint kis méretii grafoknal még mindig kozel van az élek szamahoz.
Az algoritmus miikodésére példat a mellékletben, és kiprobalhaté valtozatot a
honlapomon taldlhat az Olvasé. °

Miel6tt ratérnék a stabil b-parositasok egy masik — Tan-Hsueh algoritmus
kiterjesztésével kapott — véltozatdnak bemutatdsira el6bb ismertetem a Scarf-
lemma egy jabb alkalmazasat, amely a b-parositas fenti megolddsabdl kozvetle-
niil adédik.

3.1.3 Stabil allokaci6é probléma

Abban az esetben, ha a stabil b-parositdsndl nem csak a pontok kapacitdsat
adjuk meg, hanem az élekét is, akkor beszéliink stabil allokdcio problémdral.
A probléma felvetése és megolddsa péros grafok esetére Baiou és Balinski [2]
cikkében szerepel, de nem-paros grafok esetén pontos leirast nem talaltam az
irodalomban. A megoldas a b-parositas felirdsa utan mér természetesen adédik
a Scarf-lemma&abdl.

Fontos megjegyezni, hogy egy olyan algoritmus, amely a stabil b-parositas
keresését parhuzamos éleket tartalmazd grafokon is elvégzi, — ilyen Cechlarova és
Fleiner [3] nemrégiben publikalt algoritmusa — egyszerti visszavezetéssel megoldja
a fenti problémat. Errdl részletesebben az alfejezet végén még szt fogok ejteni.

5 A métrixok méretébdl fakadéan azonban algoritmus mar csak 10-15 ponti graf esetén fut
le egy &tlagos szamitégépen MAPLE programcsomag alatt.
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Definicié 3.6. Legyen tehat adva egy hipergraf a preferencidival, és a rajta
értelmezett b : V(H) — N pont-kapacitds, és b, : E(H) — N élkapacitas.
Feladat egy A : E(H) — N stabil allokéci6 keresése, amelyre A(f) < b.(f) min-
den f élre. Ekkor a stabil b-parositas feltételei a kdvetkezéképpen médosulnak:
Legyen A’ azon élek halmaza, amelyek nem 0 értéket vesznek fel és v a hipergréaf

egy pontja, ekkor
) <
2 e ee, A SHO) ®

Egy f él az A’ allokéci6 altal domindlva van egy v pontban, ha

Zei €A e, <y f A(l) = b(U) (9)

tehdt ha v kapacitdsa telitve van A’-beli, f-nél kedvezdbb élekkel. Egy Aj
allokéciot stabilnak nevezink, ha minden f € F(H) \ A, domindlva van egy
végpontjaban.

Hasonléképpen definidlhatjuk a tort- és a stabil tort-allokaciét.

Definicié 3.7. Legyen w egy fiiggvény, amely nem-negativ stulyokat rendel egy
H hipergraf éleihez, vagyis w : E(H) — R*, tgy hogy w(f) < be(f) minden f
élre, akkor w fiiggvényt tort-allokdcionak nevezziik, ha

S wlh) <b() (10)

minden v pontra, tovabba stabil tort-allokdcionak, hogy ha minden f él, amelyre
w(f) # be(f), tartalmaz egy olyan v pontot, amelyre

D cnne, s W) =) (11)

tehat minden él vagy telitett, vagy domindlva van az egyik végpontjaban.

Tétel 3.8. Grdfok esetén minden preferencidra, b pont-kapacitdsra, és b, él-
kapacitasra, létezik fél-egész stabil tort-allokdcid.

Bizonyitds. A bizonyitds menete minddssze annyiban tér el a 3.3 Tétel bi-
zonyitdsatol, hogy a w(f) < 1 feltétel teljesiilése helyett w(f) < be(f) feltétel all
fenn, és ennek megfeleléen a Scarf-lemmaban mindossze az élekhez tartozd m
hosszii csupa-1 elemeit kell kicserélni az él-kapacitasok b.(f) értékeire minden
f élre. Ezutan a bizonyitds mér teljes mértékben megegyezik at ott elmondot-
takkal. O

Tétel 3.9. Grifok esetén minden preferencidra, és b pont-kapacitdsra, létezik
fél-egész stabil tort-b-pdrositds.

Bizonyitds. A bizonyitds szintén megegyezik a 3.4 Tétel bizonyitdasaval, mind-
Ossze annyi kiillénbséggel, hogy a tort-élnek ez esetben azon f éleket nevezziik,
amelyekre 0 < w(f) < be(f). O
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A feladat karakterizdciéjara pedig definidlhatjuk a stabil allokdcid-particio
fogalmat:

Definicié 3.10. Legyen adva G graf, a pontok preferencidi és a pontok, il-
letve az élek kapacitiasa. Ekkor A; C E élhalmaz stabil allokdcio-particié a
gratban, ha A, = A, U A., vagyis pontparoknak megfelelé élek és ciklusok
éleinek egyesitése. A, azon éleknek felel meg, amelyek egy megfeleld stabil tort-
allokdciéban pozitiv egész sillyal, és A, azoknak az éleknek, melyek silydnak
tortrésze fél. Ekkor A, és A, halmaz egymdstdl diszjunkt az élek tekintetében,
és a A.-beli élek pontjaikban is diszjunkt ciklusokat alkotnak. Tovabbd ha D(v)
a v pontbdl kiindulé élek halmaza, és A tetszdleges élhalmazra |A], és {A} az
f € A élek kihaszndlt kapacitdsanak egészrészének, illetve tortrészének Gsszege
, akkor a A, és A, élhalmaz teljesiti az aldbbi feltételeket :

1. minden v pontra
[D(v) N Ap] + [D(v) N Ac] +1/2({D(v) N Ac}) <b(v)  (12)

2. a (12) feltétel egyenl6séggel teljesiil, azon pontokra, amelyeket A. lefed,
és ekkor A, egyik éle a legrosszabb az A, N D(v) élek koziil.

3. minden e € E\ A, élre az egyik végpontjiban a fenti (12) feltétel egyenl6ség-
gel teljesiil, tehdt s <, e minden s € D(v) N As élre.

Az algoritmikus implementaciéra példat a mellékletben illetve a honlapomon
taldl az Olvasé.

Végill visszatérve a bevezeté gondolatokhoz, Cechldrova és Fleiner [3] al-
goritmusa — amely az Irving algoritmus kiterjesztésén alapul — parhuzamos
éleket tartalmazo grafok esetén is megoldja a b-parositas probléméajat. Az é mo-
tivdciéjuk erre az volt, hogy egy par tobbféle kapcsolatba is keriilhet egymaéssal.
Ha példéul egy klubban vagyunk, akkor masként itélhetiink meg egy 6ra teniszt,
sakkot, vagy kartyazast ugyanazzal a partnerrel. Hasonl6 a helyzet a repiilégép-
vezetOknél, akik masként itélhetik meg egy tarsukkal valé repiilést attol fiiggben,
hogy els6- vagy mésodpilétaként repiilnek vele.

Ha pontosan annyi masolatot készitiink egy-egy élbdl, amennyi az él ka-
pacitdsa, és ezeket a tobbi élhez képest hasonléképpen viszonyitjuk, mint az
eredeti élet, a masolatok kozti sorrend pedig tetszoleges, akkor a fenti algorit-
mus megoldja a stabil allokdcids problémat. Sét, ebben az esetben lehet&ségiink
van arra, hogy a kapacitas kihasznaltsaganak fliggvényében az élek preferencidja
megvaltozzon (a harmadik 6rat is teniszezéssel tolteni A-val mdr lehet, hogy
kevésbé szeretnénk, mint ping-pongozni egyet B-vel).

3.2 Graf alapu algoritmusok a b-parositasra

A graf alapd algoritmusok keresésére azért van sziikség b-parositas esetén is,
mert az el6bb ismertetett Scarf algoritmus elméletileg sem polinomidlis, és a
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hatalmas matrixok miatt a gyakorlatban sem ad hatékony megoldast.

A stabil b-parositas megoldaséra el6szor ismertetek egy konstrukeidt, amely-
nek a segitségével a probléma visszavezetheto a stabil parositas problémajara
— abban az esetben is, ha voltak a grafban parhuzamos élek — majd a Tan-
Hsueh algoritmus kiterjesztésével a stabil b-particié problémajara is adunk egy
lehetséges megoldast.

3.2.1 Megoldas kozvetlen visszavezetéssel

A visszavezetés alapjaul szolgdld konstrukeié Cechldrovd és Fleiner [3] cikkében
taldlhato. A visszavezetés els6 1épésében az éleket huzzuk szét kis 6-os cik-
lusokkal, ezzel elérjiik, hogy egyrészt eltiinjenek a parhuzamos élek, masrészt
minden él legalabb egyik végpontjanak kapacitdsa 1 legyen, ezutdn a méasodik
lépésben csicstobbszorozéssel fejez6dik be a visszavezetés.

Abra 7: Elszéthuizas

Az els6 1épésben egy adott G graf minden élét kibovitjiik egy 6-os ciklussal a
fenti médon. Az élek helye az eredeti pontok preferencidiban nem véltozik, az ]
pontok kozott pedig az dbrén lathaté médon rendezziik az éleket. Az igy kapott
grafot, az 11j preferencidkkal egytitt nevezziik el G'-nek. A kovetkezdkben az
fogjuk beldtni, hogy minden stabil parositds G’-n egyértelmiien megfeleltethetd
egy stabil parositasnak G-n.

Tétel 3.11. Minden stabil pdrositdis G'-n indukdl egy stabil pdrositdst G-n, és
minden stabil pdrositds G-n szdrmaztathatd egy G'-beli stabil pdrositdsbdl. Ez
azt is jelenti, hogy akkor és csak akkor létezik stabil pdrositds G-n, ha G'-n is
létezik.

Bizonyitds. Mindkét irdny bizonyitdsanak alapja, hogy az (u,u,) él pontosan
akkor szerepel egy stabil pdrositdsban G’-n, ha (v,,v) is szerepel benne. Ez
egyszeriien kovetkezik a megadott preferenciakbdl.

Legyen M’ egy stabil pdrositds G’ grafon, ekkor M := {(u,v) : (u,u,) €
M'( < (vy4,v) € M')} stabil parositds G-n, ugyanis minden e = (u,v) ¢ M
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él pontosan akkor lesz dominélva G graf egy u pontjaban, ha e’ = (u,u,) ¢ M’
él dominélva volt G'-ben.

A madsik irdnyban: ha M stabil particié volt, akkor M’ &lljon a kovetkezd
élekbdl: {(u, uy), (vy,v), (ul,, v, (ul,vl,)} € M' <= (u,v) € M és

{(up,ul), (vy,vl), (Ul vl)}y € M' <= (u,v) ¢ M, abban az esetben, ha
(u,v) él a v végpontjdban volt domindlva G-ben. Ha viszont (u,v) él az u
végpontjaban volt dominalva, akkor az utdbbi megfeleltetés a kovetkez6 mega-
dédsra médosul: {(uy,ull), (vy,v),), (ul, v} € M <= (u,v) ¢ M. A pérositds

v Yu
stabilitdsa a 6-os ciklusok éleire az abra alapjan koénnyen igazolhatd, a graf
eredeti éleire pedig hasonloképpen bizonyithaté, mint az el6z6 esetben. O

A kovetkezo 1épésben a csticstobbszordzés konstrukcidval foglalkozunk, ame-
lyet mar paros grafok esetén korabban is haszniltak visszavezetésre. Adott b
pont-kapacitdsokra definidljuk G grafot a kovetkezéképpen:

V(G :={v':veV(G)ési=1,2,...,b(v)}
E(G) = {e" = (u',v?) : e = (u,v) € B(G) és u', v’ € V(G®)}
A preferencidkra pedig

; U, <4 W ,VQ
vj<uiwk<:> ) u/v.gy
v=wés j <k.

Ebben az esetben igaz a kovetkezo tétel.

Tétel 3.12. Legyen adva eqy G grif a preferencidival és a b pont-kapacitdsokkal.
Teljestiljon rd tovabbd az, hogy minden élének legaldabb az egyik végpontja 1 ka-
pacitdsi legyen (egy-a-sokhoz tulajdonsdg). Ekkor minden stabil pdrositdis G®-n
indukdl egy stabil b-pdrositdst G-n és minden stabil b-pdrositis G-n szdrmaztatha-
té eqy GP-beli stabil pdrositdsbdl.

Bizonyitds. Legyen MY egy stabil parositds G’-n. Ekkor belatjuk, hogy
M :={ec E(G):e" € M valamely 1 <i <b(u) és 1 <j <b(u)} (13)

stabil b-pédrositds G-re. Mivel egy v pont egyik masolata sem lehet fedve 1-
nél tobb MP-beli éllel, ezért M valdban b-pirositds. A stabilitds igazoldsihoz
azt kell beldtnunk, hogy minden e = (u,v) ¢ M él b-domindlt G-ben. A tétel
feltétele szerint e egyik végpontja, mondjuk u legyen 1-kapacitasti. Ha e'7 ¢ M®
él valamely j = 1,2,...,b(v)-re a G’-ben az u pontban volt dominélva, akkor
G-ben is domindlva lesz u pontban. Ha ez nem teljesiil, akkor.el’j ¢ MP él
minden j = 1,2,...,b(v)-re v/-ben volt domindlva valamely m’"™ élek altal,
amelyeknek a képe a tétel feltétele miatt kiilonbozé my, ma, ..., my,) élei M-
nek. Mivel m; <, e fennéll minden i-re , ezért e él b-domindlt M-ben.

Legyen M egy stabil b-parositds G-n, ekkor kell lennie egy M parositdsnak,
amelybdl (13) szerint szdrmaztathaté. Ebben az esetben, ha egy e/ él blokkolna
MP"-ben, akkor a neki megfelel$ e é] nem lehetne b-dominélt M pérositéssal, ezért
M? stabil parosités. O
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A stabil b-parositas parhuzamos élek esetén probléma visszavezetése a stabil
parositas probléméra tehdt ezen két konstrukcié egymas utani alkalmazasaval
valésul meg. A preferencidkkal és b pont-kapacitassal megadott G grafbdl el6szor
az élek széthiizdsaval G’ grafot, majd a csticstobbszorozéssel (G')° grafot kapjuk,
ahol amennyiben taldlunk egy stabil parositast, az indukdl egy stabil b-parositast
G-n, és minden b-parositds G-n szarmaztathaté egy (G’)° grafon vett stabil
parositdsbél.  Amennyiben nem taldlunk stabil parositdst (G’)’-n, akkor G
grafra sem létezik stabil b-parositas. A stabil parositds megkeresésére hasznalhat-
juk példaul Irving algoritmusat.

Megjegyzés 3.13. Cechldrovd és Fleiner [3] a konstrukcié alapjan létrehozta
Irving algoritmusénak egy kiterjesztett valtozatat. Ez hasonléképpen O(m?)-es
lépésszammal talal stabil b-parositdst a parhuzamos éleket is tartalmazo grafon,
de a konstans szorzé lényegesen kisebbé vélik, mint ha csak egyszeriien az Irving
algoritmust hasznédlnank a visszavezetéssel kapott gréfra.

Megjegyzés 3.14. Ez a visszavezetés valdsziniileg miikodik stabil b-particid
keresésre is. Az élszéthizas esete hasonlé médon bizonyithatd, mint parositds
esetén, viszont a csicstobbszorozés konstrukciénal mar nem ilyen egyértelmi a
visszavezetés. Ha azonban bebizonyosodik ennek helyessége, akkor a Tan vagy a
Tan-Hsueh algoritmussal a konstrukcion keresztiil meg tudjuk oldani a stabil b-
particié probléméajat parhuzamos éleket tartalmazo gréafokon is, és ezzel a stabil
allokacio-particié is megoldhatéva valik grafalapu algoritmussal. Tovabbd, ha
Tan algoritmusat hasonléképpen kiterjesztjiik, mint ahogy Cechlarova és Fleiner
[3] tette Irving algoritmusédval, akkor a Tan-Hsueh algoritmus kiterjesztésénél
hatékonyabb algoritmust kaphatunk a stabil b-particié problémara.

3.2.2 A Tan-Hsueh algoritmus kiterjesztése stabil b-particiéra

A Scarf-lemmabdl levezetett 3.1 karakterizdciot fogalmazzuk meg elszor 1j
formaban a graf pontjaira koncentrélva, figyelembe véve Tan eredeti 2.10 stabil
particiéra vonatkozé definicidjat.

Definicié 3.15. Adott egy G graf a pontok preferencidival és a b pontka-
pacitdasokkal. A graf pontjai az élek mentén alkothatnak pdrokat és ciklusokat,
ugy, hogy mindegyik v € V(G) pont legfeljebb b(v) darab pdrban szerepel-
het, vagy pontosan b(v) — 1 darab parban és egy ciklusban (ennek definici6ja
megegyezik a 2.10-belivel). Ez utébbi esetben a kevésbé kedvelt ciklusbeli
szomszédjanal mindegyik parjat jobban kedveli. A péarokhoz tartozé éleket
nevezziik rész-éleknek. A pontok halmazéit ezek utdn hérom részre osztjuk:
V(G) =TUCUP. T jelolje azon pontok halmazdt, amelyek nincsenek telitve.
C azon pontok halmaza, melyek szerepelnek ciklusban. P pedig azokat a pon-
tokat jelolje, akiknek a kapacitdsa parbeli élekkel van telitve, és specidlisan a 0
kapacitasi pontokat is ebbe a csoportba soroljuk.

Ezt kovetéen nevezziink el minden nem rész-élet superior vagy inferior élnek a
kovetkezdképpen.
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1. T-beli pontbdl csak superior élek indulnak ki.

2. C-beli pont esetén a rosszabbik ciklus-beli élnél jobb élek superior élek, a
legalabb olyan rossz élek pedig inferior élek.

3. P-beli pontok esetén a legrosszabb rész-élnél jobb élek superior élek, az
annal rosszabbak pedig inferior élek.

Egy b-particiét — amely a pontok V(G) = T'UC U P részekre osztdséat indukélja
— akkor neveziink stabilnak, ha nem létezik olyan él. amelyik blokkol, vagyis
amelyik mindkét végpontja szerint superior él.

A definiciékat dtgondolva felismerhetjiik a kapcsolatot a fenti ponthalma-
zok, és az eredeti bizonyitasban szereplo izolalt pontok, parok és ciklusok pont-
jai kozott. A Tan-Hsueh algoritmushoz hasonléan a kiterjesztett algoritmus is
dinamikusan fog miikédni, de most nem a pontok szdmat, hanem a pontok ka-
pacitasat fogjuk egyenként névelni. Egy ilyen kapacitds-novelést egy utemnek
neveziink, és egy pont teljes kapacitasanak feltoltését egy 1épésnek. fgy tehat
az algoritmus Osszesen n 1épésbdl és > 7 b(v;) litembdl fog &llni.

Legyen G adott a preferencidival, és a b(v) pontkapacitasokkal. Jellje G+
azt a grafot, ahol a v pont kapacitasat eggyel megnoveltiik, és G,- azt, ahol
lecsokkentettiik eggyel. Amennyiben bII stabil b-particié volt a G grafon, akkor
jeloljuk bIlL,-vel a stabil b-particiét G, grafon.

A kovetkezékben azt fogjuk belatni, hogy ha ismerjiik egy tetszoleges v pont-
ra a bll, stabil particiot G,- grafon, akkor v pont kapacitasat 1-el novelve meg
tudunk hatéarozni egy bll stabil b-particiot a G grafon. Egy titemben tehat a
kovetkez6 miiveletet végzi el az algoritmus:

Input: bIl, paros ciklus mentes stabil b-particié G,- gréafon.
Output: bII paros ciklus mentes stabil b-particié a G grafon.

Az algoritmus megalkotdsdhoz vegyilk végig wjra a Tan-Hsueh algoritmus
gondolatmenetét. Els6 1épésben nézziik meg, hogy hogyan valtozik meg a sta-
bil b-particid, attdl fiiggéen, hogy milyen pontnak noveltiik a kapacitdsat 1-gyel.

1. Ha v pont telitetlen volt, tehat v € T, akkor G-ben nem jonnek létre
1j superior élek, ezért az eredeti stabil b-particié stabil marad. Vagyis
bIl := bIl, megoldas.

2. Ha v pont része volt egy paratlan A =< a1, aq,...,v(= ag),...,02m41 >
ciklusnak, tehdt v € C, akkor egyszeriien beldthat6, hogy bII := bII, \
AU{<ar, a2 >,... < ap_1,v >, < 0,041 >, ..., < Aom, Gam+1 >} stabil

b-pérositas lesz, ugyanis Gj superior élek nem jelennek meg, az inferior élek
koziil pedig csak azok tiinnek el, amelyek rész-élek lesznek.
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3. Ha v € P pont, tehét vagy parokkal volt telitve, vagy egy 4j (0 kapacitdsi)
pont, akkor a kapacitasanak novelését kbvetéen v ajanlatot fog tenni min-
den szomszédjinak, akik eddig inferior élekkel voltak Gsszekotve vele (a
superior éli szomszédjaival nem érdemes prébélkozni).

Ekkor két eset lehetséges: ha senki sem fogadta el a v pont ajanlatat, akkor
ez azt jelenti, hogy minden megkérdezett x pontra (z,v) él is inferior volt
bIl,-ben, tehat az eredeti stabil b-particié stabil marad, tehat bIl = bll,,
és a v pont atkeriil a P ponthalmazbdl a telitetlen pontok T halmazaba.
A maésik lehetdség, hogy 1étezik = pont, amelyik elfogadja v ajanlatat.
Ekkor aszerint, hogy x milyen ponthalmazba tartozott, a kovetkezo esetek
lehetségesek:

(a) Ha x telitetlen pont volt, tehat x € T. Ekkor x és v pér lesz, tehat
bIT := bII, U {< v,z >} stabil b-partici6 lesz G gréafban, és v pont
marad P halmazban, x pont pedig attdl fliggéen keriil 4t P halmazba,
hogy a kapacitasa az 1j parral telitodik-e.

(b) Ha x része volt egy A =< aj,aq,...,a2m,2(= a2m+1) > paratlan
ciklusnak, tehat z € C esetében a ciklus hasonléképpen bomlik fel,
mint az eredeti Tan-Hsueh algoritmusban.

bIl := bll, \AU{< a1,a2 >,...,< a2m—1,02m >,< V,T >}

stabil b-partici6 lesz G-ben.

(¢) Az utolsé eset, hogy © € P, vagyis x pont parokkal volt telitve (ka-
pacitdssal nem rendelkezd pontok nem fogadhatnak ajanlatot), és x
pont jobb ajdnlatot kapott, mint a legrosszabb eddigi parja (jeldljik
r(x)-vel), tehdt = pont part fog alkotni v-vel és felmondja kapcso-
latat r(z)-el. Ez utdn mar r(x) pont fog megprébélni 4j part keresni
maganak.

Tehat, csak abban az esetben nem ér véget rogton az algoritmus egy titeme,
ha mind az a pont, aki az ajanlatot tette, mind pedig az, aki ezt elfogadta P-
ben volt. Ebben az esetben viszont, ha r(x) kapacitdsdt 1-el csokkentenénk,
akkor bIl,(;) := bIL, \ {< z,7(x) >} U {< v,z >} stabil b-pdrositds lenne
G" = (Gy- )+ gréfon.

Az algoritmus a fenti gondolatmenetb6l adédik. A bizonyitdshoz hasonlékép-
pen definidlhatjuk az alternativ sorozatokat, ahogy a 2.14 Definiciéban tettiik.

Definicié 3.16. Adott egy blly stabil b-particié a Ga(? grafon. Ekkor az
ag, 1, a1, B2, aa, ..., Bk, ap pont-sorozatot alterndlo b-sorozatnak nevezzik, ha
G- grafhoz tartozé stabil b-particidk bll; sorozatira i = 1,2,...,k teljesiil,

hogy bIli11 = bIl; — {< Bit1, ip1 > U{< o, Big1 >}

Ezen definicié segitségével teljesen hasonlé médon igazolhatjuk az alabbi
tételt, mint ahogy Tan és Hsueh tette.
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Tétel 3.17. Legyen oy, 41,04, ..., Bk, o egy alterndld b-sorozat, ahol a Biy1-
nél visszatérés van. Ekkor az alterndlo b-sorozat kiterjeszthetd igy, hogy Br+m-+1-
nél a sorozat visszatér ap-hoz €s ezen mdsodik visszatérd sorozatra a két aldbbi
allitds is igaz:

1. ag, Brt1, Qkt1s - - - Bktms Qktm 2m + 1 darab kilonbozd pont.

2. A =< Qkim, Brtm, Cktm—1Bktm—1,- -+, Ckt1, Bkr1, @k > €qy pdratlan
ciklust alkot, vagyis bII = bIl; \ {< Bi,o; > i =k +1...k+m} U {4}
stabil b-particid az egész G grdfra.

A tétel bizonyitdsahoz a Tan-Hsueh algoritmus igazoldasdhoz hasznalt allita-
sok ebben az esetben is mind igazak, csupan 1épés helyett itemrdl beszéliink, az
izolalt pontok megfelelnek a telitetlen pontoknak, a ciklus-beliek a C-belieknek,
a par-beliek pedig a P-belieknek. Az alternalé sorozat atirandé alterndld b-
sorozatra és a pont parja, helyett a pont legrosszabb parja lesz az, akit elhagy
a pont. A bizonyitdsok ismételt leirasatol e miatt eltekinthetiink.

Az algoritmus 1épésszdma egy iitemben (O(n?), tehdt ha a kapacitdsok dssze-
ge k, vagyis Y . b(v;) = k, akkor az algoritmus lépésszdma O(n?k), ami
ltalanos esetben tekinthetd O(n*)-nek.

Az algoritmus gyakorlati megvaldsitasdra példat a mellékletben taldlhat az
Olvasé. Megjegyzem, hogy az algoritmus dltalam irt valtozata a kapacitasokat
sorban, pontonként tolti fel. Ez természetesen masképp is megvaldsithato.
Emellett még annyiban gyorsitottam a 1épéseket, hogy amennyiben a kapacitasat
éppen novel6 pont kap ajanlatot olyan ponttol, akihez superior él megy beldle,
akkor az ajanlat elfogaddsa utdn nem utasitja el legrosszabb parjat, hanem
noveli kapacitasat 1-el.
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Konkluzidé

Dolgozatomban a grafok stabil b-parositasanak problémajat igyekeztem Gsszefog-
lalni. Bevezetésként ismertettem a stabil parositds alapproblémadjat paros esetre,
majd ennek kiterjesztését b-parositasra. Nem péaros grafok esetén el6szor Irving
algoritmusat ismertettem, majd megemlitettem Tan modositasat, amellyel sta-
bil particiét is taldlhatunk. Részletesen bemutattam a Tan-Hsueh algoritmust,
amely dinamikusan oldja meg az el6z6 probléméat. A Scarf-lemma segitségével a
stabil particié mellett a b-particio, és az allokacié particié problémaéjat is kezelni
tudjuk. S6t ennek segitségével karakterizaltuk a stabil b-particié megoldasat.
Ezutan Cechldarova és Fleiner konstrukcién alapulé visszavezetését ismertet-
tem, amellyel a stabil b-péarositds kérdéskore parhuzamos éleket tartalmazo
grafokon is megoldhatéva valik. Végiil bemutattam a Tan-Hsueh algoritmus
egy lehetséges kiterjesztését a stabil b-particié probléma megoldasara. A fenti
gondolatmenetet Gsszefoglaldsa talalhaté meg a kovetkezo abran.

. kiterjesztés
Irving _ [O(f)]——""""g Cechlirovi—Fleiner [O(nf)]
Stabil parositds ) Stabil b-pdrositds | o 1o o ki
_konstrukcié | pérhuzamos élekre
Tan [0G?)] kiterjesztés
Stabil particié ? Stabil b—particié Stabil allokécié
konstrukcié . . — L
- _‘ - == -p| pdrhuzamos élekre particid

kiterjlesztés

Tan-Hsueh [0 )F————— Tan-Hsueh’ [0ai)]

Stabil partici6 Stabil b—particié

|
-=

Scarf-lemma alkalmazasa [nem polinomialis]

1 1
Stabil particié 1 Stabil b—particié 1 Stabil allokécié particié
1 1

Abra 8: Osszefoglalds

Az dbran taldlhato kérdéjel jelenti az egyik konkrét dtgondolandé kérdést,
amit a 3.14 megjegyzésben mar taglaltam. Ha esetleg ennek megoldasaval
sikertil visszavezetni a stabil b-particié kérdését a b-particié kérdésére, akkor
talan hasonléképpen kaphatunk a Tan algoritmus kiterjesztésével egy, a Tan-
Hsueh kiterjesztésénél hatékonyabb algoritmust a stabil b-particié probléma&jara.
A kérdéskor még szamos tovabbi altalanositasi lehet&séget rejt. Az egyik ezek
koziil a preferencia-egyezések kérdése. Itt — ahogy az egyetemi felvételi rendszer
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miikddésében el6fordulhat, hogy két felvételizének ugyanannyi a pontszama —
lehet, hogy két él azonos szinten van a pont preferencidjaban, tehdt a rendezés
nem szigoru. Ennek a probléméanak van olyan értelmezése, amely bizonyitottan
NP-teljes. A kérdéskorrel, nem péros grafok esetén Irving és Manlove [9] foglalko-
zott, de b-parositas esetében a problémanak még nem ismert leirasa.

Végiil szintén érdemes utannajarni, hogy a stabil b-parositas, és a stabil allokéacié
problémajanak milyen valédi alkalmazasi lehet6ségei lehetnek a matematikaban
vagy mas tudomanyteriileteken, és a gyakorlatban.
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4 Melléklet

A melléklet Gsszesen 5 algoritmus futdsanak kivonatat tartalmazza. A hon-
lapomon ennek kétszerese szerepel, ugyanis minden programnak megtaldlhaté a
randomizélt, és a manuélis input-megadési lehetdsége. A vizsgalt problémék és
a megolddshoz hasznalt algoritmusok szerint a honlapon szereplo programok a
kovetkezOk (vastagitassal jelolom azokat a programokat, amelyek kivonata sze-
repel a Mellékletben):

Probléma Megadas Tan-Hsueh Scarf
Stabil particié véletlen thran.mws scran.mws
adott thadott.mws scadott.mws
Stabil b-particié | véletlen bthran.mws bscran.mws
adott bthadott.mws bscadott.mws
Stabil allokacié | véletlen - ballocran.mws
adott - ballocadott.mws

A problémak futdsa gyakorlatilag két alapgrafon keriil bemutatasra. Mind-
ketté 6 pontd, az egyik véletlenszeriien, a masik megadas utjan keletkezett.
Az ismertetett harom probléma koziil az elsé kettd, mind a Tan-Hsueh és en-
nek kiterjesztett valtozataval, mind pedig a Scarf algoritmussal meg van oldva.
Erdekes ésszehasonlitani a két program futdsat ugyanazon az inputon.

Kiilonlegesség, hogy a példak olyanok, hogy a problémak altalanositdsdval
valtakozva tartalmaznak ciklusokat. Tehat példaul az elsé grafban alapeset-
ben taldlhaté paratlan ciklus (nem létezik stabil parositds benne), de a pontka-
pacitdsos esetben mér nincs benne (létezik stabil b-pdrositds benne), és végiil az
élkapacitdsokat is figyelembe véve ismét lesz benne paratlan ciklus (nem létezik
stabil allokdcié benne). A masik graf esetén pedig mindez pont forditva van.

A kivonatok minden esetben tartalmazzik a kiindulé inputot, a 1épések pon-
tos leirdsat, és az dbrakon torténd szemléltetését. A Scarf-algoritmus i. 1épését
leiré T; matrix masodik sora az x megolddsvektort mutatja, a nem-nulla elemek
jelentik x tartéjat, ezek a pontok és élek az dbrakon megvastagitva szerepel-
nek. Az e jelentése, hogy az adott pont vagy él stlya kicsi, de része a tarténak,
ezt a grafon szaggatott éllel jelolom. A T; méatrix harmadik sora azt jelenti,
hogy az adott pont, vagy él melyik sorban domindl. A Scarf-algoritmus elsé
alkalmazasandl a B és C' matrixokat nem csak a kezdballapotukban abrazolom.
Bekeretézéssel jelolom B matrix esetén az aktudlis bazis-vektorokat, C' métrix
esetén pedig a sorminimumokat.
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4.1 Stabil particié keresése grafokon

A graf felépitése és preferencidi véletlenszeriien generalédtak ebben az esetben.
A keletkezett 6 pontu teljes graf pontjainak preferenciai a kdvetkezok:

Személy Preferencia lista

1 [2,3,4,6,5]
2 [3,5,4,6,1]
3 [2,5,6,4,1]
4 [2,3,6,1,5]
) [4,2,3,6,1]
6 [1,4,2,3,5]

Abra 9: Stabil partici6 a grafban

Ezt elészor a Tan-Hsueh algoritmussal, majd a Scarf algoritmussal is meg-
keressiik.
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4.1.1 Tan-Hsueh algoritmussal

Az algoritmus lépései a kovetkezdk:
1. Lépés:

1 ajanlatat senki sem fogadja el, 1 izolalt pont lesz.

Stabil particié: < 1 >
2. Lépés:

2 ajanlatat 1 elfogadja, 1 egyediil volt, a lépés véget ér.

Stabil particié: < 1,2 >

3. Lépés:

3 ajanlatat els6ként 2 fogadja el, 4 parja 1 egyediil marad,
1 ajanlatat senki sem fogadja el, 1 izolalt pont lesz.

Stabil particié: <1 >,< 2,3 >

4. Lépés:

4 ajanlatat els6ként 1 fogadja el, 1 egyediil volt, a 1épés véget ér.
Stabil particié: < 1,4 >,< 2,3 >
5. Lépés:
5 ajanlatat senki sem fogadja el, 5 izolalt pont lesz.

Stabil particié: <5 >,<1,4>,<2,3 >
6. Lépés:

6 ajanlatat 4 fogadja el els6ként, 4 parja 1 egyediil marad,

1 ajanlatat 6 fogadja el elsként, 6 parja 4 egyediil marad,

4 ajanlatat 1 fogadja el elsoként, 1 parja 6 egyediil marad.

Stabil particié: <5 >,<2,3>,<1,6,4 >
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Abra 10: Tan-Hsueh algoritmus
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4.1.2 Scarf algoritmussal

STABIL és PIVOT 1épések valtakozdé hasznédlataval 8 1épésben jutunk el egy j
kozos béazishoz.

By

Ch

Alapbézisok: BSy = BPy = [1,2,3,4,5,6], és a pont-kapacitds: b=[1,1,1,1,1,1]

A B métrix a kezdeti dllapotban a kovetkezé:

[ 0o 0 0 0 0 1
0 0 0 0 01
0 0 0 0 00
o o0 o 0 00
0 0 0 0 00
L 0 0 0 0 o0 0
A C matrix:
[[0] 25 24 23 22 21 5
26 [0] 24 23 22 21 1
26 25 [0] 23 22 21 20
B [0] 22 21 20
26 25 24 23 [0] 21 20
L 26 25 24 23 22 [0] 20
1. Lépés:
1 23456 789 10
=10 e 1 1000 0
023456000 0
STABIL lépés: Ki: 1, Be: 12
[0 25 24 23 22 21 5
26 [0] 24 23 22 21 1
26 25 [0] 23 22 21 20
R [0] 22 21 20
26 25 24 23 [0] 21 20
26 25 24 23 22 [0] 20
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PIVOT lépés: Be: 12, Ki: 2

([t] o o o o o 11111 0 0 0 00000
0 1 0 0 0 0 10000T([L 1 1 10000
o -1 1] o o 0 -11000 0 -1 -1 -1 1 1 1 0
317000000010001001001
o 0 0o ofif] o oo0010 0 0 1 00101
L o o o o ofif] o0001 0 0 0 10010
2. Lépés
1 23456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
T,=|1 001110000 0 1 0 0 0 e 0 0 0 0 0
0034560000 0 2 00 0 1 0 0 0 0 0

STABIL 1épés: Ki: 2, Be: 16
0 25 24 23 22 21 5 4 3 1 2 14 13 12 [11] 10 9

26 0 24 23 22 21 1 19 18 17 16 11 10 9

w9 s
w
NS
[N}

26 25 [0] 23 22 21 20 1 18 17 16 14 13 12 2 4 3
26 25 24 [0] 22 21 20 19 2 17 16 15 5 13 12 4 10 9
26 25 24 23 [0] 21 20 19 18 1 16 15 14 4 12 11 3 9
[ 26 25 24 23 22 [0] 20 19 18 17 5 15 14 13 3 11 10 2
PIVOT lépés: Be: 16, Ki: 3

[ 0o 0 0 0 0 1 1111 0 0 0 0 0 0

0100001000011100

b= 0 1 -1 0 0 1 -1 1 0 O 0 2 1 1 0o -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 O 0 0 1 0 0 1
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
3. Lépés:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
=10 01 11 00O0OO0O O 1T O O O O e 0 0 0 O
o 00 456 0600 0 0 2 0 0 o0 3 1 0 0 0 O
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Abra 11: Stabil particié keresése Scarf algoritmussal 1.
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Abra 12: Stabil particié keresése Scarf algoritmussal 2.

4.2 Stabil b-particié keresése nem paros grafon

Adott egy 6 pontu graf a preferencia listdival és b = [2,1, 1,2, 1, 3] kapacitdssal:

Személy Preferencia lista

1 6,3,2,5
2 5,1

3 6,1

4 6

5 1,2

6 4,3,1

A stabil b-particié a kovetkezo lesz:

Abra 13: Stabil b-particié: <4 >,<1,6>,<3,6>,<4,6>,<1,2,5>
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4.2.1 Tan-Hsueh kiterjesztett valtozataval

Az algoritmus lépései a kovetkezdk:

1. Lépés:

l.item: 1 ajanlatat senki sem fogadja el, 1 telitetlen pont lesz.

Stabil b-particié: < 1 >

2. Lépés:

l.item: 2 ajanlatat 1 elfogadja, 1 telitetlen volt, a 1épés véget ér.

Stabil b-particié: < 1,2 >

3. Lépés:

litem: 3 ajanlatat els6ként 1 fogadja el, 1 telitetlen volt, a 1épés véget ér.

Stabil b-particié: < 1,2 >,< 1,3 >

4. Lépés:

l.item: 4 ajanlatat senki sem fogadja el, 4 telitetlen pont lesz.

Stabil b-particié: <4 >,<1,6>,<3,6>,<4,6>,<1,2,5>
5. Lépés:

l.item: 5 ajanlatat 2 fogadja el els6ként, 2 legrosszabb parja 1 telitetlen marad,
l.item: 1 ajanlatat 5 fogadja el els6ként, 5 legrosszabb parja 2 telitetlen marad,
l.item: 2 ajanlatat 1 fogadja el els6ként, 1 legrosszabb parja 5 telitetlen marad.

Stabil b-particié: <4 >,<1,3>,<1,2,5>
6. Lépés:

l.iitem: 6 ajanlatat 4 fogadja el els6ként, 4 telitetlen volt, 4j titem,

2.litem: 6 ajanlatat 3 fogadja el els6ként, 3 legrosszabb parja 1 telitetlen marad,
2.ltem: 1 parba lép 2-vel és 1 parba lép 5-el, 4j iitem.

3.iitem: 6 ajanlatat 1 fogadja el elséként, 1 legrosszabb pérja 5 egyediil marad.
3.iitem: 5 ajdnlatat 2 fogadja el elséként, 2 legrosszabb pérja 1 telitetlen marad,
3.utem: 1 ajanlatat 5 fogadja el els6ként, 5 legrosszabb parja 2 telitetlen marad,
3.utem: 2 ajanlatat 1 fogadja el els6ként, 1 legrosszabb parja 5 telitetlen marad.

Stabil b-particié: <4 >,< 1,6 >,<3,6>,<4,6>,<1,2,5>
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Abra 14: Tan-Hsueh algoritmus b-pdarositasra

o4



4.2.2 Scarf algoritmussal
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Abra 15: Scarf algoritmus b-pérositasra
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4.3 Stabil allokacio-particié keresése Scarf-algoritmussal

A pont- és élkapacitdsok: bo :=[2,1,1,2,1,3] és be :=[1,2,2,3,1,2,3]

1. Lépés

1 2 3

2 01

0 2 3
2. Lépés

1 2 3

2 00

0 0 3
3. Lépés

1 2 3
2 00
0 00

=N

=N

Abra 16: Stabil allokicié
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Abra 17: Stabil allokécié keresése a Scarf algoritmussal

60



