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1 Bevezetés

Az informatika térhoditasanak jelenlegi szakaszaban feler6sodott az igény,
hogy a kordabban felgyiilt (sokszor igen nagy volumeni) adatsorainkbdl jé
mindségli elorejelzéseket, predikciokat kapjunk a szobanforgd folyamat, je-
lenségkor jovobeni helyzeteivel, viselkedésével kapcsolatban.

Valészintileg az informatika az egyetlen olyan diszciplina, amelyik nem
definidlja &altaldnosan a kutatasanak a targyat, az informaciot. Az in-
formacioval kiilonbozé miiveleteket végziink, és minden egyes alkalommal
definidljuk az informacionak egy aspektusat. Az informaciét gytjtjik,
tovabbitjuk, taroljuk, kodoljuk, kezeljiik, visszakeressiik, védjiik, tomoritjik,
stb. Egy ilyen felsorolasbdl jellegzetesen kimarad az, hogy miért tessziik
mindezt, vagyis az, hogy a keletkezett adatokat feldolgozzuk, kinyerjik a
benniik levo értéket.

Az informéaci6 feldolgozasa alapvetéen a matematikai statisztika fela-
data. A klasszikus statisztika jobbara paraméteres modellekbdl all, amelyek
arra az esetre vonatkoznak, amikor van valamilyen elozetes ismeretiink az
aktudlis problémardl, és igy feltételezhetjiik, hogy az ismeretlen valdszintiségi
torvény az eloszlasok valamely paraméteres osztalyahoz tartozik. Altaldban
viszonylag kevés adatbol is konzisztens statisztikai kovetkeztetést kaphatunk,
tovabba meg tudjuk mondani, hogy el6irt pontossaghoz mekkora statisztikai
minta kell, és adott hibakritériumhoz meghatarozhatjuk az optimalis eljarast.



A nemparaméteres statisztika esetében nem all rendelkezésre ilyen
elozetes tudas, ezért a kovetkeztetések konstrualasa nem hasznalhatja a
torvény egyetlen specidlis jellemz6jét sem, és az alapveto tulajdonsagainak
(példaul a konzisztencia) eloszlasfiiggetleneknek kell lenniiik. A paraméteres
problémakorrel ellentétben itt nincs szuper eljaras, nem tudjuk megvalaszolni
a mintanagysagra vonatkozo kérdéseket, mert tetszdlegesen lasst lehet
a konvergencia sebessége, amennyiben a szébanforgd probléméarél nem
tudunk semmit, azaz nem élhetiink semmilyen modellfeltevéssel. Ennek
a probléméanak a kezelésére szolgal az automatikus modellvalasztas, amely
torténhet példaul szakértok kombinaldasaval.

Megemlithet6 tovabba példaként az adatbanyaszat témakore, aminek
lényege, hogy nagy, korabbi adatsorokban 1évo latens oOsszefiiggéseket
szeretnénk feltdarni és hasznositani.  Jél ismert példaul, hogy a nagy
aruhazlancok adatbéazisaiban az eladasokkal kapcsolatos idésorok elemzésével
értékes megallapitdsok nyerhetok fogyasztasi szokasokrol.

Az adataink igényesebb felhasznaldsara iranyuld torekvésnek tekinthetd
az univerzalis predikcié gondolatkorének megjelenése a 90-es években. Egy
1j informaciéfeldolgozasi megkozelitésrdl van szo, ami széles altalanossagban
alkalmazhatd eldrejelzési  feladatokra, és a szamitastudomany mas
eredményeivel 6tvozve elérelépést hozhat tobb teriileten is. Az univerzélis
predikcio lehetové teszi, hogy szamitdogépes statisztikai moddszereket al-
kalmazzunk olyan jelenségek elemzésére is, amelyeknél ez kordbban nem
latszott lehetségesnek.

A j6é minGségili predikcié egy igen fontos felhasznalési teriilete a tavkozlo
halézatok mérésalapi forgalomszabalyozasa illetve hivasengedélyezése, ahol
a hélézat atvitelét, kihasznaltsagat akarjuk maximalizélni gy, hogy szigori
mindségi eléirdsokat kell teljesiteni (pl. ATM, mobil adatatvitel, stb.). Ehhez
hasonléan fel kell késziilni arra, hogy a kozeli jovében az Internet forgal-
mazasnal is bevezetnek szolgaltatasminoséget, ugyanakkor az Internetfor-
galomra a forgalomelméletben megszokott modellel6irasok nem teljestiilnek
(long range dependence).

A predikciéra eddig hasznalt modszerek &ltaldban olyan modellekben
miikodtek, ahol a szébanforgd sorozat stacionarius és gyengén fiiggs. Valo
életbeli feladatokban ez gyakran nehezen ellenorizheté vagy egyéltalan nem
teljesiil. Gondoljunk csak a tézsdei folyamatokra, ahol nyilvanval6 a nemsta-
cionaritas. Az ilyen sorozatokat hivja az irodalom individualis sorozatoknak.



2 Predikcié négyzetes koltség esetén

A predikcié feladatat formalisan a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg.
Legyen y1, o, . . . valos szamok egy sorozata és x1, T, . . . d-dimenzids vektorok
egy sorozata. Az yi,ys,... sorozatot szeretnék elérejelezni az 6 multjaval
és 1y, xq,... sorozattal, vagyis célunk, hogy az (z1,...,%:Y1,...Yic1) =
(2%, yi) megfigyelése alapjan y; értékére kovetkeztessiink. A prediktor egy
g = {g:}32, fiiggvénysorozat, g;(x%,yi ") jeldli az y; becslését. n 1épés utdn
az empirikus négyzetes hiba az x7, y} sorozatra
n
lz gl xlayl _yi)27
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vagyis a g prediktort négyzetes koltségfiiggvénnyel minositjiik, és a predik-
tor hosszutavi viselkedését a koltségek atlagaval mérjiik. A cél természtesen
olyan prediktor konstrudldsa, amelyre L, (g) kicsi (Haussler, Kivinen, War-

muth (1998), Merhav, Feder (1998)).

Az univerzalis predikcié lényege az, hogy feltessziik, hogy K szakérto
dolgozik a problémaén, azaz adott K eldrejelzés, h™V), ... h5) és megfigyel-
hetjiik a szakérték L,(h®*)) veszteségeit. Az n + l-edik idépontban kom-
binaljuk a szakértoket az eddigi eredményességiik alapjan. Példéul ugy, hogy
generalunk egy olyan eloszlast a szakértdk felett, amelyben egy szakértének
nagyobb stilyt adunk ha eredményesebb volt, azaz kedvezSbb volt az L, (h*)).
Ezutéan az eloszlds szerint atlagoljuk a szakérték predikcidit (Cesa-Bianchi et
al. (1997), Littlestone, Warmuth (1994), Vovk (1990), Weinberger, Merhav
and Feder (1994)).

Ennek az altalanos problémanak egy statikus specidlis esete a reg-
ressziofiiggvénybecslés. Legyen Y valos értéki valdszintiségi valtozo és legyen
X d-dimenziés véletlen vektor (megfigyelés). X koordinatai kiilonbozé
eloszlastak lehetnek, lehet némelyik diszkrét (példdul bindris), mésok lehet-
nek abszolit folytonosak. fgy nem teszink fel semmit X eloszldsardl. A
regresszidanalizis célja Y becslése, ha X adott, azaz olyan g valds fiiggvényt
keresiink, amelyre g(X) "kozel” van Y-hoz. Tegytik fel, hogy az analizis 6
célja a négyzetes kozéphiba minimalizélasa:

min B{(9(X) ~ Y)?}.
Jol ismert, hogy a minimumot az
m(z) € B{Y|X =z}
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regressziofiiggvény éri el, ugyanis minden g fliggvényre
E{(¢(X) - Y)*} = E{(m(X) - Y)*} + E{(m(X) — ¢(X))*}

A jobb oldal méasodik tagjat a g fliggvény integralt négyzetes hibajanak
nevezzik és J(g)-vel jeloljiik:

J(9) € E{(m(X) - g(X))*}.

A négyzetes kozéphiba nyilvan pontosan akkor lesz kozel a minimumbhoz,
ha J(g) kozel van a 0-hoz.

A regresszidbecslés feladatandl adottak az (X,Y)mnak a D, =
{(X1,Y1),...,(X,,Y,)} figgetlen, azonos eloszlast példdnyai. Az m(x)-nek
olyan

my(z) = my(z, Dy)

becslését akarjuk megkonstrudlni, amelyre J(m,) kicsi, azaz az m,, reg-
resszidfiiggvény becslés m-hez valé konvergencidjat vizsgaljuk.
Az m,, becslé gyengén (erésen) univerzdlisan konzisztens ha

J(m,) — 0 sztochasztikusan (1 valdszintiséggel)

(X,Y) minden olyan eloszlasdra, amelyre E{Y?} < co.
Stone (1977) mutatott ré elészor, hogy léteznek gyengén univerzélisan
konzisztens becslok. A kovetkez6 alaku becsléket vizsgalta:

my(z) =Y Wi(z; Xy, ..., Xn)Ys
i=1
Ezek a becslok lokalis atlagold tipusiak, mivel a W,,; silyok jellegzetesen
nemnegativak, osszegiik 1, tovabba W,,; “nagy”, ha z és X; “kozel” van
egymashoz, egyébként W,,; “kicsi”.

A k-legkozelebbi szomszéd becsld esetében, W, (z; Xy,...,X,) =
1/k, ha X; az x k legkozelebbi szomszédjanak egyike Xi,..., X, kozil,
kulonben W,,; = 0. Ha

k, — o0, kp/n— 0,

akkor a k,-legkozelebbi szomszéd becslé gyengén univerzalisan konzisztens
(Stone (1977)). Ha

lim £, /log(n) = oo, lim k,/n =0,

akkor a k,-legkozelebbi szomszéd becslé erésen univerzalisan konzisztens (De-
vroye, Gyorfi, Krzyzak and Lugosi (1994)). A konzisztencia feltételei igen
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altalanosak, ezen beliil a konvergenciasebesség nagyon kiilénbozo lehet. A
k j6 vélasztasa, az adaptacié tehat egy alapveté kérdés, amely torténhet
szakértok kombinaldsaval.
A hisztogram vagy particiés becsld R? egy P, = {An1, Anz. ..}
particidja esetén az
mn(x) _ L=l Y;I(TL(QJV‘)Q)7
?:1 K, (.’L’ ) XZ)

fiiggvény, ahol K, (r,u) = 372, e, uea,,] (Ia az A esemény in-
dikdtorfiiggvényét jeloli). Gyenge és erés univerzalis konzisztencidra vonat-
kozé eredményeket bizonyitott Devroye, Gyorfi (1983) és Gyorfi (1991).

A regressziéfiiggvényt az

X YiK(r - X;)
mn(m) — Z:‘Lzl Kh(flf _Xz) )

magfiiggvényes becslovel is lehet becsiilni ahol h = h,, > 0 egy n-tdl fliggd
simité tényezd, K egy abszolit integrdlhaté fliggvény (a magfiiggvény), és
Kp(x) = K(z/h). A magfiiggvényes becslés gyenge és erds konzisztencidjat
bizonyitotta Devroye és Wagner (1980), Spiegelman és Sacks (1980), Devroye
és Krzyzak (1989).

Az eddig ismertetett regressziébecslési modszerek a lokdlis atlagolas
elvén alapultak. Létezik egy masik, hasonléan természetes alapelv, az em-
pirikus hibaminimalizalas, amely szintén elvezethet univerzalisan konzisztens
becslésekhez. Valasztunk egy F, fliggvényosztilyt, és a regressziobecslés
ebbol az osztalybdl veszi az értékeit. Az F,, kivalasztasakor vagy az m reg-
resszidfiiggvényrol szerzett ismereteinket vessziik figyelembe, vagy F,, olyan
fiiggvényekbol all, amelyek szamitégéppel bizonyos szamitasi bonyolultsdggal
realizalhatok. Az empirikus hibaminimalizalas alapotlete, hogy az

1 n
SR - VP
j=1

empirikus hibat minimalizaljuk, és azt a figgvényt valasszuk ki F,
fiiggvényosztdlybol, amelynek az empirikus hibdja minimalis (Gyorfi, Kohler,
Krzyzak, Walk (2002)).

Az univerzalis predikcié problémajanak masik forrasa az idésorok, vagyis
a fligg6 megfigyelések esete. Itt az adatok a D,, = {(X1,Y1),...,(Xn, Ya)}
sorozat, amelyrél feltessziik, hogy stacionarius és ergodikus. A feladat min-
den n idépontban a

min B{(9(Xos1, Dn) = Yira)’})
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minimalizdlas. A legjobb prediktor a
E{Yn—H |Xn+17 Dn}

feltételes varhatéd érték, amely nem tanulhaté meg olyan értelemben, hogy
nincs olyan g, predikciésorozat, melyre

T}E&(Qn(Xn—&-la Dy) = E{Yo11|Xni1, Di}) =0
egy valoszinliséggel minden stacionarius és ergodikus adatsorozatra.

Ha az adatok egy Gauss-folyamat, akkor ez a feltételes varhatd érték,
vagyis a prediktor linedris, és a probléma lényegesen egyszeriibb. Sajnos
az Ujabb idosoraink jellegzetesen messze nem Gauss-folyamatok, s6t ha a
megszokott linedris elorejelzéseket hasznéljuk, akkor gyakran hasznalhatatlan
eredményeket kapunk. Ilyen kellemetlen tapasztalatokra szamithatunk, ha az
emberi tényezoének szerepe van az illeté idésor keletkezésében, mint példaul
a pénziigyi folyamatok esetén.

Altaldnosan a vagyunk az

L* = nlLHOlo mgin E{(9(Xns1, Dn) — Yn+1)2}
optimum elérése, amely az el6z6ek miatt nem lehetséges. Ugyanakkor létezik
Cesaro-konzisztens predikcidsorozat g,, azaz amelyre

1 .
Jim n > (9i(Xig1, Dy) = Yi1)* = L

=1

egy valdsziniiséggel minden stacionarius és ergodikus adatsorozatra. Az ilyen
predikcidsorozatot univerzalisan konzisztensnek nevezziik, és vazlatosan
megmutatjuk, hogyan konstrudlhaté univerzalisan konzisztens prediktor
szakértok kombinaldsaval.

1. lemma: (Kiwvinen, Warmuth (1999)). Jeldlje hy, ha, ... predikcicknak egy
csaladjdt (szakértdket) és {qp} egy valdsziniségeloszlast. Tegyiik fel, hogy
hi(yi ™) < B és |ya| < B. Legyen

w, = qre— M- Din1 (/e

ahol c = 8B?, és
v o W,k
TL,k‘ - oo :
i=1 Wn



Ha a kombindlt g predikciot gy definidljuk, hogy

(™) =" vnrhi(yp ™),
=1

akkor

i cln gy
L,(g9) < Héf <Ln(hk) - > )

Ennek a lemmanak az egyik specialis esete az, amikor véges sok, K
szakért (prediktor) van és {qi} az egyenletes eloszlas. Ekkor

In K
La(g) < min Ly (hy) + ——,
n

vagyis a kombinalt szakérté hibaja alig nagyobb, mint a legjobb szakérto
hibaja.

Bizonyitas. A bizonyitas elemi. Legyen W; = 1 és W, = Y02, w i, ha
t > 1. Mivel

[e.e]
Wi = Zwt+1,k
k=1

— Z qke—tLt(hk)/C
k=1

_ iqkef(H)szl(hk>/cf(yt—hk<y§—1>)2/c

k=1
— iwtke*(yt*hk(yf*l))z/c
k=1
= WY e )
k=1

ezért,

—eln M{f{t;l — —¢ln (Z vt7ke(ythk(y§1))2/c> '

t k=1
¢ = 8B? miatt az F(z) = e"®=2%/¢ fiiggvény konkév a [—B, B] intervallu-
mon, tehat a Jensen egyenlGtlenség miatt

o (2 [ o]

> 2
> Z U ke_(yt—hk(yi_l)) /e
k=1

Y



ezért t > 1 esetén

o 2
-1
L; (U (yt — hi(yt ))] < —cln W,

Kovetkezésképp

nln(g) = Z(yt—g(?fi‘l))2

[e.9]

_ zn: lz Vi g (yt — hk(?ﬁ_l))r

k=1

= —cln (Z qke”L”(h’“)/C>

k=1

< —cln (sup qke_”L"(hk)/C>
k

= i%f (—clngy +nLy(hy)) -

Térjiink vissza a fliggd megfigyelések problémajara, vagyis amikor
(X1,Y1),...,(X,,Y,) staciondrius és ergodikus. Tegyiik fel, hogy |Yy| < B.
Egy elemi prediktort (szakértot) jeloljon h&9 k. ¢ =1,2,.... Legyen G, az
R4ill. Hy, az R kvantéléja. Rogzitett k, ¢ esetén legyen I, azon k < i < n
idépontok halmaza, amikor van k hosszu illeszkedés a kvantalt sorozatra:

Gz(wi_k) = Gelzy_)
és '

Ho(y;=) = Ho(yp~p)-
Akkor a szakérté predikcidéja az i illeszkedési idépontokhoz tartozé y;-k
atlaga:

n o, n— Zz I, Yi
thk’Z)( 1591 1) = |€I | :
n

Egyenként ezek a szakértok nem univerzalisan konzisztensek, ugyanis
kicsi £ esetén a becslés torzitasa nagy, masrészt nagy k esetén a széras lesz

8



nagy, mert kevés az illeszkedés. Ugyanez mondhatd el a kvantalokra. A
probléma az, hogy az adatok fliggvényében hogyan vélaszthaté meg k,¢.
Ennek a feladatnak egy lehetséges megoldasa a szakértok kombindlasa.

A kombinalt predikciot az el6z6 lemma segitségével konstrudljuk, azaz
valasztunk egy {qx} valészintiségeloszlést (k, £)-en, és ¢ = 8 B? esetén legyen
(- (k:0)) /¢
Wi ko = Qg€ (=D Le—a (5]
és

Vprp = Wy k.0
Lkt — oo
Zi,j:1 Wt i,5

Ekkor a kombinalt predikcid

gt(xivyiil) = Z Ut,k,zh(k’e)(l’ijyiil) .
k=1

1. tétel: (Gyorfi, Lugosi (2001)). Ha a Gy és H, kvantdlok ”aszimptotiku-
san finomak”, és P{Y; € [-B, B|} = 1, akkor a kombindlt g prediktor uni-
verzdlisan konzisztens.

3 Alakfelismerés: 0 — 1 koltség

Az alakfelismerés &ltalanos feladatdban az y; {1,2,... M} értéki. Az i
id6pontban a déntének (osztélyozdénak, preditornak) tippelni kell y;-re, ha
rendelkezésre all a mult (2%, ;7 ").

n 1épés utdn az empirikus hiba az z7, y] sorozatra

1

Ln(Q) = n

; I{g(riyyi_l)#yi}’
vagyis a koltség a 0 — 1 koltség, és L, (g) a hibak relativ gyakorisaga.

Az alakfelismerés statikus feladatdaban az {1,2,... M} lehetséges értékii
Y valdszintiségi véltozé (cimke, osztaly) értékét kell eldonteni adott X d-
dimenziés véletlen vektor (megfigyelés) alapjan. A dontés vagy osztélyozasi

szabaly egy
g:RY—{1,2,... M}

dontésfliggvény. Az osztalyozasi szabaly minGségét az

L(g) € P{g(X) #Y}.



hibaval6szintiség méri. A lehet6 legjobb (legkisebb) hibavalészintiséget a
Bayes-dontés adja:

g (2) i, ha P{Y = i|X = 2} = max P{Y = j|X = z}.
J

A Bayes-dontés hibajat, L(g*)-ot, Bayes-hibanak nevezik, és L*-gal is
jelolik. A Bayes-dontéshez ismerniink kellene Y-nak X feltétel melletti
feltételes eloszlasait. Az alakfelismerés feladatanal ezek ismeretlenek, de ren-
delkezésiinkre dllnak a D,, = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} adatok, melyek (X,Y)
fliggetlen és azonos eloszlastu példanyai. Egy olyan adatoktol fliggo

QN(‘/E) = gn($7 Dn)

osztéalyozasi szabalyt akarunk megkonstrualni, amelyre
ef
Ly € L(ga) = P{ga(X) # Y|Dy}

kozel van L*-hoz.
Most is kétfajta univerzalis konzisztenciarél beszélhetiink: A g,
osztalyozasi szabaly gyengén univerzalisan konzisztens, ha

EL, = P{g.(X)#Y} — L*

(X,Y) minden eloszlasara. A g, osztdlyozési szabdly er6sen univerzalisan
konzisztens, ha

P{g.(X) #Y|D,} — L* 1 val6szintiséggel

(X,Y’) minden eloszlaséra.

A regressziofiiggvénybecsléshez hasonldan itt is két egyszeri alapelv fo-
galmazhaté meg. Az egyik a lokalis tobbségi dontés elve:
A k-legkozelebbi szomszéd szabaly a

gu(z) = argmax > W,(z)1y,—

dontéstiiggvény, ahol W, ; az el6z0 szakaszban definialt legkozelebbi szomszéd
suly.
A particiés szabaly a

gn(x) = argmax 3 Iixea, @) vi=)
JE{1,2,..M} =1
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dontésfiiggvény, ahol A, (z) a P, azon cellija, amelybe x beleesik.
A magfiiggvényes szabaly a
gn(r) = argmax > Ky, (X; — 2)[y,—j
Je{1,2,..M} j=1
dontésfliggvény.

Az alakfelismerési médszerek masik nagy csoportja, az empirikus hi-
baminimalizalason alapulé mddszerek. Egy ¢ dontésfiiggvény empirikus
hibédja az

1 n
Ln(9) = = >_ Trgtxsvay
i=1

mennyiség. Az empirikus hibaminimalizalas moédszere a dontésfliiggvények
egy JF, csaladja esetén a

gn(x) = argmin L, (g)
geFn

dontésfiiggvényt valasztja (Devroye, Gyorfi and Lugosi (1996)).

Visszatérve az univerzalis predikcio problémaéjahoz 0 — 1 koltségfiiggvény
esetén megjegyezziik, hogy itt mas a kombinalas, mégpedig egy randomizélas
a szakértok felett:

2. lemma: (Cesa-Bianchi (1997)). Jeldlje hy,..., hx predikcidknak egy
véges csaladjdat. Legyen

W = e~ (" DIn-1(u)

o W,k

B Zfil wn,i'

Ha a kombindlt, randomizdlt g predikciot gy definidljuk, hogy régzitett n
esetén a vy, eloszlds szerint vdlasztunk egy U, véletlen szdmot, és

g(y?_la Un) = hUn (y{l_l)>

In K
EL,(g) < min Ly, (k) + /=
(9) < min Ly (hye) +1/ =

Ezzel a kombinalasi technikaval oldhaté meg az alakfelismerés feladata
fliggé megfigyelések esetén (Gyorfi, Lugosi and Morvai (1999)).

Un,k

akkor
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4 Portfoliovalasztas: logaritmikus koltség

A t6zsdei portfoliovalasztas is egy eldrejelzési probléma, ahol a részvények
értékének valtozasat akarjuk megjosolni. Tegyiik fel, hogy d darab részvény
van, és a tokénket minden nap elején szabadon tjraoszthatjuk a részvények
kozott.

Egy nap végén az egyes részvények eredményességét az x = (2, ... (@)
hozamvektor adja meg, amelynek j-edik komponense ) a j-edik részvénybe
fektetett egységnyi tOke értéke a nap végén. A befektetésiinket a b =
(b, ... b)) portfoliovektorral adjuk meg, amelynek j-edik komponense b\
azt mondja meg, hogy a j-edik részvénybe tokénk hanyadrészét fektetjik be.
Ekkor Sy kezd6 toke esetén a toke egy nap mulva

d
Sl = S() Z b(J)ZL’(J) = So(b, I),

=1

ahol (-,-) a skaldrszorzatot jeldli.

Hosszu idejti befektetések esetén jelolje az x; vektor az i-edik nap végén
a hozamvektort, azaz az z; vektor j-edik komponense azt mondja meg, hogy
a j-edik részvénybe fektetett egységnyi toke mennyit ér az i-edik nap végén.
Legyen kezdetben Sy tokénk. Els6 nap a portfolionkat egy b, vektorral adjuk
meg, ahol b; komponensei nemnegativak és az Osszegiik 1. Az elsé nap végén
a tokénk

S1 = Sp - (b, x1).

Si-et a masodik nap elején jbol befektetjiik egy by portfolio szerint, ahol by
mar fligghet x,-t6l. Ekkor

Sy = So+ (b1, 1) - (b2(1), 2).

Ezt folytatva tokénk az n-edik nap végén

5= 55 [T (e, 20) = Spe s W20 = g onin)

i=1

Tehat a b* = {b(z}"1)} portfolio (prediktor) esetén annal jobban gyarapodik
a pénziink, minél nagyobb az L,(b*) = L Y1 | In(b;(z{™"), ;) 4tlagos kamat-
szint. Ezzel indokolhaté a logaritmikus koltségfiiggvény, bar ebben az eset-
ben a koltségfliggvény elnevezés nem annyira szerencsés, hiszen most L, (b*)-t
nyilvan maximalizalni akarjuk (Cover (1991), Cover and Thomas (1991)).
Az el6z6 szakaszok alapjan a szakértok kombinaldsa itt igen egyszertien

levezethetd. Jellje hy, ho, ... portfolidknak egy csaladjét (szakértéket) és

12



{qr} egy valdszintliségeloszlast. Legyen

W = el En1 )

és

W,k
= -
Zizl Wn, i

A kombinalt g portfoliét igy definialjuk, hogy

Unk =

o0
= > vnphp (2l
k=1

Egyszertien belathaté, hogy ez a kombinalas egy elbonyolitott forméaja annak
az eljarasnak, amikor az elején az Sy kezdd tékémet a {gi} eloszlas szerint
szétosztom a szakértok kozott, és "hagyom Oket dolgozni”, azaz az n-edik
idopontban a pénzem Osszesen:

Sn(g)

SO enLn (g)
SpeXi (et )

S, ﬁ<g<x§-1> )
S, H Yoty wi (e (2i7), ;)

Zk 1wzkz
o [ SR et (a1, )
Oz 1 Zkf qke(ifl)[/ifl(hk)
n iL;(hk)
SOH Zk 1%6) o
qke Li 1 k
S Z qkenLn(hk)
k=1

Z @S (h),

ahol S,,(hx) a hy portfolio értéke Sy kezd6 téke esetén (Cover and Ordentlich

(1996), Opper and Haussler (1997)).

Ebbol kovetkezik egy alsé becslés a kombinélt portfolio kamatszintjére,

ugyanis Sy = 1 esetén

13



In (zk; qkSn(hk)>
n

n { max qkSn(hk))

SI=3l~ 3

max (Ingg + In S, (hy))

Il
-
"

1
Lo(he) + Q) |
n

Ha véges sok K portfolionk van, és a ¢ eloszlas egyenletes, akkor ez a korlat

In K

Ha K = 20 szakértét dolgoztatunk egy évig (n = 365), akkor kamatszinten
legfeljebb 0.008 a veszteséglink a legjobb kamatszinthez képest.

Staciondrius és ergodikus t6zsdei folyamat esetén Algoet (1992) adott

aszimptotikusan optimélis empirikus portfoliostratégiat.
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