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Kivonat

A cikk olyan új szekvenciális befektetési stratégiákat mutat be, amelyek
általános feltételek mellett garantálják a befektető számára az aszimptoti-
kusan optimális hozamszint elérését. A stratégiák analitikus és empirikus
tulajdonságait is áttekintjük. Az analitikus eredmények rámutatnak arra,
hogy a stratégiák aszimptotikus hozamszintje stacionárius és ergodikus pia-
cokon egybeesik a log-optimális hozamszinttel, amelyet csak a piaci árakat
generáló háttérfolyamat teljes együttes eloszlásának ismeretében érhetnénk
el. Összehasonlítjuk az alkalmazott modellt a hagyományos Markowitz-féle
portfólióelmélettel.
Journal of Economic Literature (JEL) kód: G11.

1. Bevezetés

A cikkben a pénzügyi piacokon alkalmazható szekvenciális befektetési (portfóli-
óválasztási) stratégiákat mutatunk be. Szekvenciális stratégia alatt, olyan kauzális
stratégiát értünk, amely a piacról rendelkezésre álló múltbeli adatokat használva,
minden kereskedési periódus (nap) végén megváltoztathatja a portfóliót, azaz a tő-
két újraoszthatja a rendelkezésre álló értékpapírok között. A befektet̋o célja, hogy
hosszútávon maximalizálja a vagyonát anélkül, hogy ismerné a részvényárfolya-
mokat generáló háttérfolyamat eloszlását. Szemben a klasszikus modellekkel,
amelyek a piac működésének a leírására erős statisztikai feltételezéseket tesznek,
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az ismertetett modellekben a matematikai vizsgálatok során használt egyetlen fel-
tétel, az, hogy a napi hozamok stacionárius és ergodikus1 folyamatot alkotnak. E
feltétel mellett az aszimptotikus növekedési rátának (napi átlagos hozamszintnek)
egy jól definiált maximuma van, amely elérhető a folyamat eloszlásának ismere-
tében (lásd Algoet és Cover [2]).

Léteznek univerzálisan konzisztens módszerek (pontos definíciót lásd 2. fe-
jezetben), amelyek a fent említett aszimptotikusan optimális hozamszintet elérik,
anélkül, hogy bármilyen előzetes ismeretük lenne a folyamat eloszlásáról, lásd
Algoet [1], Györfi, Lugosi és Udina [15] és Györfi és Schäfer [16]. A cikkben
áttekintjük azokat az univerzálisan konzisztens stratégiákat, amelyek nem csak az
optimális aszimptotikus növekedési rátát garantálják stacionárius és ergodikus fo-
lyamatok esetén, hanem (véges idejű) szimulációk esetén is jó eredményt érnek
el. A szimulációk során az algoritmus teljesítményét a New Yorki Értékt̋ozsde
(NYSE) referencia adathalmazán vizsgálták.

A szimulációs eredmények alátámasztják, hogy a javasolt módszerek képesek
megtalálni és hatékonyan kiaknázni, a részvényárak közötti rejtett és bonyolult
összefüggéseket.

A cikk hátralév̋o részének a felépítése a következő. A 2. fejezetben bemutat-
juk a log-optimális portfólió-stratégiát, áttekintjük azalkalmazott modellek ma-
tematikai hátterét és az ahhoz kapcsolódó eredményeket. A 3. fejezetben bemu-
tatjuk a hisztogram, a magfüggvény és a legközelebbi szomszéd alapú becslőket,
mint lehetséges portfólióválasztási stratégiákat. A 4. fejezetben összehasonlítjuk
a log-optimális és Markowitz-féle portfólió stratégiát. Az 5. fejezetben összefog-
laljuk a cikkben bemutatott eredményeket.

2. Matematikai modell

A cikkben vizsgált részvénypiaci modellt alkalmazta többek között Breiman [6],
Algoet és Cover [2] és Cover [9]. Tegyük fel, hogy a piacond darab részvény
van, és a t̋okénket minden nap elején szabadon újraoszthatjuk a részvények kö-
zött. A vizsgálatok során nem használjuk a közgazdasági modellekben gyak-
ran alkalmazott feltevést, hogy az egyik értékpapír kockázatmentes. Jelöljex =
(x(1), . . . x(d)) ∈ R

d
+ a hozamvektort, amelynekj-edik komponense,x(j) ≥ 0, aj-

edik részvény záró árainak arányát fejezi ki az adott nap és azt követ̋o nap között.
Más szóval,x(j), azt mondja meg, hogy az adott nap végén aj-edik részvénybe
fektetett egységnyi tőke mennyit ér a következő nap végén.x(j) tehát egy 1 körüli
szám.

A befektet̋o minden egyes kereskedési periódus elején diverzifikálja atőkéjét

1Részletesen lásd: Medvegyev P.: Valószínűségszámítás, 12.5.2.fejezet.
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egy b = (b(1), . . . b(d)) portfólióvektor szerint. Ab j-edik komponenseb(j), azt
mondja meg, hogy a befektető aj-edik részvénybe tőkéjének hányad részét fekteti
be. A cikkben feltesszük, hogyb portfólióvektor nem negatív komponensekből
áll, amelyeknek az összege 1, azaz,

∑d
j=1 b(j) = 1. Az utóbbi feltétel azt jelenti,

hogy a befektetési stratégia önfinanszirozó, az előbbi pedig a rövidre eladási (short
sale) üzleteket zárja ki. JelöljeS0 a befektet̋o kezdeti t̋okéjét, ekkor a t̋okéje egy
nap múlva

S1 = S0

d∑

j=1

b(j)x(j) = S0 〈b , x〉 ,

ahol〈· , ·〉 a skalárszorzatot jelöli.
Hosszú idejű befektetések esetén a piac változásátx1,x2, . . . ∈ R

d
+ hozam-

vektor sorozattal jellemezhetjük.xi hozamvektorj-edik komponensex(j)
i , azt

mondja meg, hogy aj-edik részvénybe fektetett egységnyi tőke mennyit ér azi-
edik nap végén. Mindenk ≤ i esetén azxi

k rövidítést használjuk a hozamvektorok
(xk, . . . ,xi) sorozatára és jelölje∆d az összesb ∈ R

d
+ nemnegatív komponensű

vektor szimplexét, amely komponenseinek az összege 1. EgyB = {b1, b2, . . .}
befektetési stratégiafüggvényeknek egy sorozata

bi :
(
R

d
+

)i−1
→ ∆d , i = 1, 2, . . .

úgy, hogybi(x
i−1
1 ) jelöli a befektet̋o által azi-edik napra a piac korábbi viselke-

dése alapján választott portfólióvektort. Az egyszerűség kedvéért a kés̋obbiekben
a következ̋o jelölést használjukb(xi−1

1 ) = bi(x
i−1
1 ).

Az S0 kezdeti t̋okéb̋ol kiindulva, n-edik nap végén aB befektetési stratégia
tőkéje

Sn = S0

n∏

i=1

〈
b(xi−1

1 ) , xi

〉
= S0e

Pn
i=1 log〈b(xi−1

1 ) , xi〉 = S0e
nWn(B),

aholWn(B) az átlagos hozamszint (növekedési ráta)

Wn(B) =
1

n

n∑

i=1

log
〈
b(xi−1

1 ) , xi

〉
.

Nyilvánvalóan,Sn = Sn(B) maximalizálása ekvivalensWn(B) maximalizálásá-
val.

A szekvenciális befektetések elméletében a piac viselkedésének modellezésé-
re két f̋o megközelítés létezik. Az egyik, amikor a hozamvektorx1,x2, . . . tet-
sz̋oleges értékeket vehet fel és nincsen sztochasztikus feltevésünk a részvényára-
kat generáló háttérfolyamatról, lásd például, Cover [9], Cover és Ordentlich [10],
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Singer [33], Hembold, Schapire, Singer, és Warmuth [19], Ordentlich és Cover
[30], Vovk és Watkins [36], Blum és Kalai [4], Borodin, El-Yaniv, és Gogan [5],
Cesa-Bianchi és Lugosi [7], Cross és Barron [11] és Stoltz és Lugosi [34]. Az
ilyen x1,x2, . . . sorozatot individuálisnak is nevezik. Ennél a megközelítésnél
az elért vagyont a referencia stratégiák (szakértők) egy osztályával hasonlítják
össze. Például, Cover [9] a konstans újrasúlyozott portfóliók (Constantly Reba-
lanced Portfolios, CRP) osztályát vizsgálta, aholB befektetési stratégiákb(xi−1

1 )
függvényei egyenlőek egy fix portfólióvektorral, mely függetleni-től és a múlttól
xi−1

1 -től is. Az adott periódusra a legjobb konstans újra súlyozottportfóliót csak
utólag lehet meghatározni, tehát ez nem kauzális stratégia. Cover megmutatta,
hogy létezikB befektetési stratégia (úgynevezett univerzális portfólió2), amely-
nek a teljesítménye ugyanolyan jó, mint a legjobb konstans újrasúlyozott portfólió
teljesítménye a következő értelemben:

Wn(B) ≥ max
C∈C

Wn(C) −

(
d − 1

2n
log n + O

(
1

n

))

minden lehetségesxn
1 hozamvektorra, aholC a konstans újrasúlyozott portfóliók

osztálya. Vagyis ennek a nem előrelátó, azaz kauzális, startégiának az átlagos
hozamszintje legfeljebb egyd−1

2n
log n-es hibatagban marad el a legjobb előrelátó

(nem-kauzális) konstans újrasúlyozott portfólió növekedési rátájától. A fentebb
említett referenciák ezt az eredményt terjesztették ki különböz̋oképpen.

A következ̋o egyszerű példa demonstrálja a konstans újrasúlyozott portfóliók
erejét [19].

1. PÉLDA . Legyen 2 részvény a piacon, az egyik kockázatmentes értékpapír, amely-
nek nincs hozama, illetve a másik egy nagy volatilitású részvény. Minden páros
napon a részvény értéke megduplázódik és minden páratlanadik napon a rész-
vény értéke megfeleződik. Az els̋o értékpapír hozamvektora1, 1, 1, . . . a máso-
diké 1

2
, 2, 1

2
, 2, . . .. Egyenként egyik értékpapír sem tudna2-es faktornál nagyobb

hozamot relizálni, de ha pénzünket egyenlően helyezzük el a két értékpapírban,
azaz az egyenletesb =

(
1
2
, 1

2

)
portfóliót használjuk, akkor a exponenciális növe-

kedést tudunk elérni. A páratlan napokon a vagyon csökkenése 1
2
× 1+ 1

2
× 1

2
= 3

4

míg páros napokon a növekedés1
2
× 1 + 1

2
× 2 = 3

2
, azaz2n nap után a hozam

(
9
8

)n
.

A fenti megközelítés előnye, hogy nem használ a piac leírására bonyolult statiszti-
kai modelleket és az eredmények minden lehetségesxn

1 sorozatra fennállnak. Eb-
ből a szempontból ez a megközelítés nagyon robosztus, másfelől azonban nehéz

2Nem keverend̋o össze a kés̋obbiekben bevezetésre kerülő univerzálisan konzisztens portfólió
stratégiával.
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követni a referencia osztályban lévő legjobb stratégia viselkedését. Például a leg-
jobb konstans újrasúlyozott portfólió aszimptotikusan optimális, ha ax1, . . . ,xn

hozamvektor egy független azonos eloszlású (f.a.e.) valószínűségi változó vektor-
sorozatnak egy realizációja (lásd lentebb). Nem jól használható viszont, abban a
valós piac működéshez jóval közelebb álló esetben, ha a különböz̋o kereskedési
periódusokban lév̋o hozamvektorok között erős, például Markov típusú, statiszti-
kai függések vannak. Megoldásként a szakértőknek nagyobb referencia osztályait
is vizsgálták, de hasonló korlátokba ütköztek (lásd, pl., Cover és Ordentlich [10],
Singer [33] és Cross és Barron [11] kapcsolós portfóliója (switching portfolios)).

A másik, szokásos megközelítés, hogy feltesszük a hozamvektorról, hogy va-
lamilyen statisztikai modellel leírható véletlen folyamatból származik. Ennek a
klasszikus néz̋opontnak az előnye az, hogy minden folyamat esetén elvileg meg-
határozható egy optimális stratégia (részletesen lásd később), amely függ a folya-
mat ismeretlen eloszlásától. Azonban, mind időben, mind a részvényárak között
bonyolult függ̋oségek lehetnek, amelyek nagyon megnehezítik a statisztikai mo-
dellek készítését.

A cikkben ötvözzük a fenti két megközelítést. Annak ellenére, hogy fel-
tesszük, hogy a hozamvektor egy véletlen folyamat realizációja, nem tételezünk
fel semmilyen paraméteres struktúrát az eloszlásról vagy az időbeli függésekr̋ol.
Az általunk bemutatott modell nem-paraméteres statisztikán alapszik, az egyetlen
feltevés, amit használunk, hogy a piac stacionárius és ergodikus, amely megen-
ged tetsz̋olegesen komplex eloszlásokat. A vonatkozó eredmények fő üzenete,
hogy léteznek nem-paraméteres befektetési stratégiák, amelyek hatékonyan fel-
tárják a múltbeli adatokban lévő rejtett összefüggéseket, és ezeket kiaknázva ké-
pesek gyors vagyonnövekedést elérni.

2.1. Log-optimális portfólió

Tegyük fel, hogyx1,x2, . . . azX1,X2, . . . véletlen valószínűségi változók reali-
zációja, amelyek egy vektor-értékű stacionárius és ergodikus folyamatot{Xn}

∞
−∞

alkotnak. A fenti feltételek mellett vizsgálta pl. Breiman [6], Algoet és Cover [2],
Algoet [1], Walk és Yakowitz [37], Györfi és Schäfer [16] és Györfi, Lugosi és
Udina [15] a portfólióválasztási problémát.

Az [1]-ben és a [2]-ben meghatározott alapvető korlátok rámutattak, hogy az
úgynevezettlog-optimális portfólióB∗ = {b∗(·)} a legjobb választás. Formáli-
san, azn-edik kereskedési periódusban jelöljeb∗(·) a log-optimális portfóliót:

E
{

log
〈
b∗(Xn−1

1 ) , Xn

〉∣
∣Xn−1

1

}
= max

b(·)
E
{

log
〈
b(Xn−1

1 ) , Xn

〉∣
∣Xn−1

1

}
,
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ahol E{·|Xn−1
1 } = E{·|X1,X2, . . . ,Xn−1} a múltbeli hozamvektorok szerint

vett feltételes várható értéket jelenti3.
Ha általános esetbenS∗

n = Sn(B∗) jelöli aB∗ log-optimális portfólió-stratégiával
elért t̋okétn nap után, akkor minden tetszőlegesB befektetési stratégia által elért
Sn = Sn(B) vagyonra és{Xn}

∞
−∞ tetsz̋oleges stacionárius és ergodikus folyamat

esetén

lim sup
n→∞

1

n
log

Sn

S∗
n

≤ 0 1 valószínűséggel (1)

és

lim
n→∞

1

n
log S∗

n = W ∗ 1 valószínűséggel,

ahol

W ∗ = E

{

max
b(·)

E
{

log
〈
b(X−1

−∞) , X0

〉∣
∣X−1

−∞

}
}

a log-optimális befektetési stratégia növekedési rátája.
Az (1) egyenl̋otlenség alapötlete a következő. Tekintsünk egy tetszőlegesB

stratégiát és a hozzátartozó vagyontSn-t, ekkor az átlagos napi hozamszintet bont-
suk fel a következ̋oképpen

1

n
log Sn =

1

n

n∑

i=1

log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉
=

1

n

n∑

i=1

Zi +
1

n

n∑

i=1

Yi, (2)

ahol
Zi = log

〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉
− E

{
log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}

és
Yi = E

{
log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}
.

EkkorZ1, Z2, . . . egy úgynevezett martingáldifferencia-sorozat4, amelyre igen ál-
talános feltételek mellett

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Zi = 0 1 valószínűséggel.

Következésképpen1
n

log Sn aszimptotikus viselkedését az1
n

∑n
i=1 Yi összetev̋o

3Részletesen lásd: Medvegyev P.: Valószínűségszámítás, Aula 2002, 9.1.3. fejezet.
4Részletesen lásd: Medvegyev P.:Valószínűségszámítás, Aula 2002, 9.2.3. fejezet.
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viselkedése határozza meg. Ugyanakkorb∗ definíciója miatt

1

n

n∑

i=1

Yi =
1

n

n∑

i=1

E
{

log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}

≤
1

n

n∑

i=1

max
b(·)

E
{

log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}

=
1

n

n∑

i=1

E
{

log
〈
b∗(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}
,

ami viszont az1
n

log S∗
n aszimptotikus viselkedésének felel meg. Tehát nincsen

olyan befektetési stratégia, amelynek aszimptotikusan nagyobb a hozamszintje,
mint a log-optimális portfóliónak.

A b∗ definíciójából következik, hogy f.a.e. piacok eseténb∗ konstans ésW ∗ =
maxb E {log 〈b , X0〉}, ami azt mutatja, hogy ebben az esetben a log-optimális
portfólió egybeesik a legjobb konstans újrasúlyozott portfólióval, Breiman [6],
Kelly [20], Latané [21], Finkelstein és Whitley [13], Barron,Cover [3], Morvai
[25, 26], Móri [27, 28] és Móri és Székely [29].

Tekintsük a 1. PÉLDÁ-nak egy sztochasztikus verzióját [9].

2. PÉLDA . LegyenX = (X1, X2) a hozamvektor ésb = (b, 1 − b) a portfólió
vektor. Az egyik értékpapír hozama konstans1, a másiké2 vagy 1

2
értéket vesz

fel 1
2
, 1

2
valószínűséggel. FormálisanP(X1 = 1) = 1 míg P(X2 = 2) = P(X2 =

1
2
) = 1

2
. Tegyük fel továbbá, hogyX1, X2, . . . f.a.e. sorozat. Ekkor a log-optimális

portfólióban az els̋o értékpapír aránya:

b∗ = arg max
b

E log 〈(b, 1 − b) , X〉 = arg max
b

E log(b + (1 − b)X2)

= arg max
b

(
1

2
log

(
b

2
+

1

2

)

+
1

2
log(2 − b)

)

=
1

2
.

Azaz a log-optimális portfóliób∗ =
(

1
2
, 1

2

)
, amelynek a napi várhatóhozama:

E 〈b , X〉 =
1

2
+

1

2
E {X2} =

9

8
.

Természetesen, a log-optimális portfólió meghatározásához, a folyamat (vég-
telen dimenziós) eloszlásának teljes ismerete szükséges.A kés̋obbiekben azokat a
befektetési stratégiákat, amelyek aszimptotikusan elérik az optimálisW ∗ hozam-
szintet az eloszlás ismerete nélküluniverzálisan konzisztensneknevezzük. Pon-
tosabban, egyB befektetési stratégiát univerzálisan konzisztensenk nevezünk az
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{Xn}
∞
−∞ stacionárius és ergodikus folyamatok egy osztályán, ha az osztályban

minden folyamatra

lim
n→∞

1

n
log Sn(B) = W ∗ 1 valószínűséggel.

2.2. Megjegyzések a log-optimális portfólióhoz

Számos közgazdász nem értett egyet aE log Sn, mint cél maximalizálásával, és
többnyire a hasznosságelmélet oldaláról indítottak támadást a log-optimális portfólió-
választás ellen. Az eddigi általános feltételekkel szemben (stacionárius és ergo-
dikus hozamok), ebben az alfejezetben jóval korlátozóbb feltételezéssel élünk,
mégpedig, hogy a hozamok független azonos eloszlásúak. A kritikák e feltételek
mellett születtek.

Egy tipikus kritika a következ̋o. Tételezzük fel, hogy az egyes eszközök ho-
zama független azonos eloszlást követ. JelöljeSn a vagyont azn-edik periódus
végén, továbbá legyen a hasznosság a következő módon adott:

U(Sn, γ) = Sγ
n/γ,

aholγ 6= 0. Ahhoz, hogy a várható hasznosságot maximalizáljuk, minden egyes
időpontban azonos portfóliót kell választanunk. Jelöljükc-vel azU(·) hasznossá-
gi függvény várható értékét maximalizáló portfóliót és legyend a log-optimális
portfólió, azaz az a portfólió, ami maximalizálja aE log Sn kifejezést tetsz̋oleges
n esetén.

Összehasonlítva a két portfólió teljesítményét azU(·) hasznossági függvény
által meghatározott mértékben, adódik, hogy

E{U(Sc
n, γ)}

E{U(Sd
n , γ)}

→ ∞,

han → ∞, [31], aholSc
n azn-edik napig elért vagyona ac stratégiának.

Ennél valamivel komolyabb ellenérv, de még mindig ugyanazon gondolat is-
métlésének tekinthető a következ̋o, Merton és Samuelson szerzőpárostól [8] szár-
mazó kritika. A szerz̋ok megmutatták, hogy a log-optimális portfólió még közelí-
tőleg sem lesz optimáliskezdeti vagyon egyenértékes értelemben. Jelölje

πef(n, S0)
def
= πef

azf stratégia kezdeti vagyon egyenértékesét aze stratégiához viszonyítva, ha

E {U(πefSe
n, γ)}

def
= E

{
U(Sf

n , γ)
}

,
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feltéve, hogyS0 = 1. Legyene a log-optimális stratégia. Jelöljef azU(x, γ) =
xγ/γ (γ < 1) hasznossági függvény esetén a várható hasznosságot maximalizáló
stratégiát. A log-optimális stratégia „közelítőleg” optimális ebben a módosított
értelemben, halimn→∞ πef(n, S0) = 1 ésπef az id̋o csökken̋o függvénye.

Tekintve azU(x, γ) = xγ/γ, (γ < 1) hasznossági függvényt

E{U(Sf
n , γ)} =

E{(Sf
n )γ}

γ
=

(E{(Sf
1 )γ})n

γ
(3)

adódik. Hasonlóan kapjuk, hogy

E {U (πefSe
n, γ)} =

E{(πefSe
n)γ}

γ
=

πγ
ef (E{(S

e
1 )γ})n

γ
. (4)

Vizsgáljukγ 6= 0-át, ekkor (3)-ból és (4)-b̋ol azt kapjuk, hogy

πef = λ(γ)n/γ,

ahol

λ(γ)
def
=

E{(Sf
1 )γ}

E{(Se
1 )γ}

.

Így azt kapjuk, hogy
lim

n→∞
πef(n, S0) = ∞.

és
∂πef(n, S0)

∂n
> 0.

Tehát a log-optimális stratégia nem optimális ebben a módosított értelemben.
Az ilyen jellegű kritikákkal az a probléma, hogy figyelmen kívül hagyják azt

a tényt, hogy aE log Sn-t nem hasznossági megfontolások miatt kell maximali-
záljuk, hanem a kedvező aszimptotikus tulajdonságai miatt. Vegyük észre, hogy
az egyes befektetők hasznosságától függetlenül pénzben kifejezve1 valószínű-
séggel a legnagyobb vagyont fogja biztosítani aszimptotikusan. Ugyanakkor, ha
már a logaritmus függvényt hasznossági függvénynek akarjuk tekinteni, akkor ne
várjuk el, hogy a log-optimális stratégia egy logaritmustól különböz̋o hasznossági
függvény szerinti várható hasznosságot is maximalizáljon.

Maga Markowitz is olyan metakritérium megtalálásán fáradozott, ami a várha-
tó hasznosság megszállottjait is meggyőzi a log-optimális portfóliók aszimptoti-
kus optimalitásáról. Hitte, hogy a Neumann és Morgenstern által bevezetett várha-
tó hasznosság maximalizálás az üdvőzítő út az optimális portfólió kiválasztására.
Amely, nem túl szigorú feltételek mellett a log-optimális portfóliók optimalitását
is igazolta [24].
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Tételezzük fel, hogy minden időpontban azonosak a befektetési lehetőségek,
vagyis a hozamok független azonos eloszlásúak.

A hasznossági függvénnyel kapcsolatban Markowitz csak egykikötést tesz:
ha egyC stratégiából származó vagyonsorozatSC = (S0, S

C
1 , SC

2 , . . . ) és egy
D stratégiából származó vagyonsorozatSD = (S0, S

D
1 , SD

2 , . . . ) esetén azSC

sorozat minden eleme nagyobb, mint azSD sorozat minden eleme egy bizonyos
n után, akkorU(SC) ≥ U(SD).

Ezen két fentebbi feltételezés biztosítani fogja a log-optimális portfólióválasz-
tás fels̋obbrendűségét, amit Markowitz következőképp bizonyít.

Jelöljeyi a log(1 + ri)-t vagyis a logszázalékos hozamot. JelöljeC a log-
optimális stratégiát és legyenD egy tetsz̋oleges másik stratégia. A log-optimális
stratégia definíciójából adódik, hogyE(yC

n ) > E(yD
n ), mindenn-re. Feltehet-

jük, hogy azy1, y2, . . . független azonos eloszlású valószínűségi változók véges
µ várható értékkel, így

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

(yi − µ) = 0 1 valószínűséggel,

vagy

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

yi = µ 1 valószínűséggel.

Mivel E(yC
n ) > E(yD

n ), ezért adódik, hogy

1

n

n∑

i=1

yC
i ≥

1

n

n∑

i=1

yD
i ,

ahol n ≥ N(ω) majdnem mindenω ∈ Ω realizáció esetén. Alkalmazvayi =
log(1 + ri)-t kapjuk, hogy

1

n

n∑

i=1

log(1 + rC
i ) ≥

1

n

n∑

i=1

log(1 + rD
i )

mindenn ≥ N(ω)-ra, majdnem mindenω ∈ Ω esetén. Így,

SC
n ≥ SD

n

mindenn ≥ N(ω)-ra majdnem mindenω ∈ Ω esetén.
Innen a hasznossági függvényre tett feltételezésből adódik, hogy

U(S0, S
C
1 , SC

2 , . . . ) ≥ U(S0, S
D
1 , SD

2 , . . . ) 1 valószínűséggel

és így
EU(SC) ≥ EU(SD).
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3. Univerzálisan konzisztens empirikus befektetési stra-
tégiák

Meglep̋o tény, hogy létezik univerzális stratégia a stacionárius és ergodikus folya-
matok tetsz̋oleges osztálya esetén, amit Algoet [1] bizonyított. Algoet konstruk-
ciója azonban elég komplex és az elméleti jelentősége ellenére, kicsi a gyakorlati
értéke. Algoet bevezetett egy egyszerűbb sémát is és vázlatosan bizonyította uni-
verzális konzisztenciáját, amelynek teljes bizonyításátvégül Györfi és Schäfer
[16] adta meg.

A következ̋okben három univerzálisan konzisztens portfólió stratégiát muta-
tunk be, amelyek alapjait az alakfelismerés és a nemparaméteres regresszióbecs-
lés témakörében jól ismert módszerek adják: aparticiós becslő, a magfüggvény
alapú becslőés alegközelebbi szomszéd becslő. Mind három stratégia alapötlete,
hogy a közeli múlthoz „hasonló mintázatokat” keres a múltban és ezek alapján
készít becslést a másnapi részvényárfolyamokra, amely alapján maximalizálja a
portfolióját (a három stratégia közötti különbség éppen a hasonlóság definíciójá-
ban van). A stratégiák alapjainak részletesebb leírása megtalálható [12] 9., 10. és
11. fejezetében és [14] 4., 5. és 6. fejezetében.

3.1. Hisztogram alapú stratégia

Bemutatjuk Algoet sémájának Györfi és Schäfer féle verzióját, az úgynevezett
hisztogram alapú befektetésistratégiát, mint a korábban említett portfólióválasz-
tási stratégiák egy speciális esetét. JelöljeBH a hisztogram alapú befektetési
stratégiát.

BH konstrukciója a következ̋o. Először definiáljuk az elemi stratégiáknak
(szakért̋oknek) egy végtelen osztályátH (k,ℓ) = {h(k,ℓ)(·)}-t, aholk ésℓ indexek
pozitív egészek,k, ℓ = 1, 2, . . ..

Egy H(k,ℓ) szakért̋o eseténk a mintaillesztési ablakméretét (lásd alább), míg
ℓ a kvantálás finomságát adja meg. LegyenR

d
+-nek egy partíciója,Pℓ = {Aℓ,j},

ahol j = 1, 2, . . . ,mℓ, amelymℓ darab diszjunkt halmazból (cellából) áll. A
H(k,ℓ) szakért̋o ahhoz, hogy meghatározza a portfólióját azn-dik napon, az utol-
sók nap hozamvektorát veszi alapul. Diszkretizálja (kvantálja)Pℓ partíció szerint
akd dimenziós „múlt” vektort és meghatározza azt a portfólióvektort, ami optimá-
lis azokon a múltbeli napokon, amelyeknek a kvantáltk hosszú múltja egybeesik
a mostanival. Formálisan, jelöljeGℓ aPℓ partícióhoz tartozó diszkretizáló függ-
vényt, azaz

Gℓ(x) = j, hax ∈ Aℓ,j .

Vezessük be a következő egyszerűsítő jelölést mindenn-re ésxn
1 ∈ R

dn-re,
jelentseGℓ(x

n
1 ) a Gℓ(x1), . . . , Gℓ(xn) sorozatot. Ezután definiáljuk aH(k,ℓ) =
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{h(k,ℓ)(·)} szakért̋ot

h(k,ℓ)(xn−1
1 ) = arg max

b∈∆d

∏

{k<i<n:Gℓ(x
i−1
i−k

)=Gℓ(x
n−1
n−k

)}

〈b , xi〉 , (5)

mindenn > k + 1-re, ha a szorzat nem üres, különben pedig válasszuk az egyen-
letesb0 = (1/d, . . . , 1/d) portfóliót. Teháth(k,ℓ)

n diszkretizáljaxn−1
1 szekvenciát

aPℓ partíció szerint és megkeresi az összes egyezést a múltban az utoljára látott
Gℓ(x

n−1
n−k) k hosszú kvantált sorozattal. Ezután kiválasztja azt a fix portfólióvek-

tort, ami maximalizálja a kifizetést a kvantált sorozatok után következ̋o napokon.
A 3.1. ábra foglalja össze a stratégia csúszó ablakos működését. A vonalká-

zott téglalapok a múltbelik hosszú minta-egyezéseket jelentik. A teli karikák a
múltbeli minta-egyezéseket követő napi hozamok, ami alapján az üres karikára,
azaz a holnapi hozamra ad becslést a stratégia.

0 t

k nap
︷ ︸︸ ︷

1. ábra. Csúszó id̋oablak szemléltetése.

A BH hisztogram alapú stratégiát aH(k,ℓ) szakért̋ok kombinálásával kapjuk,
felhasználva egy{qk,ℓ} valószínűségi eloszlást, amely minden pozitív egész pár
(k, ℓ) halmazán értelmezett úgy, hogyk, ℓ, qk,ℓ > 0. BH stratégia aH (k,ℓ) szak-
értők egyszerű súlyozása a múltbeli teljesítményük alapján akövetkez̋oképpen: a
befektet̋o vagyona an-dik nap után

Sn(BH) =
∑

k,ℓ

qk,ℓSn(H(k,ℓ)), (6)

aholSn(H(k,ℓ)) azn-edik nap után összegyűlt vagyont jelenti, amikorH(k,ℓ) port-
fólió stratégiát használja és a kezdeti tőkeS0 = 1. Az S0 kezdeti t̋okétH(k,ℓ) szak-
értők között aqk,ℓ valószínűségi eloszlás szerint osztjuk szét, azazqk,ℓS0. [16]-ban
megmutatták, hogyBH stratégia univerzálisan konzisztens az ergodikus folyama-
toknak minden olyan osztályra, amelyre igazE{| log X(j)|} < ∞ j = 1, 2, . . . , d
esetén és a kvantáláshoz használt partíciók teljesítik az alábbi két tulajdonságot:

(a) a partíciók sorozata finomodó, azaz,Pℓ+1 minden cellája egy részhalmaza
Pℓ partíció megfelel̋o cellájának,ℓ = 1, 2, . . . és

(b) hadiam(A) = supx,y∈A ‖x − y‖ jelöli a halmaz átmér̋ojét, akkor minden
origó középpontú gömbS ⊂ R

d esetén

lim
ℓ→∞

max
j:Aℓ,j∩S 6=∅

diam(Aℓ,j) = 0 .
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3.2. Szakért̋ok kombinálása

Az előbb bemutatott empirikus stratégia alapötlete a szakértők (portfóliók) kom-
binálása, azaz

Sn(B) =
∑

k,ℓ

qk,ℓSn(H(k,ℓ)),

és az univerzális konzisztenciához azt kell megmutatni, hogy

lim inf
n→∞

1

n
log Sn(B) ≥ W ∗ 1 valószínűséggel.

A bizonyítás két lépésb̋ol áll. Először azt kell belátni, hogy a kombinált portfólió
és a portfólióstratégia osztályban lévő legjobb portfólió között szoros kapcsolat
van. Második lépés annak a megmutatása, hogy a portfólió stratégia osztályban
a legjobb portfólió univerzálisan konzisztens. Az első lépés gondolatmenete a
következ̋o

lim inf
n→∞

1

n
log Sn(B) = lim inf

n→∞

1

n
log

(
∑

k,ℓ

qk,ℓSn(H(k,ℓ))

)

≥ lim inf
n→∞

1

n
log

(

sup
k,ℓ

qk,ℓSn(H(k,ℓ))

)

= lim inf
n→∞

1

n
sup
k,ℓ

(

log qk,ℓ + log Sn(H(k,ℓ))
)

≥ sup
k,ℓ

lim inf
n→∞

1

n
log Sn(H(k,ℓ)),

ezért az el̋ozőekben taglalt stratégiák esetén azt kell megmutatni, hogy

sup
k,ℓ

lim inf
n→∞

1

n
log Sn(H(k,ℓ)) ≥ W ∗ 1 valószínűséggel.

3.3. Magfüggvény alapú stratégia

Györfi, Lugosi, Udina [15] vezette be a magfüggvény alapú stratégiát, amelynek
egy egyszerűbb, az egyenletes magfüggvényhez tartozó, „mozgó ablakos” verzi-
óját ismertetjük.

Ugyanúgy, mint az előző alfejezetben, a stratégiához definiáljuk a szakértők
egy végtelen osztályátH(k,ℓ) = {h(k,ℓ)(·)}-t, aholk ésℓ pozitív egészek.

Minden fix k, ℓ pozitív egészhez válasszunk egy sugarat, amire igazrk,ℓ > 0
úgy, hogy minden fixk-ra

lim
ℓ→∞

rk,ℓ = 0 .
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Ekkor mindenn > k + 1 esetén definiáljukh(k,ℓ) szakért̋ot a következ̋oképpen

h(k,ℓ)(xn−1
1 ) = arg max

b∈∆d

∏

{k<i<n:‖xi−1
i−k

−xn−1
n−k

‖≤rk,ℓ}

〈b , xi〉 ,

ha a szorzat nem üres, különben pedig válasszuk az egyenletes
b0 = (1/d, . . . , 1/d) portfóliót. Az algoritmus azokat a mintákat tekinti hasonló-
nak, amelyeknek az euklédeszi távolsága kisebb egy meghatározottrk,ℓ sugárnál.

A szakért̋oket a hisztogram alapú stratégia esetén bemutatott módon kombi-
náljuk, (6) szerint.

Györfi, Lugosi, Udina [15] bebizonyította, hogyBK portfólióséma univerzáli-
san konzisztens az ergodikus folyamatok azon osztályára, amelyre igazE{| log X(j)|} <
∞ j = 1, 2, . . . , d.

3.4. Legközelebbi szomszéd alapú stratégia

A korábbiakhoz hasonlóan definiáljuk a szakértők egy végtelen osztályátH(k,ℓ) =
{h(k,ℓ)(·)}-t, ahol0 < k, ℓ egészek. Jelöljek a mintaillesztési ablak hosszát és
mindenℓ-hez válasszukqℓ ∈ (0, 1)-t úgy, hogy

lim
ℓ→∞

qℓ = 0. (7)

Legyen
ℓ̂ = ⌊qℓn⌋.

Minden adott napon a szakértő megkeresîℓ legközelebbi szomszédot a múltban.
k, ℓ (n > k + ℓ̂+1) fix pozitív egészekre vezessük be azℓ̂ legközelebbi szomszéd
(LSZ) halmazát:

Ĵ (k,ℓ)
n =

{

i; k + 1 ≤ i ≤ n úgy, hogyxi−1
i−k benne vanxn−1

n−k ℓ̂ LSZ-ja között
}

.

Legyenhk,ℓ szakért̋o definíciója

h(k,ℓ)(xn−1
1 ) = arg max

b∈∆d

∏

n

i∈Ĵ
(k,ℓ)
n

o

〈b , xi〉 .

Azaz,h(k,ℓ)
n szakért̋o egy fix portfólió vektor, amelyet a legközelebbi szomszédok

előfordulását követ̋o napokra nézve optimális.
A szakért̋ok kombinálása ugyanúgy történik, mint korábbi két stratégia esetén

(lásd (6)).
Györfi, Udina és Walk [17]-ben bebizonyította, hogy aBNN portfólióséma

univerzálisan konzisztens az ergodikus folyamatoknak azon osztályára, amelyre
igazE{| log X(j)|} < ∞ j = 1, 2, . . . , d.
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3.5. Kisérletek a NYSE adatokon

A bemutatott univerzálisan konzisztens portfólió-stratégiákat a New-Yorki Érték-
tőzsde (NYSE) standard adatsorán tesztelték, amelyet többek között Cover [9],
Singer [33], Hembold, Schapire, Singer és Warmuth [19], Blumés Kalai [4], Bo-
rodin, El-Yaniv, és Gogan [5], is használt empirikus vizsgálataihoz. Az adatsor 36
részvény napi árait tartalmazza egy 22 év hosszú perióduson(5651 kereskedési
napon) keresztül 1962-től 1984-ig.

Vizsgálatok során a következő feltételezésekkel élnek, amelyeket az ismert
közgazdazdasági modellek is alkalmaznak (lásd pl. Markowitz [22] és Sharpe
[32]):

• a részvények korlátlanul oszthatók,

• a részvényekb̋ol korlátlan mennyiség áll a rendelkezésünkre az aktuális (na-
pi) áron, azaz tetszőlegesen kevés vagy sok részvényt tudunk venni vagy
eladni,

• nincs tranzakciós költség és

• a befektet̋o infinitezimális, azaz a befektető akciói nincsenek hatással a piac
viselkedésére (ez a feltevés, akkor realisztikus, ha a befektetett vagyon kicsi
a piac kereskedési volumenjéhez képest).

A szimulációk során ([15], [17]) elért látványos vagyon növekedést (pl. több,
mint 1012-enes növekedési faktor 22 év alatt a New-Yorki Értéktőzsdén) körülte-
kintően kell interpretálni, mivel a gyors növekedés a valós piacokon elkerülhetet-
lenül maga után vonna számos reakciót, melyet sem az elméleti, sem a gyakorlati
modellek nem tudnak leírni. Az egyszerűsítések ellenére úgy gondoljuk, hogy a
numerikus eredmények erős empirikus bizonyítékot nyújtanak arra, hogy a rész-
vénypiac nem hatékony. Ezt részben azzal magyarázhatjuk, hogy annak ellené-
re, hogy a javasolt modell csak publikus adatok használt, azáltala feltárt piaci
összefüggések elég komplexek ahhoz, hogy a legtöbb kereskedő számára rejtve
maradjanak.

A következ̋okben négy részvénypáron végzett szimulációk eredményét mu-
tatjuk be [15], [17]. Az eredményeket az 1. táblázat foglalja össze. A gya-
korlatban minden szimuláció esetén a szakértők végtelen nagy osztálya helyett
csak egy véges 50 szakértőből álló osztályt használtak. A szakértők paraméterei
k = 1, . . . , K ésℓ = 1, . . . , L, aholK = 5 ésL = 10.

A táblázat második oszlopában található a két részvény közül a jobbik által
elért vagyon, a legjobb konstans újrasúlyozott portfólióval, egy orákulummal (ez
a legjobb lehetséges stratégia, amely minden napon a jobb, magasabb hozamú,
részvénybe fekteti a vagyont), illetve Cover-féle univerzális portfólióval (UP) és
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Részvények Legj.sz.[k, ℓ]

Iroquois Legj. részv. 8.92 BH 2.3e+10 1.39e+11 [1,1]
Kin Ark BCRP 73.70 BK 4.03e+10 9.01e+11 [2,2]

Orákulum 6.85e+53 BNN 1.15e+12 1.44e+13 [2,8]
CoverUP 39.97

SingerAKP 143.7
Com. Met. Legj. részv. 52.02 BH 162.5 327.8 [2,1]
Mei. Corp BCRP 103.0 BK 775.1 4749 [2,5]

Orákulum 2.12e+35 BNN 3505 3.14e+4 [3,6]
CoverUP 74.08

SingerAKP 107.7
Com. Met. Legj. részv. 52.02 BH 1.33e+10 8.54e+10 [1,1]
Kin Ark BCRP 144.0 BK 1.11e+11 1.41e+12 [3,3]

Orákulum 1.84e+49 BNN 4.78e+12 8.25e+13 [3,7]
CoverUP 80.54

SingerAKP 206.7
IBM Legj. részv. 13.36 BH 63.8 112.2 [1,5]
Coca-Cola BCRP 15.02 BK 47.6 194.6 [1,6]

Orákulum 1.08e+15 BNN 74.3 296.3 [1,7]
CoverUP 14.24

SingerAKP 15.05

1. táblázat. Különböz̋o befektetési stratégiákkal elért vagyon a Cover [9] által
használtNYSE részvénypárokon.

16



a Singer-féle adaptív kapcsolgatós portfólióval (AKP) elért vagyonnövekedés. A
harmadik oszlop tartalmazza a korábban bemutatott három univerzálisan konzisz-
tens stratégiával: a hisztogram (BH), a magfüggvény (BK) és a legközelebbi
szomszéd (BNN ) alapú befektetési stratégiákkal elért vagyont. Az összesesetben
K = 5 ésL = 10. Az utolsó oszlopban aK × L darab szakértő közül a legjobb
szakért̋o vagyonát és hozzá tartozó paraméterek indexei vannak felsorolva.

4. A log-optimális és Markowitz-féle portfólióelmélet
kapcsolata

Ebben a fejezetben párhuzamot vonunk a log-optimális befektetés és a Marko-
witz-féle portfólió-választás között. Első pillanatra ez több okból is meglepő le-
het.

A Markowitz-féle portfólió-választás a várható érték és a variancia kett̋osére
vonatkozó preferenciák alapján rangsorolja a portfóliókat. A várható hasznos-
ság oldaláról ez a következőképpen interpretálható. Tekintsünk egy CARA tipu-
sú (konstans abszolút kockázatkerülési hajlandósággal rendelkez̋o) hasznossági

függvényt. Legyen ez azU(x) = −e−kx függvény, ahol−U
′′

(x)

U
′
(x)

= k az abszolút

kockázatkerülés mértéke. Ismert, hogy hax ∼ N(µ, σ), akkor aEU helyett a
V (µ, σ) = µ − 1

2
kσ2 kifejezést vizsgálhatjuk.

Ha a log-optimális portfólióválasztást a logaritmikus hasznosság maximalizá-
lásaként fogjuk fel, akkor ez nem más mint egyU(x, γ) = 1

γ
(xγ−1) CRRA (kons-

tans relatív kockázatkerülési hajlandóság) tipusú hasznossági függvényγ → 0
helyen vett várható értékének a maximalizálása (haγ → 0, akkor U(x, γ) →
log(x)). Következésképp egy konstans abszolút kockázatkerülésihajlandóságú
függvény vetünk össze egy nem konstans abszolút kockázatkerülési hajlandósá-
gúval.

A következ̋o érveink vannak arra, hogy mégis indokolt az összehasonlítás.
A két portfólió-választási szabály azonos logikáját igazolja a log-optimális

portfólió-választás kés̋obb definiálandó implicit kockázatkerülő tulajdonsága is.
Másrészt, alább megmutatjuk, hogy kvadratikus közelítéstalkalmazva, a log-
optimális portfólió-választásra egy a várható értéktől pozitívan és a varianciától
negatívan függ̋o kifejezést kapunk, hasonlóan a markowitz-i portfólió-választáshoz.

Markowitz a modern portfólióelméletet megalapozó 1952-escikkében [22]-
ben rámutatott arra, hogy a várható hozam maximalizálása hosszútávon nem hoz-
hat eredményt a piacon, mivel figyelmen kívül hagyja a diverzifikáció elvét (ek-
kor az összes vagyon egyetlen részvénybe invesztálódik). Javaslata az volt, hogy
a részvényekben rejlő kockázatot is figyelembe kell venni a várható hozam mel-
lett. A kockázat jellemzésére a hozamok varianciáját használta. Értelemszerűen
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az azonos várható hozamú értékpapírok között a racionális befektet̋o a kisebb szó-
rásút, míg azonos variancia mellett a nagyobb várható értékűt preferálja.

A log-optimális portfólió hasonló tulajdonságát vizsgálta Vajda [35]-ben. Ve-
zessük be a implicit kockázatkerülés fogalmát. Egyg portfólió stratégiára azt
mondjuk, hogyc szinten implicit kockázatkerülő, hogy ha kétb1 ésb2 portfólió
közül, amelyekre teljesül, hogy

E 〈b1 , X〉 = E 〈b2 , X〉 ,

és
Var 〈b1 , X〉 = Var 〈b2 , X〉 + c,

aholc ≥ 0, akkor
g(b1, X) ≤ g(b2, X).

Ekkor belátható, hogy a log-optimális portfólió implicit kockázatkerül̋o

c = 2 max
i

E
{
|X(i) − 1|3

}

paraméterrel, aholX(i) a hozamvektori-edik komponense ésX(i) nagyobb, mint
0,6.

Az eredeti cikkben ([22]-ben), mivel f.a.e. adatsorokon végzett vizsgálatokat
kézenfekv̋o volt a várható hozam vizsgálata, könnyen látható, hogy ha függések
vannak egyes hozamok között, akkor ehelyett megfelelőbb a feltételesvárható
hozam vizsgálata. Vegyük észre, hogy függetlenség esetén afeltételes várható
érték egybeesik a várható értékkel. Egyb portfólió Markowitz-féle hasznosság
függvénye a következ̋o kvadratikus alakban írható fel

E
{

UE−V

(〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉)∣
∣X i−1

1

}
= Eb − λVb

ahol
Eb = E

{〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}

és
Vb = Var

{〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}

ésλ a befektet̋o kockázatkerülési hajlandósága. Mivel a kockázatkerülési hajlan-
dóság az adott befektetőt jellemzi, ezért nem függb a választott portfóliótól. Ezért
a fenti egyenletet maximalizáló portfólióra igaz, hogy

b∗E−V = arg max
b(·)

Eb − λVb = arg max
b(·)

Eb

λ
− Vb. (8)

A log-hasznosság ésE − V megközelítés közötti kapcsolatot vizsgálta Mar-
kowitz [23],[24] és Yong és Trent [38]. Megmutatták bizonyos hozamvektor el-
oszlásokra, hogy
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E log
(〈

b(X i−1
1 ) , X i

〉)
≈ log E

{〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉}

−
1

2




Var

{〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉}

E

{(〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉)2
}



 .

A kövekez̋okben egy általános összefüggést mutatunk a log-hasznosság és az
E − V megközelítés között, ehhez Györfi, Urbán és Vajda által a [18]-ban beve-
zetettsemi-logfüggvényt használjuk, amely során nem kell semmilyen korlátozó
feltételezés a hozamvektorról. A semi-log függvény alog z függvény másodrendű
Taylor sorfejtése az = 1 körül

log(z) ≈ z − 1 −
1

2
(z − 1)2.

A fenti közelítést használva a log-hasznosságra azt kapjuk, hogy

E
{

log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}
≈ E

{〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉
− 1
∣
∣X i−1

1

}

−
1

2
E

{(〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉
− 1
)2
∣
∣
∣X

i−1
1

}

.

A semi-log függvény egy jó közelítéslog(z)-re, mivelz tipikusan 1 körüli értéket
vesz fel. Jelölje a feltételes második momentumotE2

b, azaz

E2
b = E

{(〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉)2
∣
∣
∣X

i−1
1

}

,

ekkor levezethető, hogy

arg max
b(·)

E
{

log
〈
b(X i−1

1 ) , X i

〉∣
∣X i−1

1

}
≈ arg max

b(·)

(

2Eb −
1

2
E2

b −
3

2

)

= arg max
b(·)

(

2Eb −
1

2

(
E2

b − (Eb)
2
)
−

1

2
(Eb)

2

)

= arg max
b(·)

(

Eb

(

2 −
1

2
Eb

)

−
1

2
Vb

)

= arg max
b(·)

(Eb(4 − Eb) − Vb)

= arg max
b(·)

(
Eb

λb

− Vb

)

def
= b∗s−log,

ahol λb = 1
4−Eb

egy várható hozamtól függő kockázatkerülési hajlandóság. Ez
az alak megegyezik a Markowitz modellből levezetett (8)-ban lév̋o alakkal, avval
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az eltéréssel, hogy a kockázatkerülési hajlandóságλb függ b portfóliótól. Mivel
Eb értéke 1 körüli, tipikusan korlátos intervallumba van (napi hozam a t̋ozsdei
szabályozás miatt nem haladhat meg egy szintet), ezért a semi-log hasznosság
megfeleltethet̋o azE − V hasznosságnakλ ≈ 1

3
választással.

5. Konkluzió

A cikkben pénzügyi piacokon alkalmazható szekvenciális befektetési (portfólió-
választási) stratégiákat mutattunk be. Szemben a klasszikus modellekkel, ame-
lyek a piac működésének a leírására erős statisztikai feltételezéseket tesznek, az
ismertett modellekben a matematikai vizsgálatok során használt egyetlen feltétel,
hogy a napi hozamok stacionárius és ergodikus folyamatot alkotnak. Bemutat-
tuk az univerzális konzisztencia fogalmát és áttekintettük a hisztogram, a mag-
függvény és a legközelebbi szomszéd alapú univerzálisan konzisztens stratégiá-
kat és hozzájuk kapcsolódó empirikus eredményeket. Ezeknek a módszereknek
a fő üzenete, hogy léteznek nem-paraméteres befektetési stratégiák, amelyek ha-
tékonyan feltárják a múltbeli adatokban lévő rejtett összefüggéseket, és ezeket
kiaknázva képesek gyors vagyonnövekedést elérni. Végül, párhuzamot vontunk a
Markowitz-féle és log-optimális portfólióelmélet közöttaz implicit kockázatkerü-
lés fogalmán és a hasznosságfüggvény kvadratikus sorfejtésén keresztül.
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Empirical portfolio strategies

György Ottucsák and István Vajda

Abstract

This paper introduces sequential investment strategies that guarantee anop-
timal rate of growth of the capital under minimal assumptions on the behav-
ior of the market. The only assumption is that the market is stationary and
ergodic. Both the theoretical and the empirical properties of the new strate-
gies are reviewed. The theoretical results show that the asymptotic rate of
growth matches the log-optimal one that could be achieved only with a full
knowledge of the statistical properties of the underlying process generating
the market. The new approach is related to the classical Markowitz portfolio
strategy.
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