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Kivonat

A cikk olyan uj szekvencidlis befektetési stratégiakat mutat be, amelyek
altalanos feltételek mellett garantaljak a befektetamara az aszimptoti-
kusan optimalis hozamszint elérését. A stratégiak analitikus és empirikus
tulajdonsagait is attekintjuk. Az analitikus eredmények rdmutatnak arra,
hogy a stratégidk aszimptotikus hozamszintje stacionarius és ergodikus pia-
cokon egybeesik a log-optimalis hozamszinttel, amelyet csak a piaci arakat
generalo hattérfolyamat teljes egyiittes eloszlasanak ismeretében éhetnén
el. Osszehasonlitjuk az alkalmazott modellt a hagyomanyos Markowitz-féle
portfélielmélettel.

Journal of Economic Literature (JEL) kod: G11.

1. Bevezetés

A cikkben a pénzlgyi piacokon alkalmazhat6 szekvenci@fshtetési (portfoli-
Ovalasztasi) stratégidkat mutatunk be. Szekvencialgsgtia alatt, olyan kauzalis
stratégiat értiink, amely a piacrol rendelkezésre allomaliladatokat hasznalva,
minden kereskedési periédus (nap) végén megvaltoztathatrtfoliot, azaz &t
két Ujraoszthatja a rendelkezésre allo értékpapirok koadiefekted célja, hogy
hosszutavon maximalizalja a vagyonat anélkil, hogy isenarnészvényarfolya-
mokat generald hattérfolyamat eloszlasat. Szemben azitassmodellekkel,
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amelyek a piac mikodésének a leirasades statisztikai feltételezéseket tesznek,

sasért és hasznos tanacsaiért.
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az ismertetett modellekben a matematikai vizsgalatoksleagznalt egyetlen fel-
tétel, az, hogy a napi hozamok stacionarius és ergotifklysamatot alkotnak. E
feltétel mellett az aszimptotikus névekedési ratanaki(@t@gos hozamszintnek)
egy jol definialt maximuma van, amely eléret folyamat eloszlasanak ismere-
tében (lasd Algoet és Cover [2]).

Léteznek univerzalisan konzisztens modszerek (pontoridiéfi lasd 2. fe-
jezetben), amelyek a fent emlitett aszimptotikusan opintdzamszintet elérik,
anélkul, hogy barmilyen éketes ismeretik lenne a folyamat eloszlaséarol, l1asd
Algoet [1], Gyorfi, Lugosi és Udina [15] és Gyorfi és SchafeB][1A cikkben
attekintjuk azokat az univerzalisan konzisztens strategj amelyek nem csak az
optimalis aszimptotikus névekedési ratat garantaljaéisterius és ergodikus fo-
lyamatok esetén, hanem (véges idejl) szimulaciok esstgndaredményt érnek
el. A szimuléacidk soran az algoritmus teljesitményét a NemklYErtékHzsde
(NYSE) referencia adathalmazan vizsgéltak.

A szimulacios eredmények alatamasztjak, hogy a javasatsaeyek képesek
megtalalni és hatékonyan kiaknazni, a részvényarak Kozttt €és bonyolult
Osszefliggéseket.

A cikk hétralé részének a felépitése a kdvetlieA 2. fejezetben bemutat-
juk a log-optimalis portfolié-stratégiat, attekintjik atkalmazott modellek ma-
tematikai hatterét és az ahhoz kapcsolodo eredményeket.féiexetben bemu-
tatjuk a hisztogram, a magfliggvény és a legkdzelebbi széunasiapu becéket,
mint lehetséges portfélidvalasztasi stratégiakat. A fezietben 6sszehasonlitjuk
a log-optimalis és Markowitz-féle portfolio stratégiatz A. fejezetben 6sszefog-
laljuk a cikkben bemutatott eredményeket.

2. Matematikai modell

A cikkben vizsgalt részvénypiaci modellt alkalmazta tdbkézo6tt Breiman [6],
Algoet és Cover [2] és Cover [9]. Tegytuk fel, hogy a piacbdarab részvény
van, és adkénket minden nap elején szabadon Ujraoszthatjuk a népzkédo-
zOtt. A vizsgalatok soran nem hasznaljuk a kdzgazdasagehsidben gyak-
ran alkalmazott feltevést, hogy az egyik értékpapir koakaentes. Jelblje =
(W, ... 2@) € RY a hozamvektort, amelyngkedik komponense; V) > 0, aj-
edik részvény zaré arainak aranyat fejezi ki az adott naptdsiaet nap kdzott.
Mas szovalzV), azt mondja meg, hogy az adott nap végénetlik részvénybe
fektetett egységnybke mennyit ér a kovetkémap végénz) tehat egy 1 koriili
szam.

A befektet minden egyes kereskedési periddus elején diverzifikaieét

!Részletesen lasd: Medvegyev P.: Val6szinliségszamt&s2 fejezet.



egyb = (b, ... bD) portféliovektor szerint. Ab j-edik komponensé!?), azt
mondja meg, hogy a befekéea j-edik részvenybekéjének hanyad részét fekteti
be. A cikkben feltesszik, hodly portféliovektor nem negativ komponensékb
all, amelyeknek az 6sszege 1, az@j:1 bU) = 1. Az utdbbi feltétel azt jelenti,
hogy a befektetési stratégia 6nfinanszirozé, ébleilpedig a rovidre eladasi (short
sale) Uzleteket zarja ki. Jeldlfg, a befekted kezdeti 6kéjét, ekkor adkéje egy
nap mulva

d
S1=5 ) W) =5, (b, x),
j=1

ahol(- , -) a skalarszorzatot jeldli.
Hosszu idejli befektetések esetén a piac valtozésat,, ... € R hozam-

vektor sorozattal jellemezhetjike; hozamvektor;j-edik komponens&ﬁj), azt
mondja meg, hogy g-edik részvénybe fektetett egységrnyke mennyit ér az-
edik nap végén. Mindeh < i esetén az:, roviditést hasznaljuk a hozamvektorok
(z, ..., x;) sorozatara és jeloljd, az 6sszed € R nemnegativ komponensii
vektor szimplexét, amely komponenseinek az 6sszege 1.Hegy {b;, bs, ...}
befektetési stratégfdggvényeknek egy sorozata

bi:(Ri)i_lﬁAd, i=1,2,...

ugy, hogyb; (') jeldli a befekted altal azi-edik napra a piac korabbi viselke-
dése alapjan valasztott portfoliovektort. Az egyszeglsgdvéért a késbbiekben
a kovetkep jelolést hasznaljuk(zi™") = b;(xi™).
Az S, kezdeti 6kéldl kiindulva, n-edik nap végén &8 befektetési stratégia
tokéje
Sp =Sy H (b(xi), x;) = Ser?=11°g<b(mTl)’mi> = Sy (B

=1

aholW,,(B) az atlagos hozamszint (ndvekedési rata)
1 & .
Wa(B) =~ log(b(xi™"), a:) .
=1

Nyilvanval6an,S, = S,,(B) maximalizalasa ekvivalerid’,, (B) maximalizalaséa-
val.

A szekvencialis befektetések elméletében a piac viseiéettkk modellezésé-
re két H megkozelités létezik. Az egyik, amikor a hozamvektgrax,, . . . tet-
sleges értékeket vehet fel és nincsen sztochasztikusdsliek a részvényara-
kat general6 hattérfolyamatrdl, lasd példaul, Cover [9],&a@s Ordentlich [10],



Singer [33], Hembold, Schapire, Singer, és Warmuth [19ebtlich és Cover
[30], Vovk és Watkins [36], Blum és Kalai [4], Borodin, El-Yaniés Gogan [5],
Cesa-Bianchi és Lugosi [7], Cross és Barron [11] és Stoltz ésdiygd]. Az
ilyen xq, 9, ... sorozatot individualisnak is nevezik. Ennél a megkdzetiéd
az elért vagyont a referencia stratégiak (szak@regy osztalyaval hasonlitjak
0ssze. Példaul, Cover [9] a konstans Ujrasulyozott podGlConstantly Reba-
lanced Portfolios, CRP) osztalyat vizsgalta, aBobefektetési stratégidk(x, ')
fuggvényei egyeidlek eqgy fix portféliovektorral, mely fliggetlertdl és a malttol
x| 1-t6l is. Az adott periddusra a legjobb konstans Ujra sUlyogoitfoliot csak
utdlag lehet meghatarozni, tehat ez nem kauzalis stratégwer megmutatta,
hogy létezik B befektetési stratégia (lgynevezett univerzalis podffliamely-
nek a teljesitménye ugyanolyan j6, mint a legjobb konst@asilyozott portfélio
teljesitménye a kovetkézrtelemben:

d—1 1
W.(B) > max W,(C) — < 5 logn + O (ﬁ))
minden lehetséges] hozamvektorra, ahdl a konstans uUjrasulyozott portfoliok
osztélya. Vagyis ennek a nemdedlatd, azaz kauzalis, startégianak az atlagos
hozamszintje legfeljebb egi! log n-es hibatagban marad el a legjobbBrelaté
(nem-kauzalis) konstans Ujrasulyozott portfolio novededatajatdl. A fentebb
emlitett referenciak ezt az eredményt terjesztették lomtibDképpen.

A kovetked egyszerl példa demonstralja a konstans Ujrasulyozaftbpok
erejét [19].

1. PELDA. Legyen 2részveény a piacon, az egyik kockdzatmentes épékpmely-
nek nincs hozama, illetve a méasik egy nagy volatilitasuvésy. Minden paros
napon a reszveny éertéke megduplazodik és minden parattanapgon a rész-
vény értéke megfelélik. Az el értékpapir hozamvektoria 1,1, ... a maso-
diké %, 2, %, 2,.... Egyenként egyik értékpapir sem tudias faktornal nagyobb
hozamot relizalni, de ha pénzinket egymm helyezzik el a két értékpapirban,
azaz az egyenletds= (1, 1) portfliét hasznaljuk, akkor a exponencialis nove-
kedést tudunk elérni. A paratlan napokon a vagyon csoklesngs + 5 x 1 = 3
mig paros napokon a névekedgs 1 + 3 x 2 = 3, azaz2n nap utan a hozam

(3)"

A fenti megkozelités éinye, hogy nem hasznal a piac leirdsara bonyolult statiszti
kai modelleket és az eredmények minden lehetsggeorozatra fennalinak. Eb-
bl a szempontbdl ez a megkdzelités nagyon robosztus, dbafenban nehéz

2Nem keverend 6ssze a ké&bbiekben bevezetésre keiilniverzalisan konzisztens portfélio
stratégiaval.



kovetni a referencia osztalyban t&legjobb stratégia viselkedését. Példaul a leg-
jobb konstans Gjrasulyozott portfolié aszimptotikusatiroglis, ha ax., ..., x,
hozamvektor egy fliiggetlen azonos eloszlasu (f.a.e.) xatsegi valtozo vektor-
sorozatnak egy realizacioja (lasd lentebb). Nem jol hdbab@ viszont, abban a
valés piac miikbdéshez joval kdzelebb allé esetben, hadnkdld kereskedési
periédusokban & hozamvektorok kézott és, példaul Markov tipusu, statiszti-
kai fuggések vannak. Megoldasként a szakarek nagyobb referencia osztélyait
is vizsgaltak, de hasonlo korlatokba Utkdztek (lasd, plveZe@s Ordentlich [10],
Singer [33] és Cross és Barron [11] kapcsolés portfélidjatdving portfolios)).

A masik, szokasos megkozelités, hogy feltesszik a hozaomvék hogy va-
lamilyen statisztikai modellel leirhat6 véletlen folyatimdl szarmazik. Ennek a
klasszikus néapontnak az éinye az, hogy minden folyamat esetén elvileg meg-
hatérozhat6 egy optimélis stratégia (részletesen lasibkgsamely fligg a folya-
mat ismeretlen eloszlaséatél. Azonban, mindkdn, mind a részvényarak kozott
bonyolult figgségek lehetnek, amelyek nagyon megnehezitik a statsntié-
dellek készitését.

A cikkben 6tvozzik a fenti két megkdzelitést. Annak ellendnogy fel-
tesszilk, hogy a hozamvektor egy véletlen folyamat reabmcnem tételeziink
fel semmilyen paraméteres strukturat az eloszlasrol vaggdbeli fliggéseldl.

Az altalunk bemutatott modell nem-paraméteres stat&atddapszik, az egyetlen
feltevés, amit hasznalunk, hogy a piac stacionarius ésléngs, amely megen-
ged tetsblegesen komplex eloszlasokat. A vonatkoz6 eredménydkzénete,
hogy léteznek nem-paraméteres befektetési stratégiaddyaknhatékonyan fel-
tarjak a multbeli adatokban léwejtett dsszefiiggéseket, és ezeket kiaknazva ké-
pesek gyors vagyonnévekedést elérni.

2.1. Log-optimalis portfolio

Tegyuk fel, hogyx,, x-, ... az X, X, ... véletlen valészinlségi valtozék reali-
zacioja, amelyek egy vektor-értéki stacionarius és ékgedolyamatof X ,, } *°
alkotnak. A fenti feltételek mellett vizsgalta pl. Breimag],[Algoet és Cover [2],
Algoet [1], Walk és Yakowitz [37], Gyorfi és Schafer [16] és @y, Lugosi és
Udina [15] a portfoliovalasztasi problémat.

Az [1]-ben és a [2]-ben meghatarozott aladvkbriatok ramutattak, hogy az
ugynevezetlog-optimalis portfdlioB* = {b*(-)} a legjobb vélasztas. Formali-
san, azi-edik kereskedési periédusban jel@jg-) a log-optimalis portfoliot:

E {log (b"(X77"), Xu)| X7} = maxE {log (b(X7™"), Xu)| X7},



ahol E{-| X" '} = E{-|X, X,,..., X,_1} a mlltbeli hozamvektorok szerint
vett feltételes varhato értéket jelenti

Ha altalanos esetbety = S, (B™) jeldli a B* log-optimalis portfélio-stratégiaval
elért Bkétn nap utan, akkor minden tetdiegesB befektetési stratégia altal elért
S, = S,(B) vagyonra ég X, }> _ tetsdleges stacionarius és ergodikus folyamat
esetén

1 Sh P
lim sup — log o <0 1valésziniséggel (2)
n—oo T .
es )
lim —logS; = W* 1 valoszinlséggel,
n—oo M,
ahol

W* =TF {r%(@)xE{log <b(X:(1X,), X0>} X_io}}

a log-optimalis befektetési stratégia novekedési rataja.

Az (1) egyenbtlenség alapdtlete a kdvetkezTekintslink egy tet§tegesB
stratégiat €s a hozzatartoz6 vagySpt, ekkor az atlagos napi hozamszintet bont-
suk fel a kbvetke@képpen

1 1y i oxy oI, L Iy
ﬁlogsn—n;mgwxl >,Xz>—ni§;zz+n;n, 2)
ahol
Z; =log(b(X7"), X;) —E{log (b(X|"), Xi>\ X'}
és

Y = E {log (b(X1), X,)| X171},

Ekkor Z,, Z,, . . . egy Ugynevezett martingaldifferencia-sordzamelyre igen al-
taldnos feltételek mellett

1 P
lim —) " Z;=0 1valoszinliséggel.
=1

n—oo N 4

Koévetkezésképpenr log S, aszimptotikus viselkedését azy """ | Y; dsszeted

3Részletesen lasd: Medvegyev P.: Valdszin(iségszamitées 2002, 9.1.3. fejezet.
“Részletesen lasd: Medvegyev P.:Valészinliségszamitfs 2802, 9.2.3. fejezet.



viselkedése hatarozza meg. UgyanakiKodefinicidja miatt
1 < 1< i i
n oY= B {lee (X X XY
1 — , ,
< E;H;(?u)xlﬁl{log@(xﬁl), X X1}

1 : :
= HZE{Iog <b*(X’1_l), Xz>| lel};
i=1

ami viszont az- log S aszimptotikus viselkedésének felel meg. Tehat nincsen
olyan befektetési stratégia, amelynek aszimptotikus@yatzb a hozamszintje,
mint a log-optimalis portfolionak.

A b* definiciojabol kovetkezik, hogy f.a.e. piacok esabiékonstans egl’* =
maxp E {log (b, X,)}, ami azt mutatja, hogy ebben az esetben a log-optimalis
portfolid egybeesik a legjobb konstans Gjrasulyozott fidticival, Breiman [6],
Kelly [20], Latané [21], Finkelstein és Whitley [13], Barro@pver [3], Morvai
[25, 26], Méri [27, 28] és Mori és Székely [29].

Tekintstk a 1. BLDA-nak egy sztochasztikus verziéjat [9].

2. PELDA. LegyenX = (X, X,) a hozamvektor éd = (b,1 — b) a portfolio
vektor. Az egyik értékpapir hozama konstdnsa masik& vagy% értéket vesz
flel 1, 1 val6szinliséggel. Formalis@iX, = 1) = 1 migP(X, = 2) = P(X, =

3) = % Tegylk fel tovabba, hog¥, X,, ... f.a.e. sorozat. Ekkor alog-optimalis

portfolibban az el§ értékpapir aranya:

b* = argmaxElog ((b,1 —b), X) = argmaxElog(b+ (1 — 0)X5)
b b

1 b 1 1
= arg ll)rnax (5 log (5 + 5) + 5 log(2 — b))

1
Azaz alog-optimalis portfélid* = (1,1), amelynek a napi varhatéhozama:
1 1 9
EMb, X)=-+-E{Xs} =-.

Természetesen, a log-optimalis portfoli6 meghataroziséhfolyamat (vég-
telen dimenzids) eloszlasanak teljes ismerete sziiksAdesHbbiekben azokat a
befektetési stratégiakat, amelyek aszimptotikusankedarioptimalisiV* hozam-
szintet az eloszlas ismerete nélkiiliverzalisan konzisztensnekvezzik. Pon-
tosabban, egyB befektetési stratégiat univerzalisan konzisztensenkziew az
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{X,}>,, stacionérius és ergodikus folyamatok egy osztalyan, hasatAlgban
minden folyamatra

1 Lo 2
lim —log S, (B) =W* 1valoszinlséggel.

n—oo M,

2.2. Megjegyzesek a log-optimalis portféliohoz

Szamos kbézgazdasz nem értett egyétlag S,,, mint cél maximalizalasaval, és
tébbnyire a hasznossagelmélet oldalardl inditottak té@sicallog-optimalis portfolio-
valasztas ellen. Az eddigi altalanos feltételekkel szem{lstacionarius és ergo-
dikus hozamok), ebben az alfejezetben joval korlatozélttbtédezéssel éllnk,
mégpedig, hogy a hozamok fuggetlen azonos eloszlasuakitikakre feltételek
mellett szulettek.

Eqgy tipikus kritika a kdvetke2. Tételezzik fel, hogy az egyes eszkdzok ho-
zama fuggetlen azonos eloszlast kévet. Jel6)jea vagyont az.-edik periodus
végén, tovabba legyen a hasznossag a kdvéthkexon adott:

U(Sn,v) =S}/,

aholvy # 0. Ahhoz, hogy a varhaté hasznossagot maximalizaljuk, nmredges
idépontban azonos portfdliot kell valasztanunk. JeldgiNel azU (-) hasznossa-
gi figgvény varhaté értékét maximalizalé portfélidt ésylegd a log-optimalis
portfélio, azaz az a portfélio, ami maximalizaljgEdog S,, kifejezést tetsdleges
n eseten.

Osszehasonlitva a két portfdlio teljesitményétdz) hasznossagi fliggvény
altal meghatarozott mértékben, adodik, hogy

B(U(SE)
E{U(ST.7)}
han — oo, [31], aholS¢ azn-edik napig elért vagyonaa@stratégianak.
Ennél valamivel komolyabb ellenérv, de még mindig ugyanagandolat is-
métlésének tekinthéta kovetked, Merton és Samuelson széparostol [8] szar-

maz6 kritika. A szergk megmutatték, hogy a log-optimalis portfoli6 még kozeli-
téleg sem lesz optimalisezdeti vagyon egyenértékes értelemidettlje

def
Tef(n,So) = Tey

az f stratégia kezdeti vagyon egyenértékeséat atratégiahoz viszonyitva, ha

E{U(repS,7)} EE{U(ST, 1)},



feltéve, hogyS, = 1. Legyene a log-optimdlis stratégia. JeldljpazU(x,~) =

x7 /v (v < 1) hasznossagi fuggvény esetén a varhatd hasznossagot afia&ln

stratégiat. A log-optimalis stratégia ,kozéliég” optimalis ebben a modositott

értelemben, htim,,_,. mef(n, Sy) = 1 ésmes az id csokked fliggvénye.
Tekintve azl (x,~y) = 27/, (v < 1) hasznossagi fuggvényt

ol LR

adodik. Hasonl6an kapjuk, hogy

B (U (rog 7)) = BTS00} T RO g

Vizsgaljuk~ # 0-at, ekkor (3)-bdl és (4)d azt kapjuk, hogy

Tef = A (’)/)n/7 )

ahol

igy azt kapjuk, hogy

lim Wef(n, S()) = Q.

es
aﬂef(n, So)
on
Tehat a log-optimalis stratégia nem optimalis ebben a nitatoértelemben.
Az ilyen jellegl kritikakkal az a probléma, hogy figyelmeivild hagyjak azt
a tényt, hogy & log S,,-t nem hasznossagi megfontolasok miatt kell maximali-
zaljuk, hanem a kedvézaszimptotikus tulajdonsagai miatt. Vegyuk észre, hogy
az egyes befekték hasznossagatol fuggetlenil pénzben kifejezwaloszind-
séggel a legnagyobb vagyont fogja biztositani aszimpietik. Ugyanakkor, ha
mar a logaritmus flggvényt hasznossagi fliggvénynek dkéekinteni, akkor ne
varjuk el, hogy a log-optimalis stratégia egy logaritmuiktdonb6z hasznossagi
fuggveény szerinti varhaté hasznossagot is maximalizaljon
Maga Markowitz is olyan metakritérium megtalalasan fawado ami a varha-
té hasznossag megszallottjait is meggya log-optimalis portféliok aszimptoti-
kus optimalitasardl. Hitte, hogy a Neumann és Morgenstiéaht#evezetett varha-
t6 hasznossag maximalizalas az Gdid Ut az optimalis portfélié kivalasztasara.
Amely, nem tdl szigoru feltételek mellett a log-optimalisrgoliok optimalitasat
is igazolta [24].

> 0.



Tételezzik fel, hogy minden @gontban azonosak a befektetési Iékségek,
vagyis a hozamok fliggetlen azonos eloszlasuak.

A hasznossagi flggvénnyel kapcsolatban Markowitz csakkégjtést tesz:
ha egyC stratégiabol szarmazoé vagyonsorogét = (Sy, SC,SE,...) és egy
D stratégiabdl szarmazo vagyonsorogdt = (Sy, SP,SP....) esetén as®
sorozat minden eleme nagyobb, mint$Z2 sorozat minden eleme egy bizonyos
n utén, akkor/ (S€) > U(SP).

Ezen két fentebbi feltételezés biztositani fogja a logmoglis portfolibvalasz-
tas fel&bbrendliségét, amit Markowitz kovetkdg@pp bizonyit.

Jeldljey; alog(1 + r;)-t vagyis a logszazalékos hozamot. Jeldjea log-
optimalis stratégiat és legydn egy tetsbleges masik stratégia. A log-optimalis
stratégia definiciéjabdl adodik, hod(yS) > E(yP), mindenn-re. Feltehet-
juk, hogy azy,, 1., ... flggetlen azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok véges
w varhato értékkel, igy

n

1
lim — , — 1) =0 1valészinlséggel
Jim -~ ;_1 (4 — 1) gge
vagy
1 < N
lim — E y; = 1 1 valészinGséggel
noee =1

Mivel E(yS) > E(yP), ezért addédik, hogy
1 n c 1 n D
— > — .

aholn > N(w) majdnem mindemw € () realizacié esetén. Alkalmazva =
log(1 + r;)-t kapjuk, hogy

1 n 1 n
= log(1+7r°) > = log(1 +rP
n;og( +n)_n;og( +17)

mindenn > N(w)-ra, majdnem minden < Q esetén. igy,
Sy =87

mindenn > N(w)-ra majdnem mindew € () esetén.
Innen a hasznossagi fuggvényre tett feltételedkatdodik, hogy

U(Sy,SC,88,...) > U(Sy, SP,SP,...) 1 valészintiséggel
és igy
EU(S€) > EU(SP).
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3. Univerzalisan konzisztens empirikus befektetési stra-
tégiak

Meglep tény, hogy létezik univerzalis stratégia a stacionarsusrgodikus folya-
matok tetsbleges osztalya esetén, amit Algoet [1] bizonyitott. Algaenstruk-
cibja azonban elég komplex és az elméleti jadsiye ellenére, kicsi a gyakorlati
értéke. Algoet bevezetett egy egyszeriibb sémét is éstedatabizonyitotta uni-
verzalis konzisztenciajat, amelynek teljes bizonyitasgul Gyorfi és Schafer
[16] adta meg.

A kovetkedkben harom univerzalisan konzisztens portfolié strategiuta-
tunk be, amelyek alapjait az alakfelismerés és a nempaeaesategresszidbecs-
lés témakdrében j6l ismert mddszerek adjalpasticios becsld a magfliggvény
alapu becsl@s alegkdzelebbi szomszéd becdind harom stratégia alapotlete,
hogy a kézeli malthoz ,hasonlé mintdzatokat” keres a miltBa ezek alapjan
készit becslést a masnapi részveényarfolyamokra, amghyaalanaximalizalja a
portfolidjat (a harom stratégia kdzotti kilonbség éppemsonldsag definicidja-
ban van). A stratégiak alapjainak részletesebb leirassataduato [12] 9., 10. és
11. fejezetében és [14] 4., 5. és 6. fejezetében.

3.1. Hisztogram alapu stratégia

Bemutatjuk Algoet séméajanak Gyorfi és Schafer féle verzi@atigynevezett
hisztogram alapu befektetésdratégiat, mint a korabban emlitett portféliovalasz-
tasi stratégiak egy specialis esetét. Jel@€ a hisztogram alapu befektetési
stratégiat.

B! konstrukcidja a kévetkéz El6szor definidljuk az elemi stratégiaknak
(szakérbknek) egy végtelen osztalysl *9 = {h"9(.)}, aholk és/ indexek
pozitiv egészeki, / = 1,2, .. ..

Egy H*" szakérb esetéri: a mintaillesztési ablakméretét (lasd alabb), mig
¢ a kvantalas finomsagat adja meg. Legfnnek egy particidjaP, = {A.;},
aholj = 1,2,...,m,, amelym, darab diszjunkt halmazbdl (cellabdl) all. A
H™9 szakérd ahhoz, hogy meghatéarozza a portfélidjatiadik napon, az utol-
sOk nap hozamvektorat veszi alapul. Diszkretizalja (kvaa)dl, particio szerint
akd dimenzios ,mult” vektort és meghatarozza azt a portfolidee, ami optima-
lis azokon a multbeli napokon, amelyeknek a kvantaibsszi multja egybeesik
a mostanival. Formalisan, jel6ljg, a P, particiohoz tartozé diszkretizal6 fligg-
vényt, azaz

Gi(x) = j, hax € Ay .

Vezessiik be a kévetkézgyszer(isit jelolést mindem-re ésx? € R -re,
jelentseG(x}) aGy(xy), ..., G(x,) sorozatot. Ezutan definialjuk B *9 =
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{R"9 ()} szakérbt

h*0 (71) = arg max H b, z;) (5)
beAd . i—1 n—1
{k<z<n:Ge(m§_k):Gl(mn_k)}

mindenn > k + 1-re, ha a szorzat nem Ures, kilénben pedig valasszuk az-egyen
letesby = (1/d, ..., 1/d) portfoliot. Tehath*9 diszkretizaljax? ' szekvenciat
a P, particio szerint és megkeresi az 6sszes egyezest a mukthanlgira latott
G(x'"}) k hosszU kvantalt sorozattal. Ezutan kivalasztja azt a fixf@avek-
tort, ami maximalizalja a kifizetést a kvantalt sorozatakrukdvetked napokon.

A 3.1. abra foglalja 6ssze a stratégia csusz6 ablakos néi§kébdA vonalka-
zott téglalapok a multbek hosszu minta-egyezéseket jelentik. A teli karikak a
multbeli minta-egyezéseket kodehapi hozamok, ami alapjan az Ures karikara,
azaz a holnapi hozamra ad becslést a stratégia.

k nap

__[MMe [Mle HFHo

0 t

1. 4bra. CsuUsz6 @hblak szemléltetése.

A B hisztogram alapu stratégiatF“*) szakérbk kombinalasaval kapjuk,
felhasznélva egy ¢, .} valdszinliségi eloszlast, amely minden pozitiv egész par
(k, ) halmazén értelmezett gy, hogy/, q., > 0. B stratégia aH*") szak-
értok egyszerl sulyozasa a multbeli teljesitményik alapjéivatkedHképpen: a
befekteb vagyona a-dik nap utan

Su(B") =Y " qreSu(H™), (6)
k£

ahol S, (H*Y) azn-edik nap utan dsszegyfilt vagyont jelenti, amilkbt** port-
f6li6 stratégiat hasznélja és a kezdétie S, = 1. Az S, kezdeti tkétH *") szak-
értok kozott agy o valoszinliségi eloszlas szerint osztjuk szét, gzag,. [16]-ban
megmutattak, hogy’ stratégia univerzalisan konzisztens az ergodikus folyama
toknak minden olyan osztalyra, amelyre igag log XU |} < 00 j =1,2,....,d
esetén és a kvantaladshoz hasznalt particiok teljesitikdabickét tulajdonsagot:
(a) a particiok sorozata finomodoé, az@z,, minden cellaja egy részhalmaza
P, particio megfeld celldjanak/ = 1,2, ... és
(b) hadiam(A) = sup, .4 ||z — y|| jeloli a halmaz atméijét, akkor minden
origd kdzéppontl gomb C RY esetén
li diam(A,;) =0.
e M
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3.2. Szakérbk kombinalasa
Az elébb bemutatott empirikus stratégia alapétlete a széképortféliok) kom-

binadladsa, azaz
k 0
E Q.o Sn(H*D),

€s az univerzalis kon2|sztenC|ahoz azt kell megmutatrgyho

ligg)lf % log S, (B) > W* 1 valészinliséggel.
A bizonyitas két épésh all. El6szor azt kell belatni, hogy a kombinalt portfélio
és a portféliéstratégia osztalyban &élegjobb portfélié kézott szoros kapcsolat
van. Masodik Iépés annak a megmutatasa, hogy a portfohéegia osztalyban
a legjobb portf6lié univerzélisan konzisztens. Azdéelépés gondolatmenete a
kovetked

n—oo M n—oo M

1
liminf —log S,(B) = hmlnf—log (qus H”>)>

1
> liminf —log (sup Qk,eSn(H(kf)))

n—oo M

= hmlnf—sup <10nge+10gS( H)))

n—oo nk

> suplim inf — log Sn(H(W))’
ke 7100 T

ezért az dizOekben taglalt stratégiak esetén azt kell megmutatni, hogy

1 e o
sup lim inf — log S, (H*?) > W* 1 val6sziniséggel.
]ﬁe n—oo Mn

3.3. Magfliggvény alapu stratégia

Gyorfi, Lugosi, Udina [15] vezette be a magfliggvény alapétégiat, amelynek
egy egyszerlibb, az egyenletes magfliggvényhez tartoazgdablakos” verzi-
ojat ismertetjuk.

Ugyanugy, mint az @iz alfejezetben, a stratégiahoz definialjuk a szakeért
egy végtelen osztalydl *9 = {n*9(.)}-t, aholk és¢ pozitiv egészek.

Minden fix k, ¢ pozitiv egészhez valasszunk egy sugarat, amiresigaz- 0
agy, hogy minden fix-ra

lim ry =0

{—00
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Ekkor minden: > k + 1 esetén definidljuk*? szakérit a kovetkedképpen

h*®9 (2"~1) = arg max H b, x;) ,
beAy ) L o

{k;<z<n:||a:;._]1€—:cz_,1€||§rk,g}
ha a szorzat nem Ures, killénben pedig valasszuk az egyenlete
by = (1/d,...,1/d) portféli6t. Az algoritmus azokat a mintékat tekinti hasonl
nak, amelyeknek az euklédeszi tavolsaga kisebb egy meghattr; , sugarnal.

A szakérbket a hisztogram alapu stratégia esetén bemutatott méaobik
néljuk, (6) szerint.

Gyorfi, Lugosi, Udina [15] bebizonyitotta, hodg™ portfoliGséma univerzali-
san konzisztens az ergodikus folyamatok azon osztalydmelyee igaZi{|log XV |} <
©j=12,...,d.

3.4. Legkdzelebbi szomszéd alapu stratégia

A korabbiakhoz hasonléan definialjuk a szakk&regy végtelen osztaly#f 9 =
{h*D()}-t, ahol0 < k, ¢ egészek. Jeldljg¢ a mintaillesztési ablak hosszat és
minden/-hez valasszul, € (0, 1)-t tgy, hogy

lim ¢, = 0. (7)

{—00
Legyen X

C=[qm].
Minden adott napon a szakénmnegkeresi legkdzelebbi szomszedot a multban.
k.l (n > k+(+ 1) fix pozitiv egészekre vezessik beldegkdzelebbi szomszéd
(LSZ) halmazat:
JkO - — {z'; k+1 < i < n gy, hogyz'~! benne vanc"~} / LSZ-ja kdzb’tt} .

Legyenh*t szakérb definicidja

h(kae) (m?_l) = argmax H <b7 332> .

beAy {z’ej,(f’e)}

Azaz,h*9 szakérd egy fix portfélié vektor, amelyet a legkdzelebbi szoms#édo
eléfordulaséat kovet napokra nézve optimalis.

A szakérbk kombinalasa ugyanugy torténik, mint korabbi két stretégetén
(lasd (6)).

Gyorfi, Udina és Walk [17]-ben bebizonyitotta, hogyBi™Y portfélicséma
univerzalisan konzisztens az ergodikus folyamatoknak amztalyara, amelyre
igazE{|log XV|} <0 j=1,2,...,d.
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3.5. Kisérletek a NYSE adatokon

A bemutatott univerzalisan konzisztens portfolio-sigad&at a New-Yorki Erték-
tézsde (NYSE) standard adatsoran tesztelték, amelyet kdkidmbtt Cover [9],
Singer [33], Hembold, Schapire, Singer és Warmuth [19], BéasKalai [4], Bo-
rodin, El-Yaniv, és Gogan [5], is hasznélt empirikus vidatgihoz. Az adatsor 36
részvény napi arait tartalmazza egy 22 év hosszu period@6ii kereskedési
napon) keresztil 196511984-ig.

Vizsgalatok soran a kovetkézeltételezésekkel élnek, amelyeket az ismert
k6zgazdazdasagi modellek is alkalmaznak (lasd pl. Marizof22] és Sharpe
[32]):

e arészvények korlatlanul oszthatok,

e arészvényekdl korlatlan mennyiség all a rendelkezéslinkre az aktuddis (
pi) aron, azaz tetétegesen kevés vagy sok részvényt tudunk venni vagy
eladni,

e nincs tranzakcios koltség és

¢ a befekted infinitezimalis, azaz a befekfeakcioi nincsenek hatassal a piac
viselkedésére (ez a feltevés, akkor realisztikus, ha &tedédt vagyon kicsi
a piac kereskedési volumenjéhez képest).

A szimulaciok soran ([15], [17]) elért latvanyos vagyon akgdést (pl. tébb,
mint 10'2-enes novekedési faktor 22 év alatt a New-Yorki Erfektién) koriilte-
kintden kell interpretalni, mivel a gyors ndvekedés a val6sgkan elkerilhetet-
lentl maga utan vonna szamos reakciot, melyet sem az eipsé&let a gyakorlati
modellek nem tudnak leirni. Az egyszerisitések ellengyegondoljuk, hogy a
numerikus eredmények @ empirikus bizonyitékot nyujtanak arra, hogy a rész-
vénypiac nem hatékony. Ezt részben azzal magyarazhatpgly, énnak ellené-
re, hogy a javasolt modell csak publikus adatok hasznalgltata feltart piaci
osszefiiggések elég komplexek ahhoz, hogy a legtdbb keleskamara rejtve
maradjanak.

A kovetkedDkben négy részvényparon végzett szimulaciok eredményét m
tatjuk be [15], [17]. Az eredményeket az 1. tablazat foglaljssze. A gya-
korlatban minden szimulaci6é esetén a szakéségtelen nagy osztélya helyett
csak egy véges 50 szak@inbl allo6 osztalyt hasznaltak. A szakéktparaméterei
k=1,...,Kést=1,...,L,aholK =5 ésL = 10.

A tablazat masodik oszlopaban talalhaté a két részvényl kbmibbik altal
elért vagyon, a legjobb konstans Ujrasulyozott portf@ipegy orakulummal (ez
a legjobb lehetséges stratégia, amely minden napon a joagasabb hozamdu,
részvenybe fekteti a vagyont), illetve Cover-féle univészgortfolioval (UP) és
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Részvények Legj.sz.[k, /]
Iroquois Legj. részv. 8.92 B”  2.3e+10 1.39e+11[1,1]
Kin Ark BCRP 73.70| BX  4.03e+10 9.01le+11[2,2]
Orakulum 6.85e+53 B 1.15e+12 1.44e+13[2,8]
Coverup 39.97
Singerakp 143.7
Com. Met. | Legj. részv. 52.02 BY 162.5 327.8 [2,1]
Mei. Corp BCRP 103.0| BX 775.1 4749 [2,5]
Orakulum 2.12e+35 B™ 3505 3.14e+4 [3,6]
Coverupr 74.08
Singerakp 107.7
Com. Met. | Legj. részv. 52.02) BY  1.33e+10 8.54e+10[1,]]
Kin Ark BCRP 144.0| BX  1.11e+11 1.41e+12[3,3]
Orakulum 1.84e+49 B™ 4.78e+12 8.25e+13[3,7]
Coverup 80.54
SingerAkp 206.7
IBM Legj. részv. 13.36 B 63.8 112.2 [1,5]
Coca-Cola BCRP 15.02|| BX 47.6 194.6 [1,6]
Orakulum 1.08e+15 B™ 74.3 296.3 [1,7]
Coverup 14.24
Singerakp 15.05

1. tAblazat. Kulonbdz befektetési stratégiakkal elért vagyon a Cover [9] altal
hasznalNy sk részvényparokon.
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a Singer-féle adaptiv kapcsolgatés portfoliovak ) elért vagyonnovekedés. A
harmadik oszlop tartalmazza a korabban bemutatott haraveraalisan konzisz-
tens stratégiaval: a hisztogramB{'), a magfiiggvény B”) és a legkdzelebbi
szomszédB™) alapl befektetési stratégiakkal elért vagyont. Az 6sszetben
K =5 ésL = 10. Az utols6 oszlopban & x L darab szakédtkozil a legjobb
szakérb vagyonat és hozza tartozé paraméterek indexei vannakdéla.

4. Alog-optimalis és Markowitz-féle portfélicelmélet
kapcsolata

Ebben a fejezetben parhuzamot vonunk a log-optimalis betiek és a Marko-
witz-féle portfolio-valasztas kdzott. Hgillanatra ez tobb okbdl is meglépe-
het.

A Markowitz-féle portfolid-valasztas a varhat6 érték ésasiancia ketbsére
vonatkozé preferenciak alapjan rangsorolja a portféliok@& varhatd hasznos-
sag oldalardl ez a kévetkéképpen interpretalhaté. Tekintsiink egy CARA tipu-
su (konstans abszolut kockazatkerulési hajlandéséggq/bheeﬁ) hasznossagi
figgvényt. Legyen ez aZ (r) = —e** fliggvény, ahol—%,—((;”)) = k az abszolut
kockazatkerulés mértéke. Ismert, hogysha- N(u, o), akkor aEU helyett a
V(u,0) = p — sko? kifejezést vizsgalhatjuk.

Ha a log-optimalis portféliovalasztast a logaritmikus zrasssag maximaliza-
lasakent fogjuk fel, akkor ez nem mas mint égfec, v) = %(ﬂ—l) CRRA (kons-
tans relativ kockazatkerllési hajland6ség) tipusu hassag fuggvényy — 0
helyen vett varhato értékének a maximalizalasa+(ha> 0, akkorU(z,v) —
log(x)). Kovetkezésképp egy konstans abszolut kockazatkerfiggsindosagu
fuggveény vetlink 6ssze egy nem konstans abszolut kockaiiikehajlanddsa-
guval.

A kbvetked érveink vannak arra, hogy mégis indokolt az 6sszehagsnlit

A két portfélio-valasztasi szabaly azonos logik4jat iggza log-optimalis
portfélio-valasztas kébb definidlandd implicit kockazatkefitulajdonsaga is.
Masrészt, alabb megmutatjuk, hogy kvadratikus kozeliddisiimazva, a log-
optimalis portfoli6-valasztasra egy a varhat6 érdéktozitivan és a varianciatol
negativan figg kifejezést kapunk, hasonl6éan a markowitz-i portfolidagatashoz.

Markowitz a modern portfélielméletet megalapoz6 195zikkében [22]-
ben ramutatott arra, hogy a varhatd hozam maximalizalésszlaitavon nem hoz-
hat eredményt a piacon, mivel figyelmen kivil hagyja a die&cio elvét (ek-
kor az 6sszes vagyon egyetlen részvénybe invesztalédikslhta az volt, hogy
a részvényekben réjlkockazatot is figyelembe kell venni a varhaté hozam mel-
lett. A kockéazat jellemzésére a hozamok varianciajat HesznErtelemszeriien
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az azonos varhaté hozamu értékpapirok kdzott a racioreftkted a kisebb szo6-
rasit, mig azonos variancia mellett a nagyobb varhaté @rp¥keferalja.

A log-optimalis portf6lié hasonl6 tulajdonsagat vizsgaMajda [35]-ben. Ve-
zessuk be a implicit kockazatkerulés fogalmat. Egportfolidé stratégiara azt
mondjuk, hogyc szinten implicit kockazatker@l hogy ha kéb, ésb, portfélié
kozul, amelyekre teljesil, hogy

E(b;, X) =E (by, X),
és
Var (b, X) = Var (by, X) +¢,
aholc > 0, akkor
g(bi, X) < g(bs, X).

Ekkor belathatd, hogy a log-optimalis portf6lié implicio&kazatkerid
c=2max[E {]X(i) -1’}

paraméterrel, ahot' ) a hozamvektoi-edik komponense €k () nagyobb, mint
0,6.

Az eredeti cikkben ([22]-ben), mivel f.a.e. adatsorokogaeit vizsgalatokat
kézenfekw volt a varhaté hozam vizsgalata, kdnnyen lathat6, hogyiggések
vannak egyes hozamok kozott, akkor ehelyett megdiblelafeltételesvarhato
hozam vizsgalata. Vegylk észre, hogy fluggetlenség eseféitételes varhatd
erték egybeesik a varhato éertékkel. Hgyortfoli6 Markowitz-féle hasznossag
flggvénye a kovetkdérzkvadratikus alakban irhato fel

E{Up_v ((b(X"), X)))| X'} =Ep— \Vp
ahol
Ey,=E{(b(X{"), X;)| X"}
és
Vo= Var {(b(X{"), X,)| X1}
és )\ a befekted kockazatkerllési hajlandésaga. Mivel a kockazatkeritan-

dosag az adott befekt#tjellemzi, ezért nem fligy a valasztott portf6liotol. Ezért
a fenti egyenletet maximalizalé portféliéra igaz, hogy

E
by_y = argmax Ep — AV, = arg max . (8)
b() () A

A log-hasznosség é5 — V. megkozelités kdzotti kapcsolatot vizsgéalta Mar-
kowitz [23],[24] és Yong és Trent [38]. Megmutattak bizosylwozamvektor el-
oszlasokra, hogy
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Elog ((b(X{™"), X;)) ~logE {(b(X{™"), X;)}
1 [ Var {(b(X7 "), X;)}

2 \E{(ex). X))

A kdvekedkben egy altalanos 6sszefliggést mutatunk a log-hasznéssiz
E — V megkozelités kozott, ehhez Gyorfi, Urban és Vajda altal &1hasd beve-
zetettsemi-logfliggvényt hasznaljuk, amely soran nem kell semmilyen kozid
feltételezés a hozamvektorrél. A semi-log fliggvényg: fliggvény masodrendil
Taylor sorfejtése a = 1 korul

1
log(z) ~2z—1— 5(2 —1)%

A fenti kozelitést hasznalva a log-hasznossagra azt kabpdy
E{log(b(X{ "), X)| X'} ~E{{(b(X{"), X,;)— 1| X"}
1 i— i—
e {(eexi, X)) xi )

A semi-log fuggvény egy jo kozelitdsg(z)-re, mivelz tipikusan 1 korili értéket
vesz fel. Jeldlje a feltételes masodik momentuiiptazaz

B = e { (b0x), X)) X1
ekkor levezethét, hogy

argmaXE{log<b(X§ h X, >|XZ }~ argmax 26, —
b()

<
l\DI»—‘ [\DI»—t
v

(
o

1
= arg max Ey (2 — —Eb> — —Vb)

—argmaX(Eb4 Epy) — W)
b(-)

Ey def
= — -V =0 ,
argbglax ()\b b) s—log

ahol\y = =& E egy varhaté hozamtdl figgkockazatkerilési hajlandésag. Ez
az alak megegye2|k a Markowitz moddildevezetett (8)-ban Iévalakkal, avval
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az eltéréssel, hogy a kockazatkerilési hajlanddgdtigg b portfoliotol. Mivel
Ey értéke 1 kordli, tipikusan korlatos intervallumba van (napzam a 6zsdei
szabdalyozas miatt nem haladhat meg egy szintet), ezért al@grmasznossag
megfeleltethéi azF — V' hasznossagnak~ :; valasztassal.

5. Konkluzié

A cikkben pénzugyi piacokon alkalmazhat6 szekvencialfeltetési (portfolio-
valasztasi) stratégiakat mutattunk be. Szemben a klassnilodellekkel, ame-
lyek a piac mikddésének a leirasarasestatisztikai feltételezéseket tesznek, az
ismertett modellekben a matematikai vizsgalatok soramrté@segyetlen feltétel,
hogy a napi hozamok stacionarius és ergodikus folyamakotredk. Bemutat-
tuk az univerzélis konzisztencia fogalmat és attekinkettthisztogram, a mag-
fuggvény és a legkdzelebbi szomszéd alapu univerzalisapisaiens stratégia-
kat és hozzajuk kapcsolodd empirikus eredményeket. Ekekmeddszereknek

a fé Uzenete, hogy léteznek nem-paraméteres befektetésigsfila amelyek ha-
tékonyan feltarjak a maltbeli adatokban @évejtett 6sszefliggéseket, és ezeket
kiaknazva képesek gyors vagyonnodvekedést elérni. Végihuzamot vontunk a
Markowitz-féle és log-optimalis portfélidelmélet kozdtt implicit kockazatkeri-
|és fogalman és a hasznossagfliggvény kvadratikus seéajtéeresztl.
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Empirical portfolio strategies

Gyorgy Ottucsak and Istvan Vajda

Abstract

This paper introduces sequential investment strategies that guararmpe an
timal rate of growth of the capital under minimal assumptions on the behav-
ior of the market. The only assumption is that the market is stationary and
ergodic. Both the theoretical and the empirical properties of the new strate-
gies are reviewed. The theoretical results show that the asymptotic rate of
growth matches the log-optimal one that could be achieved only with a full
knowledge of the statistical properties of the underlying process germgra
the market. The new approach is related to the classical Markowitz portfolio
strategy.
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