ALGORITMIKUS JATEKELMELET zarthelyi Név:
2025. oktober 31. Neptun kod:

1. Két jatékos jatszik egymas ellen a jobbra lathato G grafon, mi-
utan G csucsaira harom babut helyeziink el megengedve, hogy
egy csucson egyszerre tobb babu is alljon. Ezt kovetSen a ja-
tékosok felvaltva lépnek. Minden lépésben a soron kovetkezo ® L4
jatékos egy altala véalasztott babut egy iranyitott él mentén az @
adott cstucs egy tetszoleges szomszédjaba mozgat. Az veszit, aki G
nem tud igy lépni. Ha mér egy-egy babu all a vy és v3 csticsok-
ban, akkor hogyan fligg a 3-dik babu elhelyezésétsl, hogy az igy @ @ @
kapott jaték I-es vagy Il-es tipusi lesz?

A szoéban forgo jaték harom olyan kombinatorikus jaték Osszege, amelyek mindegyikéhez a G
graf tartozik, és az egyes jatékok kezddallasai az elhelyezett babuk alatti cstucsok. (1 pont)
Ezért dinamikus programozéassal meghatarozzuk G minden egyes cstucsanak a Grundy-
szamat. (1 pont)
A cstcsok egy forditott topologikus sorrendje vg, vs, v1, Us, Vg, V4, (1 pont)
Grundy szdmaik pedig g(vg) = mex{(} = 0,

g(vs) = mex{g(vs) } = mex{0} =1,

9(v1) = mex{g(vs)} = mex{1} =0,

Evs)) = mex{g(vs), g(ve)} = mex{0,1} =2,

g

g(v2) = mex{g(v1),g(vs), g(v5)} = mex{0,1,2} = 3,

9(va) = mex{g(v2), g(vs)} = mex{3,2} = 0. (2 pont)
Egy jaték pontosan akkor Il-es tipust, ha a Grundy-szama 0. (1 pont)
A Sprague-Grundy tétel miatt az Osszegjaték Grundy-szama az egyes jatékok Grundy-
szamainak NIM-osszege. (1 pont)
Mivel g(ve) @ g(vs) =3B 1 =2, (1 pont)
ezért a kérdezett jaték pontosan akkor Il-es tipust, ha a harmadik babu alatti mez6 Grundy-
szama 2. (1 pont)

A fentiek szerint tehat ha a harmadik babu a v mezdén all, akkor a kérdezett jaték Il-es tipusi,
minden mas esetben pedig I-es tipusu jatékrol van szo. (1 pont)
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2. Modositsuk a hex jaték szabalyat a kovetkezGképpen. A jatékosok tovabbra is a hex szokasos szabéalyai
szerint 1épnek, de a jaték véget ér, amint a tabla két atellenes oldala k6zott vezet olyan 1t, ami csupa
azonos szinre szinezett mezdt hasznal. A jaték gyGztese az a jatékos, aki ezt az utat kiszinezte.
(Tehat egyik jatékos szaméara sincs elSirva, hogy melyik két atellenes oldal 6sszekotésével nyerhet.)
Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja, és ha igen, akkor melyiknek?

Az 6ran lattuk, hogy a hex nem végz&dhet dontetlennel, ezért valamelyik jatékosnak bizonyo-

san van nyer$ stratégidja. (2 pont)
Stratégialopassal megmutatjuk, hogy ez a kezdé jatékos, akit a tovabbiakban A-nak neveziink.
(2 pont)

Tegyiik fel indirekt, hogy a masodik jatékosnak (akit a tovabbiakban B-nek hivunk) van
nyerd stratégiaja. Megmutatjuk, hogy e hipotetikus stratégia segitségével a kezds jatékos
garantaltan nyerni tud. (1 pont)

1. megoldas

Képzelje A azt, hogy B méar valamit 1épett és jatsszon ezen a képzelt palyan a masodik jatékos
nyeré stratégiaja szerint B ellen. (2 pont)
Ez kivitelezhetd, hiszen ha B a képzelt mez&t realizalja, akkor A valaszt egy tetszéleges masi-
kat, kivéve ha a képzelt palya mar megtelt: ekkor a soron koévetkezd jatékos mindenképpen a
képzelt mez6t szinezi ki és véget ér a jaték. (2 pont)
A képzelt jatékot A nyeri, ebbdl pedig kovetkezik hogy az eredetit is, hiszen az egyetlen
kiilonbség a valos palyaban az lehet, ha az utolsé képzelt mezét A realizalta, ez pedig nem
ronthatta el a nyerését. (1 pont)
Ez ellentmondas.

2. megoldas
Els6 1épésként szinezzen ki A egy tetszGleges mezét, legyen ez az A jatékos specidlis mezeje.
Innentél A képzelje azt, hogy ez a specialis mezd iires és jatsszon ezen a képzelt palyan a

masodik jatékos nyerd stratégiaja szerint B ellen. (2 pont)
Ez kivitelezhetd, hiszen ha A szaméara a stratégia a specialis mez6 kiszinezését irja els, akkor
helyette szinezzen ki egy masik mez6t és legyen mostantol az a specidlis mezé. (2 pont)

A képzelt jatékot A nyeri, ebbdl pedig kovetkezik, hogy az eredetit is, hiszen az egyetlen
kiilonbség a valos péalyaban az lehet, ha a képzelt palyan az utols6 kérben B jott volna, neki
pedig a specialis mezdre kellett volna raknia, amit a valosagban A mar kiszinezett. (1 pont)
Ez ellentmondas.
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3. Tekintsiik a jobb oldalt lathaté matrix altal megadott stratégiai B

(27 _2)

jatékot. Jelolje p ill. ¢ annak a valoszintiségét, hogy a sorjatékos Fl (1,1)
az F'ill. az oszlopjatékos a B stratégiat valasztja. L

(3,5)

(a) Irjuk fel a sorjatékos g, (p, ) nyereségfiiggvényét.

=3pg—p—4¢+3=p(3¢g—1)—p+3

\.

Usor(P;q) =1-pg+2-p(1 —q)+(=1)- 1 —p)g+3-1-p)(1—¢q) =

(2 pont)

(b) Az oszlopjatékos uesiop (P, ) nyereségtiiggvénye alap-

jan készilt a jobb oldali grafikon, ami p fliggvényében
adja meg az oszlopjatékos legjobb kevert valaszait.
Hatéarozzuk meg a sorjatékos nyereségfiiggvénye alap- q
jan, hogy a legjobb kevert vélasza hogyan fiigg ¢-tol. A
A véalaszunknak megfelels grafikont rajzoljuk is be a

mellékelt abraba.

7~

Ha 3¢—1 > 0, azaz ¢ > 1/3, akkor a sorjatékos

nyeresége a p = 1 valasztassal lesz maximalis.
Ha 3¢ — 1 = 0, azaz ¢ = 1/3, akkor a sorjaté-

kos nyeresége tetszéleges p € [0, 1] valasztassal 0
ugyanannyi (és gy maximalis is) lesz.

Ha 3¢—1 < 0, azaz q < 1/3, akkor a sorjatékos
nyeresége a p = 0 valasztassal lesz maximaélis.

(2 pont)

(4 pont) )

(c) Talaljuk meg a vizsgalt jaték Osszes kevert Nash-egyenstlyat.

p=0;¢q=0;ap=1; ¢g=1; valamint a p = 0,4; ¢ = 1/3 valasztasok.

A tanultak szerint a kevert Nash-egyensiilyok éppen a legjobb vélaszokat leiré grafikonok
metszéspontjai lesznek. Az &bra szerint tehat harom kevert Nash-egyensuly adodik: a

(2 pont)




ALGORITMIKUS JATEKELMELET zérthelyi

4. Tteralt szigoru eliminélas segitségével a jobb oldalon

lathato matrix altal megadott kétszemélyes stratégiai B E J

jatékbol hatarozzuk meg azt a redukalt jatékot, ami- F | (40 [(3,-1)|(2,1)
ben tovabbi szigort elimindlds méar nem végezhetd. K| (-12)| (4,2) |(3,3)
Egyuttal hatarozzuk meg az eredeti jaték Osszes ke- L | (2,4 (5,1) | (1,2)

vert Nash-egyensiilyat is.

Kideriil a megoldasbol, példaul szigoru eliminaciok helyes végrehajtasaval, hogy a hallgato
tudja:

Tz 0z

oszlopjatékos barmely valasztésa esetén a sorjatékos A-val szigoriian jobban jar mint
B-vel. Ilyenkor a B sor térolhetd. (2 pont)

cz 0z

a sorjatékos barmely valasztasa esetén az oszlopjatékos A-val szigoriian jobban jar mint
B-vel. Ilyenkor a B oszlop t6rolhetd. (2 pont)

Négy szigoru eliminacioval egy 1x1-es matrixig kell eljutni, példaul a kévetkezdképp:

Az E oszlop torolhets, mert J erésen dominélja. (1 pont)
Ezutan az L sor torolhets, mert F' erésen domindlja. (1 pont)
Ezutan a B oszlop torolhets, mert J erésen dominélja. (1 pont)
Ezutan az F' sor torolhetd, mert K erésen dominalja. (1 pont)

Egyediil a K és J stratégiak maradtak, tehat ezen stratégiak valasztasa adja a redukalt jaték
egyediili kevert Nash-egyensilyat. (1 pont)
Az 6ran tanult tétel miatt az eredeti jatéknak is ez az egyetlen kevert Nash-egyensiilya.

(1 pont)
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5. Harom jatékos osztozik a [0, 1) intervallumon diszkrét mozgo késes eljarassal. Melyik jatékos kapja
az utolso szeletet és mi lesz a jussa, ha az aldbbi grafikonok irjék le az egyes jatékosok értékels
eloszlasfiiggvényeit?

oz Faop I
1 + 1 + 1 +
5/6 +
2/3 +
1/3 +
1/6 +
0 1/6 5/6 1 0 1/6 5/6 1 0 13 2/3 1
O,ha()ga:g% 2x,ha0§x§% x/2ha 0 <z <
filz) = ¢3(6z —1)ha ; <z <2 fo(x) = T2z+1)ha i <2 <3 fiy(z)=(i(dr—1)has <z <
Lha g <z <1 20— 1ha 2 <w <1 lz+1)ha2<az<

A diszkrét mozgd késes eljaras elsé fazisaban a Py, Py, Py jatékosoktol egy-egy értékharmadold

osztopontot kériink a [0, 1) intervallumra. (1 pont)
Tehéat mindegyiksjiik meghatérozza azt a legkisebb x; helyet, amire a [0, z;) intervallum értéke
a szdméra 11;([0,2;)) = 51:([0,1)) = 3. (1 pont)
Az abrarol leolvashatd, vagy behelyettesitéssel megkaphato, hogy xo = é, tovabba x; és x3
nagyobbak $-nal. (2 pont)
Ezért az els fazis végén P; a [0, §) szelettel téavozik. (1 pont)

A masodik fazisban a P, és P3 jatékosoktol egy-egy értékfelezs osztopontot kériink az [%, 1)

intervallumra. (1 pont)
Tehat megkeresik azt a legkisebb y; ill. y3 pontot, amire m([%ﬂh)) = % : ,u1([%,1)) ill.
p3(lg vs) = 3 - 1a((3, 1)) - (1 pont)
Az abréarél leolvashato, vagy behelyettesitéssel megkaphato, hogy ul([%,l)) = 1 és
ua([5:1) = 13- (1 pont)
Az abrardl leolvashato, vagy behelyettesitéssel megkaphato, hogy 1y, = %, és Y3 > % . (1 pont)
Ezért a mésodik fazis végén P, az [%, %) szelettel tavozik, a harmadik fazisban pedig Pj

egyediil marad és utolsoként tavozik a megmaradt [1,1) szelettel. (1 pont)

= wlro Wi
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Hérom hitelez6 kelmeszabéaly-konzisztens modon torténé osztozkodasa nyoman az elsé hitelezs jussa
10, a masodiké 90, a harmadiké pedig 50 fabatka. Tudjuk, hogy barmely més vagyonnagysag mellett
osztozkodva a mésodik hitelezd kevesebbet kap, mint az els§ hitelezének jaré rész kilencszerese.
Mennyi a harmadik hitelezé kovetelése?

A kelmeszabaly kozlekedGedényes modelljébdl vilagosan latszik, hogy az els§ és masodik hite-
lez6 jussédnak az ardnya akkor maximaélis, ha a kozlekedGedényekben a vizszint a kevesebbet
kovetels els hitelezd felsé tartélyanak alsé szintjén all.

Ennek lehetséges indoklasa, példaul:

Az optimum nem lehet ezen pont alatt: A kozlekedSedény-rendszer vizzel valo feltoltése
kozben a kisebbik kovetelés feléig egyenlGen kapnak a hitelezék, majd egészen addig, amig a
vizszint a kisebbik hitelezd felsé tartalyanak also szintjét el nem éri, csakis a tobbet kovetels
hitelezé részesiil a vagyonbol, igy eddig a pontig a részek aranya szigoriian monoton névekszik.

(4 pont)
Az optimum nem lehet ezen pont felett: Ahogy a vizszint tovabb emelkedik, egyforman
novekszik a részesedésiik, vagyis ettsl a ponttol kezdve a részek ardnya szigortian monoton
csokken. (4 pont)

Mivel d; a legkisebb kivetelés, ezért mindenhol a fels6 edényben van a vizszint, azaz mindegyik
hitelezs vesztesége megegyezik az elsd hitelezd kovetelésének felével, 10 fabatkaval. (1 pont)

Ebbsl adodik, hogy ds = 50 + 10 = 60. (1 pont)

/2 L] J
d2/2—10 3/2—10

do /2 ds/2

di/2=10 =7 ]




