Algojaték 2025 Stabil parositasok 9. gyakorlat

Stabil parositas. Legyen G = (V| E) egy graf, melynek minden cstcséara adott egy <, precedencia
sorrendezés a v-re illeszkedd élek halmazan.

Az M parositas dominalja az e élet, ha van olyan m € M él és v € V cstics, amire e <, m teljesiil.
Az e él blokkolja az M pérositast, ha M nem dominalja e-t.
Az M parosités stabil, ha nem létezik M-et blokkol6 él E-ben.

Eltorlési lemma. Ha e = uv az <, szerinti legjobb él, és f <, e teljesiil valamely f élre, akkor G
stabil parositasainak halmaza megegyezik G — f stabil parositasainak halmazaval.

Gale-Shapley-algoritmus (lanykérs algoritmus).
Bemenet: G = (V, E) paros graf, <, preferenciasorrendek minden v € V' csticsra.
Kimenet: a G egy M stabil parositasa.

Mikodés: A fit szinosztély minden cstcsa kijeloli a legjobb ré illeszkedd élet. Ha egy lany szinosz-
talybeli csticsba egynél tobb kijelolt él fut, akkor tordljik a legjobb kijelolt éltél kiilonbozd kijelolt
éleket, és iteralunk. Ha nincs torlés, akkor a kimenet a kijel6lt élek M halmaza.

Allitas. A lanykérs algoritmus kimenete fiti-optimélis, azaz minden fia a szamara barmilyen stabil
parositasban elérhetd legjobb feleséget kapja, valamint lany-pesszimalis, azaz minden lany csticsnak a
szamara barmilyen stabil parositasban elérhetd legrosszabb férj jut.

Allitas. Ha M, és M, stabil parositasok a G grafban, akkor az M;AM, szimmetrikus kiilonbség
minden komponense alternalé preferenciakor.

Allitas. A G graf barmely két stabil parositasa ugyanazokat a csicsokat fedi.

Allitas. Legyenek e, ey, ... em a G graf élei és a graf minden cstcsa preferalja a kisebb indexti
éleket. Ekkor G-ben pontosan egy stabil parositas van, ami az éltorlési lemma ismételt alkalmazésaval
megkaphato.
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Hatarozzunk meg az alabbi preferencialistakkal megadott paros grafokban egy-egy stabil parositast. A
grafok egyik szinosztélyanak csucsait az {a, b, ¢, d, e} halmazbol vett betiikkel, a masik szinosztalyanak
csucsait az {s,r,t,x,y, 2z} halmazbol vett bettikkel jeloltiikk. Az egyes csicsok a szomszédaikat a
preferenciasorrendjiik szerinti cs6kkend sorrendben soroljak fel.

a) a:s,t,r s:ba,c b) a:s 2ty s:cba c) a:s,tr s:e b, ca
b:t,s,r r:a,cb b:t,s,rx r:b b:s,rt r:ba
c: s, t,r t:a,cb C:2,2,1,S t:dba c: s, tx t:coab
d:t,z,x x:bcd d:y,x x:d,c
y:ca e:y,s y:d,e
z:d,a,c
Valtozik-e attol a stabil parositasok szama, ha az ol 203 ‘103 1@
abran lathato grafbol torcljiik 2 1 2 2
a) az e, illetve 1 3 3 1
b) az f élt? o2 102 7 201 20

Léssuk be, hogy a K, ,, teljes paros grafban tetsz6leges preferenciasorrendek mellett minden stabil
parositéas lefedi a nemnagyobbik szinosztalyt.

Mutassunk olyan grafot, amelyben létezik stabil parositas ami se nem fit-optimélis se nem lany-
optimalis.

Mutassunk olyan grafot, amelyben a csticsok szamaban exponencialis sok stabil parositas létezik.
Léassuk be, hogy a lanyok szempontjabol a lanykérd algoritmus nem taktikazéasbiztos.

Tegyiik fel, hogy a G péaros grafban a lanyok egy kozos preferencialista szerint sorrendezik a fitkat.
Mutassuk meg, hogy ekkor pontosan egy stabil parositéas van G-ben!

Tegyiik fel, hogy G-ben van egy él aki semelyik stabil parositasban nincs benne. Megvaltozhat-e a
stabil parositasok halmaza G-ben ha ezt az élet kitoroljiik?

Mutassuk meg, hogy K, ,-ben tetszéleges preferenciasorrendek mellett a fiG-optimélis stabil parosi-
tasban nem lehet két kiilonboz6 fit aki a preferenciasorrendjében a legutolséd lanyt kapta.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden e élére igaz, hogy van olyan stabil parositasa G-nek amely tartal-
mazza e-t. Lassuk be, hogy ha M a G egy stabil parositasa, akkor M stabil marad akkor is, ha G
minden cstucsa megforditja a preferenciasorrendjét az élei felett.

A | baratsagos békak” jatékban adott a sikon n darab pont ugy, hogy barmely két pontpar tavolsdga
kiillonboz6 — ezek a pontok egy t6 tavirdzsainak helyét jelolik. A jatékban két jatékos 1ép felvaltva
a kovetkezG szabalyok szerint. A kezdGjatékos az elsé lépésben kivalaszt egy tavirdzsat és ratesz egy
békat. Ezutan a masik jatékos vélaszt egy, az el6z6t6l kiillonboz6 tavirdzsat és szintén ratesz egy békat.
Innentsl minden lépésben a soron koévetkezd jatékos vélaszt egyet a két béka koziil és athelyezi azt
egy mésik tavirézsara gy, hogy a két béka kozotti tavolsidg szigortian csokkenjen, de a két béka nem
keriilhet ugyanarra a tavirozsara. Az a jatékos veszit, aki nem tud lépni.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha n paros, akkor a méasodik jatékosnak van nyerd stratégiaja.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n péaratlan, akkor a kezdéjatékosnak van nyerd stratégiaja.



