Algojaték 2025 Osztozkodasi jatékok, irigységmentes elosztasok 6. gyakorlat

Osztozkodasi jaték. Adott n € N, jatékos, akik a [0,1) intervallumot akarjak elosztani egymés
kozott. Az i. jatékos az A; részt kapja, ahol az A; véges sok, paronként diszjunkt, balrél zart, jobbrol
nyilt intervallumbol all. Az (A4, ..., A,) elosztasban az egyes A;-k paronként diszjunktak és az uniojuk
kiadja a [0, 1)-et.

Ertékels eloszlasfiiggvény. Az i. jatékos f;: [0,1] — [0,1] értékels eloszlasfiiggvénye monoton
névekvd, tovabba f;(0) =0 és fi(1) = 1.

Ertékels fiiggvény. Az i. jatékos értékels fiiggvénye ju;, amire p;([a,b)) = fi(b) — fi(a), tovabba
additiv, azaz paronként diszjunkt intervallumok uni¢jara az intervallumok értékének az osszegét adja.

Miiveletek. A protokollok a vag és a mér miiveleteket hasznaljak, ahol a mér;(z) az f;(z) értékét
adja vissza, a vag,(y) pedig a min{z | f;(x) = y}-t.
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Aranyos elosztas. Az (Aj,..., A,) elosztas aranyos, ha minden i € {1,...,n} esetén y;(A;) > .

Oszt és valaszt protokoll. Két jatékos esetén az egyik jatékos a sajat értékels fliggvénye szerint két
egyenld részre osztja a [0, 1)-et, majd a masik jatékos valaszt ezek kozil egy, a sajat értékels fliggvénye
szerinti legjobbat.

Fink-eljaras. Online protokoll. Els§ koérben az 1. jatékos megkapja a teljes [0,1)-et. Az i. korben
az i. jatékos megérkezik és az 1,..., (i — 1) jatékosok mindegyike i darab egyenls részre osztja a sajat
részét. Az i. jatékos mindenkitdl egy, a sajat értékels fliggvénye szerinti legjobb részt elvesz.

Tasnadi-eljaras. Rekurziv protokoll. Az elsd jatékos a sajat értékeld fliggvénye szerint n egyforma
részre osztja az elosztand6 halmazt, és mind az n részhez el6készit n — 1 darab jegyet. A tobbi jatékos
mindegyike elvesz n — 1 darab kiilonb6z6 jegyet, kihagyva a sajat értékels fiiggvénye szerinti egyik
legrosszabbat. A fennmarad6 n — 1 darab jegyet az els6 jatékos kapja. Ezutan az n rész mindegyikén
n — 1 jatékos osztozkodik tovabb a Tasnéadi-eljarassal, ebben az elsé jatékos megfelel§ multiplicitassal
vesz 1észt.

Diszkrét mozgo késes eljaras. Minden jatékos megjeloli a sajat értékels fiiggvénye szerint azt a
legkisebb [0, ) intervallumot, ami neki %—et ér. A legbaloldalibb jelolével rendelkezd jatékos megkapja
a kért szeletét, a tobbi jatékos a megmaradt intervallumon folytatja az eljarast.

Even—Paz-eljaras. Oszd meg és uralkodj elvi protokoll. Minden jatékos megjeloli a sajat értékels
fliggvénye szerinti |n/2| : [n/2] vagopontot. A jatékosokat a jelolSik szerinti névekvs sorrendbe
rendezziik (az egyenlGséget véletlenszertien feloldva) és az els6 |n/2] jatékost balra, a maradék [n/2]
jatékost pedig jobbra kiildjiik. Az intervallumot a balra kiildott jatékosok maximalis jel6lGjénél vagjuk,
a bal oldali részen a balra kiildott jatékosok, a jobb oldalin pedig a jobbra kiildottek osztozkodnak
tovabb, szintén az Even—Paz-eljarassal.

Irigységmentes elosztas. Az (Aj,...,A,) elosztas irigységmentes, ha minden 4,5 € {1,...,n}
esetén yu;(A4;) > pi(A4;).

Selfridge-Conway eljaras. Irigységmentes elosztas harom jatékosra (A, B, C'). Az A harmadol, a B
a darabokat sorrendezi és ha van legnagyobb akkor azon igazit: levag belSle annyit, hogy ugyanakkora
legyen mint a kovetkezs. A levagott maradékot félreteszik. A harom & darabbol C', B, A sorrendben
valasztanak egyet-egyet, de B-t megkérjiik, hogy ha teheti, akkor az igazitottat el6zékenyen & vigye el
(neki ez egy legjobb szelet), ne maradjon az A-ra. Ha C' viszi el az igazitottat, akkor a maradékot B
harmadolja és C, A, B sorrendben osztoznak. Egyébként a B viszi el az igazitottat, ekkor a maradékot
a C harmadolja és azokon B, A, C' sorrendben osztoznak.

Az A biztosan nem lesz irigy az igazitott darabot kapora, hiszen A mér az elsé korben kapott annyit,
mint amennyit az igazitott és a teljes maradék ér neki. A mésikra sem lesz irigy, hiszen az elsé kérben
az A osztott, tehat egyformékat vittek el, a masodik kérben pedig az A hamarabb valaszthatott. B
és C sem lehetnek irigyek senkire, hiszen az els§ korben C' valaszt elGszor, de a B is legaldbb olyan
jol jar a sajat szemszogébdl, a masodik korben pedig az egyikdjiik az oszto volt, a mésikdjuk pedig az
elsének valaszto.
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Héarom jatékos osztozkodik a [0, 1) intervallumon a Fink-eljarassal. A jatékosok értékels eloszlasfiigg-
vénye a kovetkezd.

h@)=Va, f)=z, fi(z)=2

Tudjuk, hogy a masodik jatékos megérkezése utan az elss a [0, 1), a masodik pedig az [§, 1) interval-
lumot birtokolja. Mondjuk meg, hogy a harmadik jatékos koérében mit csinal az algoritmus a [0, }—1)
intervallumon!

Héarom jatékos osztozkodik a [0, 1) intervallumon a Fink-eljarassal. A jatékosok értékels eloszlasfiigg-
vénye a kovetkezd.

4r, ha0<x <1/4,
filz) = /
1, hal/a<z<1,

Legyen a legjobboldalabbi kiosztott intervallum az [a,1). Mennyi az a értéke és ki kapja ezt az
intervallumot?

Harom jatékos osztozkodik a [0, 1) intervallumon a Tasnadi-eljarassal. A jatékosok értékels eloszlas-
fliggvénye a kovetkezd.

a) fi(z) =z, folz)= {x/2, ha 0 <z <1/2, folz) = {Qx, ha 0 < z < 1/4,

(3z—1)/2, hal/2<ax <], (2z+1)/3, hal/i<z<1
b) fl(x) =, fZ(x> :fE2, f3($) :lA

Hajtsuk végre a rekurziv algoritmus legkiilsé fiiggvényhivasat: a belsé rekurziv hivasokat ne hajtsuk
végre, csak adjuk meg milyen paraméterekkel hivja Sket a kiils6 hivas.

Héarom jatékos osztozkodik a [0,1) intervallumon a diszkrét mozgod késes eljarassal. A jatékosok
értékels eloszlasfliiggvénye a kovetkezs.

a) fi(z) ==, fo(z) = 22, f3(x) = 2t
b) fi(z) ==z, fo(z) = 22, f3(x) =z

Legyen a legbaloldalabbi kiosztott intervallum a [0,b). Mennyi a b értéke és ki kapja ezt az interval-
lumot?

Ot jatékos osztozkodik a [0,1) intervallumon az Even-Paz eljarassal. A jatékosok értékels eloszlas-
fliggvénye a kovetkezd.

filey==2,  folz)=2%  fio)=va,  fulz)=2",  fs(x) = min(22,1)

Hajtsuk végre a rekurziv algoritmus legkiils6 fiiggvényhivasat: a belsé rekurziv hivasokat ne hajtsuk
végre, csak adjuk meg milyen paraméterekkel hivja ket a kiils6 hivas.

Ot jatékos osztozkodik a [0,1) intervallumon az Even-Paz eljarassal. A jatékosok értékels eloszlés-
fiiggvénye a kovetkezd.

fi(z) =V, fo(z) = ¥/, fa(z) = 22, falz) ==

Legyen a legbaloldalabbi kiosztott intervallum a [0, ¢). Mennyi a ¢ értéke és ki kapja ezt az interval-
lumot?
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Hatéarozzuk meg a [0, 1[ intervallum egy irigységmentes elosztasat a Selfridge-Conway-eljarassal, ha a
jatékosok értékels eloszlasfiiggvénye a kdvetkezd.

fal@)=vz,  fglr) =min(2z,1),  fo(z) = 2?

Adjunk eljarast arra az esetre, amikor az n jatékos nem egyenlg mértékben akar osztozni a [0, 1)
intervallumon, hanem minden ¢ € {1,...,n} esetén az i-edik jatékoshoz adott egy d; € Z, kovetelés,
és olyan (Aj,...,A,) elosztast keresiink, melyre tetsz6leges ¢ € {1,...,n} esetén p;(A4;) > d;/D
teljesiil, ahol D == >"" | d;.

ZH 2024, *-os feladat A [0, 1) intervallumon szeretne irigységmentesen osztozkodni n jatékos (ahol
n tetszéleges pozitiv egész szam). Tudjuk, hogy az els6 n — 1 jatékos értékels eloszlasfliggvénye
azonos, azaz f1 = --- = f,_1, az n-edik jatékosérol viszont nem tudunk semmit. Javasoljunk hatékony
algoritmust a feladat megoldéasara, és hatarozzuk meg az eljaras végrehajtasahoz sziikkséges mérés- és
vagas miiveletek szamaét.

Adjunk eljarast arra az esetre, amikor az n jatékos gy akar osztozni a [0,1) intervallumon, hogy
tetszGleges i € {1,...,n} esetén p;(A;) < 1/n teljesiiljon (azaz példaul torta helyett hazimunkan
osztoznak a jatékosok).

Vegyiik az osztozkodasi jaték diszkrét valtozatat: n € N, darab jatékos osztozik a [0, 1) intervallumon
oly modon, hogy k£ darab, el6re megadott 0 < p; < --- < pr < 1 osztéopontban vaghatnak, ahol
n — 1 < k. Lassuk be, hogy ebben a jatékban annak az eldéntése, hogy 1étezik-e aranyos elosztas egy
NP-teljes feladat.



