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Kombinatorikus jaték. A (G, Ny, Ny, Np, 1) 6tost (véges) kombinatorikus jatéknak nevezzik, ha G =
(V, E) egy véges, iranyitott, aciklikus graf, Ny, Ny, N; a G nyel6inek egy particidja, és vy € V.

A kombinatorikus jatékok kétszemélyes jatékok, ahol a jatékosok teljes informacioval rendelkeznek
és felvaltva lépnek G iranyitott élei mentén egyet-egyet. A kezd&allas a vy cstcs, és a jaték akkor
ér véget, ha valamelyik jatékos belép egy nyel6be. Ha ez a nyel6 Nyy-beli, akkor az utolsénak 1éps
jatékos nyert (és a masik jatékos vesztett), ha a nyel§ Np-beli, akkor a jaték eredménye dontetlen,
ha pedig a nyel6 Np-beli, akkor az utolsonak 1ép& jatékos veszit (a masik jatékos pedig nyer).

Eles és betli jaték. Egy (G, Ny, Ny, Ni,v) kombinatorikus jatékot éles jatéknak nevezziik, ha Np =
Np = (. A jatékot betli jatéknak nevezziik, ha Ny = Np = ().

Allasok tipusa. Egy olyan allast, melybdl a soron kéovetkezs jatékos tud nyerni, I-es tipusunak neve-
ziink. Egy olyan allast, melybdl a soron kévetkezs jatékos nem tudja garantalni a gy6zelmet, de tud
dontetlent jatszani, x-tipustnak neveziink. Egy olyan allast, melybdl a soron kovetkezd jatékos se
gy6zelmet, se dontetlent nem tud garantalni, II-es tipusinak neveziink.

Kombinatorikus jaték tipusa. A (G, Ny, Nr, N1, vy) kombinatorikus jaték tipusan a vy csticsnak meg-
felels allas tipusat értjiik.

Mag. A G = (V,E) graf egy S C V fiiggetlen ponthalmazat magnak nevezziik, ha minden (V' \ S)-beli
csticsnak van S-beli szomszédja.

Kombinatorikus jatékok Osszege. A J és J' kombinatorikus jaték dsszegén azt a J+J’ kombinatorikus
jatékot értjiik, melyben a két jatékos parhuzamosan jatssza a J és J' jatékokat ugy, hogy a soron
kovetkez§ jatékos a J és J' jatékok koziil pontosan az egyikben lép egyet, és a J + J' végeredménye
az utoljara befejezett jaték eredménye lesz.

Grundy-szamozas. Egy G = (V, E) graffal rendelkezs éles kombinatorikus jaték Grundy-szdmozasa egy
olyan g: V — N fiiggvény, melyre tetszbleges v € V esetén g(v) = mex{g(w) | ww € E }, ahol egy
nemnegativ szamokbol allo halmaz mex (minimum excludant) értékén azt a legkisebb nemnegativ
egész szamot értjiik, ami nincs benne a halmazban.

Tétel. Minden éles kombinatorikus jatéknak létezik egyértelmi Grundy-szamozésa.

Nim-6sszeg. Az a,b € N szdmok nim-0sszegét tgy kapjuk meg, hogy mindkét szémot felirjuk kettes
szamrendszerben és az azonos helyiértéken szerepld szamjegyeiket modulo 2 6sszeadjuk. Jele: a @ b.

Kupacos jaték. Adott egy n € N kavicsbol allo kupac és egy S C N, nemiires, véges halmaz. A soron
kovetkezs jatékos valaszt egy s € S szamot és elvesz s kavicsot a kupacbol.

A Ek-nim jaték. Adott £ € N, kupac kavics, ahol a kupacok méretei nq,...,n, € N_. A soron kivetkezs
jatékos vélaszt egy kupacot és abbdl elvesz barmennyi, de legalabb egy darab kavicsot.
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1. Hatarozzuk meg a tanult algoritmussal minden &allas tipuséit az alabbi kombinatorikus jatékokban.
(A masodik esetben altalanositsuk az algoritmust az Np-beli csticsok kezelésére.)
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2. (a) Hatarozzuk meg az 1. feladatban szerepls grafok altal leirt éles jatékok Grundy-szamozasat
(tehat most az 1. feladattol eltéréen minden nyel§ Ny -beli).

(b) Hatarozzuk meg az alabbi két graf altal leirt (tetsz6leges kezdgallasn) éles jatékok Osszegének a
Grundy-szamozasat.

(c) Mely kezdgallasokra lesz az alabbi két graf altal leirt éles jatékok Gsszege Il-es tipusu?
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3. Adott két kupac zseton, ahol a kupacok mérete n,m € N . A soron kovetkezs jatékos valamelyik
kupacot kidobja, és a méasik kupacot két nemiires kisebb kupacra osztja fel. Az veszit, aki nem tud
lépni. Hatérozzuk meg, hogy mikor van a kezd&jatékosnak nyerd stratégiaja.

4. (a) Hatéarozzuk meg a kupacos jatékban az allasok tipusat S = {2,4, 7} esetén.
(b) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges S esetén a Il-es tipusi allasok halmaza egy id6 utan

periodikus.

5. A meérgezett csoki (chomp) jaték a kovetkezs: adott egy (n x m)-es tabla csoki (ahol n,m € N,),
melynek a bal als6 kockaja mérgezett. A soron kdvetkezs jatékos kivalaszthatja a maradék csokidarab
egy kockéajat, és leharapja azt, valamint az Osszes t6le jobbra és felfele levd kockat. Az veszit, aki
megeszi a mérgezett kocka csokit.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N, esetén a szimmetrikus, (n X n)-mérett chomp jatékban a
kezdGjatékosnak van nyerd stratégiaja.



6. Adjunk optimalis stratégiat (mindkét jatékosra) a kupacos jatéknak arra a valtozatara, melyben
S = {1,2,...,10} és a gy6ztes jatékos annyi pénzt nyer el a masik jatékostol, ahany kavicsot 6
Osszesen elvett a jaték soran.

7. Keressiink az alabbi grafokban magot, vagy ha nincs benniik, akkor bizonyitsuk ezt be.
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8. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy paratlan hosszu iranyitott kor, akkor nincs magja.

9. Legyen (G egy olyan irdnyitott graf, melyet egy iranyitatlan grafbol kaptunk tgy, hogy annak minden
élét helyettesitettiik egy oda-vissza iranyitott élparral. Van-e bizonyosan G-ben mag? Ha van, akkor
tudunk-e polinomidében talalni egyet?

10. Adjunk algoritmust az optimalis stratégia meghatarozasara olyan altalanositott kombinatorikus jaté-
kokra, melyekben gy6zelem, dontetlen és vereség helyett minden nyels csticsban egy —k és k kozotti
egész szam van megadva (ami lehet £k is), mely azt irja le, hogy az odalépé jatékos mennyi pénzt
nyer el a masik jatékostol.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G iranyitott grafban nincs paros hosszu iranyitott kor, akkor G-nek
legfeljebb egy magja van.

12. (a) Legyen G egy olyan iranyitott graf, mely iranyitatlan értelemben egy péaros graf. Mutassuk meg,

hogy G-nek van magja.

(b) Mutassuk meg, hogy ha az erGsen osszefiiggé G grafban nincs pératlan hosszu irdnyitott kor,
akkor GG irdnyitatlan értelemben egy paros graf.

(c) Bizonyitsuk be Richardson tételét: ha egy G iranyitott grafban nincs péaratlan hosszu irdnyitott
kor, akkor G-nek van magja.



