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Szamjaték, Edesapam, Molnar Erné (1912-1994), a Gyéri Révai Miklos
nyer stratégia; Gimnazium egykori tanara — korabban a Kecskeméti Pedagdgus
Parhuzamok az Arvahaz neveléje (ahova én is megsziilettem 1943-ban) —
]?Xl'odmare”dslzgffe" | jatszotta velem (1957 koriil) a bevezetésben leirt jatékot. A jatek
eladat-megoldassa ,messzemend" tanulsagai, a sakkjatékkal és persze a
Keywords: matematikaval is 6sszevetve, tan ,0rokre” végig kisérnek. Alig
Game with numbers, varom, hogy unokaimmal is jatszhassam majd!

winning strategy;

Analogies

with axiomatics and Abstract

problem solving My father, Erné Molnar (1912-1994), the late teacher of the
Cikktérténet: Gymnasium Miklos Révai of Gy6r — previously he was a foster

father of The Orphan Home of Kecskemét (where | was born to
in 1943) — played with me (about 1957) the game described in
the introduction. The far-extending lessons of this game,
comparing with the chess and with mathematics as well,
accompany me since that time, maybe ,forever”. | am expecting
for the time, when | can play this game with my grandchildren!

Beérkezett 2015. oktober 10.
Atdolgozva 2015. oktdber 31.
Elfogadva 2015. november 5.

1. Bevezetés

A sakkjatékban 32 figura van. Két jatékos felvaltva veszi el a sakkfigurakat, legalabb egyet,
de legfeljebb négyet. Az nyer, aki az utolso figurat elveszi.

In the chess game we have 32 figures. Two players consecutively take off the figures, each
at least 1 piece, at most 4 pieces. The winner is the one who takes off the last figure(s).

A jaték atfogalmazasa

Mindjart az elején atfogalmazzuk jatékunkat ugy, hogy papirral és ceruzaval két gyermek
is jatszhassa, vagy még inkabb a tablan krétaval jatszhassa az eléado a hallgatésag
képvisel6jével, mint itt most ezen a konferencian. Vagy egy altalanos iskolai osztalyban a
tanar jatszhatta valamelyik tanuléval, mint ahogy az velem is megtértént, amikor tanarjelélt
voltam (tébb mint 50 évvel ezelbtt).

Latni fogjuk, hogy a szamokra torténé attérés a jatékot is megkdnnyiti (ez az absztrakcid
egyik elénye)!

A jaték elején felirjuk a 32 kezd&szamot (ezt N jeldli) a tablara. A tanulénak, mint
kezdéjatékosnak (B jeldli) kell felirnia a kovetkezé szamot ugy, hogy az legalabb a = 1 -el, de
legfeliebb A = 4 -el kisebb legyen a N = 32 kezddészamnal. Ezutan jon a tanar, mint masodik (S
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jeloéli), akinek az el6bb rogzitett szabalyok szerint kell kisebbet irnia a tablan 1évé Uj szamnal, és
igy tovabb. Az nyer, aki a 0 —t (nullat) felirja a tablara a jaték végén.

2. Egy jaték elemzése

Mondjuk, az elején a B tanulo felirja a 29 -es szamot, aztan az S tanar kdvetkezik: 28, és igy
tovabb, B: 24, S: 20, B: 16, S: 15, B: 12, S: 10, B: 2.

1. Kbézeledik a végjaték, és a tanuld rajon, hogy vesziteni fog. Hiszen barmelyiket is irja fel B a
9, 8, 7, 6 szamok kozll, S az 5 -6t irja fel, és legkdzelebb a 0 —t, barmit is valaszt B a 4, 3, 2, 1
kozil. Ezutan elemezhetjik a jaték tablai jegyzékdnyvét. Hol vesztette el B, illetve nyerte meg
S a jatékot?

2. Tehat a jaték elemzését ellenkezé iranyban végezziik, a végén kezdve haladunk az elejéig.
Hamar kiderul, hogy S mar akkor megnyerte a jatékot, amikor a 20 —t felirta, hiszen utana — a
szabalyok szerint — kdvetkezetesen irhatta a 15, 10, 5, 0 szamokat. Természetesen B
nyerhetett volna, ha § irja fel a 25 —6t, s6t korabban a 30 szamot a jaték elején.

irja fel a tablara, majd a 25, 20, 15, 10, 5, 0 kdvetkezik. Es ezt megteheti a jaték szabalyai
szerint, hiszen a =1, A = 4 miatt A + a = 5 —tel tudja el6z6 szamat csdkkenteni, és 32 =6 x5 +
2 a maradékos osztas szerint. Hiszen a maradék 2 lesz, ha az N = 32 kezd6szambol
egymasutan elveszink A +a =5 -06t.

4. Természetesen a masodik jatékos, S nyerhetett volna, ha N = 30 lett volna a kezdszam.
Vagy N = 32 esetében, ha a legnagyobb kivonhaté szam A = 7 (vagy 3, 15, 31) lett volna, mivel
32=4x8(8%x4,2x16,1 x 32).

5. Osszefoglalhatjuk a jaték lényegét a jatékszabalyok, vagyis N, A, a €N (a természetes
szamok halmazanak jele) N> A >a > 0 ismeretében. Tegyuk fel, hogy

N=kx(A+a)+r (nk€N, 0sr<A+a)

a maradékos osztas (vagy egymasutani kivonasok) r maradéka.

i) B nyer, ha a<r<A. Ebben az esetben elszéraz N—r =k x (A + a) szamot irja fel, majd igy
tovabb, a A+ a szamot és a 0 -t, ez a B kezddjatékos nyeréstratégigja.

ii) S nyer (vagyis B veszit), ha r= 0.

iiilHaO <r<avagy A<r<A + a, akkor a B, és a S jatékosnak sincs nyeréstratégiaja (de
mindketten elérhetik a dontetlent — remis, franciaul —, ha az utolséra a-nal kevesebb, 0-nal tébb
marad). Ugyanis a B a —val csdkkent, ha 0 <r<a (és A +a <N); és A —val csokkent, ha A <r<
A + a. Ugyanigy tesz S, amikor & kdvetkezik. Ha valamelyikiik nagyot hibazik, a masik nyerhet, de
tobb dontetlen helyzet is van, ha 1 <a elég nagy.

Szamelméleti megjegyzések

Nyilvanvald, hogy a jatékszabalyokat megvaltoztathatjuk ugy, hogy valamelyik
jatékosnak, a (kezdd) B tanulénak, vagy a (masodik) S tanarnak kedvezzen.

Ha a kezd6 B mondja mega N > A > a > 0 szamokat, akkor 6 nyer. Ha el6szor B
rogziti N -et, S valasztja A -t és a -t, akkor S fog nyerni.

Hogy a dontetlent kizarjuk, tegyuk fel, hogy a = 1. Hogy a konny jatékot kizarjuk,
legyen N >> A, vagyis a kezd6szam ,sokkal” nagyobb, mint a maximalis kivonhaté szam.
Ekkor a primszamok is szerephez jutnak. Ha B a N kezddszamot primszamnak valasztja,
példaul 31, akkor S nem tud olyan A szamot mondani, hogy 6 nyerjen, hiszen A = 30
nyilvan nem lenne sportszerii szabaly.

Es igy tovabb, ezt a jatékot teljesen kielemeztiik.
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3. Mas jatékok, a sakkjaték

Néhany altalanos megallapitast is tehetlink a kétszemélyes jatékokra, példaul a sakkra, és
bizonyos egyszemélyes jatékokra (rejtvényekre, feladvanyokra), példaul a Rubik-kocka
visszarendezésére, de az utdbbiakkal most nem foglalkozunk.

A sakkjaték jol ismert szabalyai mar tobb mint ezer évesek. Ezekhez bizonyos, elégge
elvont el6irasok kellenek, melyek a sakktablara és a sakkfigurak lépésmddjara vonatkoznak,
éppen ugy, ahogy fenti jatékunkban a N, A, a szamokra és a velik torténé miveletekre (a
kivonasra) tettlink kikotéseket. Ezek a szabalyok ugyanazok a kezdé B -re (fehér sakkfigurakkal
jatszik) és az S masodhuzora (fekete figurakkal jatszik).

1. A végjaték a jaték legfontosabb része, igy van ez a sakkban is.

2. A jaték lényegét a végétdl visszafelé haladva kell megérteniink. A sakkban alapvet6
szereplk van a matt-adasi eljarasoknak (példaul kirallyal és vezérrel a masik szini kirallyal
szemben, stb.). Altalaban a matt-képek és a végjatékban ismert nyerééllasok, meghatarozzak a
korabbi stratégiakat.

3. A sakkban a jaték kezdetétdl indulé nyeréstratégia, ha ilyen van egyaltalan, nem ismert, és
nem is remeényteljes erre torekedni. Ugyanez igaz a dontetlen-stratégiakra. Ez jelenti éppen a
sakkjaték csodajat, szépségét, miivészetét, tudomanyat, és még sok mindent, amiért érdemes
sakkozni.

4. De a 6-figuras végjatékokat mar szamitégéppel megoldottak (ez a legutdbbi informaciom; az
egyik kedves biralo hivta fel a figyelmemet, hogy — a Wikipedia szerint — 2018 augusztusatél mar a
7 babos végjatékok esetét is tisztaztak). Ez azt jelenti, hogy barmely 6 (7) babos végjaték-allast
teszlnk fel a tablara, a szamitogép eldodnti, vajon a kezdd nyer, veszit, vagy a jatszma dontetlendl
végzbdik. Természetesen feltesszik, hogy mindketten a legjobban jatszanak, vagyis két tokéletes
szamitégép-program ,kizd” egymas ellen.

4. Az axiomatikus modszer, mint jaték, torténeti megjegyzések

A modern matematika bizonyos részeit, melyeket mar ,elég jol axiomatizaltak”, individualis
jatékoknak is tekinthetjik. A matematikus, mint jatékos az emberiséget is képviseli. Az
alapfogalmakat, mint a szamok, geometriai alakzatok (pontok, egyenesek, sikok, vagy a tér maga),
a rajuk vonatkozd kapcsolatokkal, miiveletekkel, logikai, gondolkodasi szabalyokkal egyiitt agy
tekinthetjluk, mint jatékszabalyokat. Ezek az emberiség kiemelked6 személyiségeinek, tudésoknak
tapasztalatain, felismerésein, egyezményein alapulnak. Ezeket a jatékszabalyokat gyUjtik 6ssze az
axiomakban, melyek a matematika bizonyos ,sz(k” terileteire vonatkoznak, de a fizikara és mas
tudomanyokra, s6t még a tarsadalom-tudomanyokra is ,tettek mar kisérletet”.

Egy matematikai eredmény a bizonyitasaval egyltt ugy is tekinthetd, mint egy
jatékszabalyokon alapulo eljaras terméke. A 1épések hasonldk azokhoz melyeket eddig
érzékeltettlink. A végjaték elemzésével kezdjiik visszafelé haladva, hogy nyer8stratégiat talaljunk,
ha ilyen egyaltalan létezik. Mar tudjuk, hogy ilyen stratégia altalaban nem létezik. David Hilbert,
Kurt Gédel, a magyar Neumann Janos, csak példaként emlitve, tevékenysége kapcsolodik
témankhoz. Az emberi térténelem, kultura, tudomany és mivészet alatamasztja sokunk
megallapitasat:

»AZ élet — jaték!”.

A kiindulasi jatékunktol most mar messzire jutottunk. Sakkozni édesanyamtol tanultam
el6szoér, majd apamtdl, és ma is sakkozom. Apam, Molnar Erné (1912-1994) tanitott meg arra a
jatékra, melyet ebben az el6adasban elemeztem, éppen sakkfigurak segitségével. Akkoriban
éppen ennek a jatéknak a problémajat oldotta meg, melyet A Matematika Tanitasa cimi
folydiratban tlztek ki tanarok szamara. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és a Magyar Oktatasi
(és Kulturalis) Minisztériumnak ez a folydirata ma is létezik. Lelkes tanarok oldjak meg a
feladatokat képességeik és ismereteik gyarapitasara és a sajat gyonyoriiséglkre.

Itt is megkdszdndm kedves kollégaimnak, Molnar Saska Gabornak és Langi Zsoltnak segit6
javaslatait.

Ez a kdzlemény megjelent: el6szdér az Eszéki (Osijek) Josip Juraj Strossmayer Egyetem,
azbta mar hagyomanyossa valo, a MATEMATIKA ES A GYERMEK konferenciak monografia
sorozataban [4], angol és magyar nyelven, a szerzé jatékkal kisért révid eléadasa nyoman,
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kés6bb pedig A Matematika Tanitasaban [5].

5. Kiegészité megjegyzések a JOK 2019 nyitd el6adasan

Az el6adason ismertetett szamelméleti jatékhoz hasonlé (mégis nagyon mas) jellegi a -
nemzetkdzi irodalomban ismertebb -

NIM jaték:

Két jatékos felvaltva vesz el golydkat K darab (az egyszertisités kedvéért mondjuk K = 3)
kupacban elhelyezett k1, ko, ..., kk Szamu golyobdl ugy, hogy a soron levé egy, altala éppen akkor
kiszemelt kupacbol vesz el legalabb 1 golyot, de legfeljebb az egész kiszemelt kupacot. Az nyer,
aki az utolso golyo(ka)t elveszi.

Ez a jaték sokkal nehezebb, és a tanari ravezetés feladatai is sokkal jelentésebbek, mert
meglepd maédon a jaték kulcsa a 2-es szamrendszer alkalmazasa a kupacokban 1évé golyok ki, ko,
..., kx szamanak felirasara. Mert ugye, a nyerni akar6 jatokos ,parokat” szeretne hagyni
partnerének, ugyhogy az ,ilyen helyzetet aztan ujra és ujra elérhesse’.

Mar régi az a gondolat, hogy a sakkjaték tanitasa legyen altalanos iskolai tananyag.
Polgar Judit sakk-nagymester, ENSZ-diplomatank kedvenc térekvése is ez. En ezt ardnytalannak
érzem, de a sakkrol mindenképpen essen sz6é a matematika-6ran, akar feladatok formajaban is,
példaul:

Véqig tud-e ,menni” eqgy huszar a 8x8 mezdbdl allo sakktablan huszar-ugrasokkal gy, hogy
minden mezdén pontosan egyszer alljon meg? (Nem konny( feladat!) Aztan ugy, hogy a kezdd
mezbre érjen visszal?

Es legyen az iskolaban sakk-szakkér! - ez nekem is szép élményem volt.

Az emberiség legfontosabb axiomarendszerei a szamokra és a geometriara
vonatkoznak. Talan meglepd médon a geometria kertlt el6szor az érdeklédés kézéppontjaba.
Eppen a mi Bolyai JAnosunk mutatta meg el6szor (az orosz Nyikolaj I. Lobacsevszkij -jel kdzel
egyidében, téle fuggetlenll, még nem befejezve), hogy az euklideszi parhuzamossagi axidma nem
bizonyithato be a tébbi un. maradék axiomak segitségével. Elképzelhetd tehat olyan geometriai
rendszer (ezt a hiperbolikus geometriat fel is épitette), melyben egy adott A ponton at egy ra nem
illeszkedd a egyeneshez az (A, a) sikban t6bb a -t nem-metszb egyenes is htizhaté. Az euklideszi
geometriaban csak egy ilyen lehet, ez az euklideszi parhuzamossagi axioma egyik atfogalmazasa.
Annak bizonyitasa, hogy létezik egy ilyen nem-metszd6, Eukleidész 6rék gybéngyszeme.

A parhuzamossagi axioma fiiggetlen a maradék axiomaktol! Olyan ez, mint amikor a
sakkjaték, vagy mas jatékok kimenetele déntetlen.

A természetes szamok egyid6sek az emberiséggel. Mégis csak 1890 korul foglalta
axiomarendszerbe (Minddssze 6t axiomal) az olasz Giuseppe Peano a természetes szamokra
vonatkozo ismereteinket. Létezik az egy (1), mint természetes szam. (Ez maris vita-téma! Vannak,
akik a 0-t tekintik a kezd6 természetes szamnak.) Minden természetes szammal egyiitt a
rakévetkezdje is termeészetes szam. ...

Mennyi bélcsesség is van ezek mogott. Példaul, értelmetlen egybefoglalni (és megszamolni,
mert hat ez a rakdvetkezés mivelete!) egymashoz nem két6dé dolgokat.

A teljes indukci6 axiomaja meg felér egy filozéfiai tanulmannyall

Az a tétel és bizonyitasa, hogy végtelen sok primszam van, Eukleidész masik 6rok
gyoéngyszeme. De hogy a 2 kulonbségu, un. ikerprimek szama is végtelen-e, maig nyitott
(reménytelennek t(in®) kérdés. Es hat a szamelméletben még mennyi nehéz nyitott probléma van!

6. Egy emlék: Pélya Gyorgy tanéraja

A matematikai feladat-megoldas tanitasanak modszertani kérdéseire maig iranymutatok a
magyar Pdlya Gyorgy (1887-1985) tevékenysége és kdnyvei: A gondolkodas iskolaja, A
problémamegoldas iskolaja. Nagy szerencsémnek tartom, hogy részese lehettem annak a 45-
perces tandranak, melyet a hazalatogaté (akkor 81 éves) Pélya Gyodrgy professzor tartott a
Fazekas Mihaly Gyakorlé Gimnazium ,specmatos” tanuldinak (az akkor érettségiz6 diakok kozul
Babai Laszléra, Csérgé Piroskara, Pintz Janosra, Sziics Andrasra emlékszem, ahogy utdlag
kinyomoztam, az esemény 1968 tavaszan volt).
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A téma — Szélséérték feladatok. A professzor felelevenitette, hogy a (rogzitett) koérbe irt
haromszogek kdzul a szabalyos haromszdg a legnagyobb keriletl és tertleti. Hiszen ha a
haromszodgnek van két nem egyenlé szomszédos oldala, akkor terilete (és kerllete is) névelhet6 a
kdzos csucspont kdron torténd elmozgatasaval. (A finomsagokat most nem részletezem, az 6ran
sem tortént meg). Ez a gondolatmenet Iényegében valtozatlanul elmondhaté a tobbi korbeirt n-
szogre (n > 3 adott természetes szam).

De fontoljuk meg, mi térténik, ha kér helyett egy adott (R sugart) gémbét tekintiink a térben,
s a gémbén adott n = 4 szamu pontot helyeziink el? Vizsgaljuk a pontok altal meghatarozott
konvex test térfogatat. Milyen pont-elhelyezés mellett lesz ez a térfogat a legnagyobb? A
professzor érzékeltette, hogy joval nehezebb problémaval allunk szemben. A szabalyos tetraéder
n = 4 esete még viszonylag kénny{. Az n = 5 eset mar ,érdekesebb”. Az n = 6 eset a szabalyos
oktaéderhez vezet (n = 7 megint nagyon nehéz).

Vizsgaljuk meg az n = 8 esetet. A gdmbbe irt kocka térfogata a legnagyobb? Esélyesnek
tlnik, a szabalyossag eddig is nagy ,elény” volt. Fontoljuk meg!

De nézziik csak azt a kett6s gulat, melynek hat csucsa a foldgémbi egyenlité f6-kéron alkot
szabalyos hatszoget, ketté pedig az ,északi és déli pélusban” van. Elarulom, hogy ennek térfogata
nagyobb lesz, mint a kockaé. Legyen a szamitas hazi feladat.

Kicsengettek, az 6ra véget ért.

Szinte maig azt gondoltam, hogy ez a kettds gula a legnagyobb térfogatt (térfogata R*+/3,
V3~1,73...4, szép szabalyos is, a professzor is mintha ezt sugallta volna.

De nem igy van! G. Horvéath Akos kollégam tartott a témarél szeminariumi eléadast (3-4
éve), s kidertlt, hogy a legnagyobb térfogatu test - nem ez a kettds gula, és a testet nem is kdnny(
leirni (térfogata ~ R*1,8157...). O is csak ekkoriban tudta meg, hogy az [1] dolgozatban mar
kdzolték az eredményt (Ilasd még a [2] atfogo ismertetd cikket, tovabba Langi Zsolttal k6zds
magasabb dimenziés [3] dolgozatukat).

Tehat Pélya Gyérgy nem tudhatott akkoriban errél az eredményrél. De bizonyara
foglalkoztatta a téma, és lehet, hogy tehetséges tanitvanyainak egy él6, megoldatlan
problémat akart adni emlékiil.
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