Pisano-periédus és Arnold diszkrét macskaja

Aranymetszés: ¢ = (14+/5)/2.
Fibonacci: Fy:=0, Fi:==1, n>1:F,:=F, 1+ F,_9;
Lucas: Lo=2,L1:=1, n>1:L,:=Lp1+ Ly_o.
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Maétrixok: | := <0 1>, F‘<1 0), L= (2 1>.

Koztudomasi:

Fy= ("= ¢")/V5; La=¢"+4" (6=—¢7") (1 a,b)

Indukciéval:
n __ Fn—i—l Fn . Ln+1 Ln _ n_ pn—1 n—+1

F <Fn o) L. L., =tF"=F"4+F"'". (2 a,b)
Az el6z6b6l (vagy kozvetleniil indukcidval):

F ,=(D)""F,; L_,=(-1)"L,. (3 a,b)

Fork — (—1)FFy = FeLn; P+ (1) Fog = Fu Ly (4 a,b)

*

F,, viselkedését vizsgaljuk mod m, ahol m pozitiv egész szdm. A maradékoszta-
lyokat a legkisebb nem-negativ elemiikkel reprezentaljuk. Matrixra/vektorra a
mod m komponensenként értendd. A ,, =" jelolés mod m kongruenciat jelent. N
hossziségu tiszta periédusokat 1-t61 N-ig (nem pedig 0-t6l N—1-ig) dbrdzolunk.
(A) Periodicitds

F" tisztdn periodikus mod m. Ugyanis a mod m kiilonboz6 matrixok véges
szdma miatt van olyan Ny és Na, hogy M = FNQ, amibOl N := Ny — Nj-re
FV= 1. — Jelslje P(mn) a legkisebb pozitfv N-et.

F"-nel egyiitt F}, is periodikus mod m, hiszen F),-ek 4llnak F" mellékatléjaban.
F,, minimélis periédusdnak hossza nyilvdn nem lehet nagyobb P(m)-nél, de
kisebb sem lehet, mert ha F,_; = 1 és I}, = 0 mar kordbban el6fordulna, akkor
Fop = Fy + F,1 = 1 miatt mar F" is kongruens lenne |-vel.

Ez a minimalis periédus a ,,mod m Pisano-periddus”.

(B) Periédushosszak

P(1) = 1: a periédus 0.

P(2) = 3: a periédus 1, 1, 0.

m > 2-re P(m) paros: +1 és —1 mod m kiilosnbozik, det F = —1, det FPm — 41,

P(m) =2 és P(m) = 4 nem fordul elé: m < 2-re 14ttuk, hogy nem; m > 2-re a
periddus kezdetén az 1, 1, 2 nem csonkul, igy az 1, 0 csak ezutan johet.

(1] Megkaphaté 2 = x + 1-re illesztéssel (cf. pl. Gelfond: Hcuucaenue xoneurnns paswocmet,
V,4), lanctortekbdl (cf. Hardy—Wright: An Introduction to the Theory of Numbers, X, 14);
kozvetleniil is verifikilhatd, a kulcslépés: ¢2 = ¢ + 1.
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Minden més péaros szam eléfordul, véges sok m-re, mint P(m):

Jeloljiink egy (nem okvetleniil minima4lis) periédushosszat N = 2n-nel; n > 2.
(3 a) miatt Fy_j = F_ = (-1)*1Fy. (%)
2fn —

(4 a)-bél k =n —1-re Fy_ 1=1; k =n-re FN— 0. P(Ly,) tehdt osztdja N-nek.
De nem lehet valédi OSZtQ]a "valédi oszt6 <n, ‘s h < n-re nem lehet Fh = 0
mert Fp, > 0 és nem csonkul (L, > F,, > Fy,). Tehat P(Ly) = N.

Ha m olyan, hogy az N periédus mod m-re: (*)-b6l k = n —1-re m|F,41+F,_1,
(4 a)-bbl F,, 41+ F,,—1 = Ly; ezért m|L,.

2|ln —

(4 b)-b8l k =n —1-re FN_1 =1;k=n-re FN = (0. P(F,) tehdt osztéja N-nek.
Nem valédi osztd: h < n-re Fh 0, mert F}, nem csonkul (F),, > Fy), h=mn-re
pedig, ugyanebbdl az okbdl, Fhy % 1. Tehét P(F,) = N.

Ha az N periédus mod m-re: (¥)-b6l k = n —1-re m|Fy 41— Fn_1, (4 b)-bs1l]
Froy1—Fn_1 = F,; ezért m|F,.

Osszefoglalva —
[ L,, ha2/n;
My = {Fn, ha 2|n.

n > 2-re P(M,) = N = 2n. Ha P(m)|N, akkor m|M,,. Megforditva, ha m|M,,,
akkor nyilvan P(m)|N; ha ez nem egyenldség, akkor m mar kordbban is szerepelt
(a ,sajat” N-jéhez tartozé My o-nél vagy P(2)—nél).[2]

(C) Redukéld reldcick

P([m,n]) = [P(m), P(n)].

Ugyanis egyrészt k|n = P(k)| P(n) miatt P(m) is, P(n) is, és igy [P(m), P(n)]
is osztja P([m,n])-et; mésrészt P([m,n]) osztja P(m) és P(n) szorzatit, amely-
ben azonban a kozos peridédushossz-osztdkat elég egyszeresen tekintetbe venni:

Kovetkezmény: ha m = p{*-- - pi~ akkor P(m) = [P(p{"),..., P(pt)].
P(petY) | p°P(p); ha P(p*) # P(p),Bl akkor P(p¢™h) = p°P(p).

Ugyanis F7%) =1 + p*R., FPPP) = | 4 (2)p°R + (5)p*R2 + - - + p™R?,
Fpp(pe)pil I, amibél P(p®*)|pP(p®); méasrészt nyilvan P(p®)|P(peH).

Ezért P(p°*') vagy = P(p°), vagy = pP(p°).

(1] S5t mar a definiciébdl is.

2] Forditott paritdssal (4 b,a)-bdl l4tni, hogy 2n-re nem ér véget a periédus (Fz, = 0 ugyan
most is, de Fap,—1 = —1 mindkét esetben), viszont 4n-re véget ér. Ezzel nem kapunk tj
periédusokat (a fentiekben mdar mind szerepelt), de pl. kapunk egy fels6 becslést és némi
szerkezeti informaciot.

8] Bz fennall, ha p < 10'*; nem tudom, hogy mindig-e.
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Ha P(p?) # P(p), akkor P(p?) = pP(p) és p/R1, tovabba pfRy: p = 2-re (szé-

molasbdl) Ry = F3, p # 2-re pedig FPW) — prP(r) = | +p?Ri. Hae > 1, ez
c p

sroklodik e-r8l e +1-ve: P(petY) = pP(p), FF® “>p§2| + MR, pf Ry

(D) Ingadozas
lo

P(m) € Z%ﬁm] ; P(m) az als6 értéket tetszélegesen megkozeliti, a felsét
0g

végtelen sokszor felveszi:[2!
log L,,
log ¢
(1 b)-ben ¢"— 0 és 2fn-re negativ. — P(m)=N =2n = m|M,; M, < L,.

2fn-re P(L,)\,2 ; Ln-mentes m-sorozatra P(m) hatdrozottan nagyobb:

P(m) =6m, ham=2-5° e > 0; mds m-re P(m) < 6m:

m felbontdsa p{'---pi; Mm:=p1-- pp.

P(i) = [P(p1), ..., P(pr)]; P(m) | P()-p7" " pr Bl P(m)/m < P(i) /.
p#2,5—

F, = £1: (1 a)-t kifejtve F,, = 21"’(p+(§)5+(’5’)52+. : .+5(”‘1)/2); 2r~1 = 1,

5(—1)/2 = (3), a tobbi tag oszthaté p-vel.

p+1 kiilénben. [
Fp1 = Fpp = 1. Ha +1: FP = |, P(p)|p; ha —1: F* = —| = F¥

P(p) | 2p; mindenképp P(p)|2p =4-p/2 (p paros).

_ -1, h F, q;
—1=detF? = Fyy 1 Fy 1 — F2; p|FpiFp pi= {p a p|Fp
7

Jeloljitk m-mel az m 2-t6] és 5-t8l kiilonbdz6 primtényezdinek szorzatdt, m-
mel a megfeleld p/2-k szorzatdt; m/m < 1, mert minden tényez8je < 1. P(m)
osztja a 4-p/2-k legkisebb kozos tobbszorosét. A 4 kiemelhetd, a legkisebb kozos
t6bbszoroést majordlja a szorzat, P(m)/m < 4m/m < 4.

2| m vagy 5|m —

Ha m nem iires: 2 miatt P(m)/m legfeljebb P(2)/2 = 3/2-vel szorzédik, 5 miatt
— P(5) =4-5, de a 4-et mar kiemeltitkk — legfeljebb 1-gyel szorzddik, tehat
P(m)/i < 6. Ha i iires: P(2)/2 = 3/2, P(5)/5 =4, P(2-5)/2 5 = 6.
m=2-5 = m=2"2.5%% ¢, ex > 0.

Explicit szamolasbdl P(2) = 3 és P(22) # P(2), P(5) = 20 és P(5%) # P(5); gy
P(21+62 . 51+€5) — [3 . 262 20 . 565] — 2111&)({62,2}. 3 . 51—‘,—65.

ea = 0-ra P(m) = 6m, ex = 1-re P(m) = 3m, e3 > 2-re P(m) = 1.5m.

Tehét P(m)/m < 6; egyenléség akkor és csak akkor van, ha m = 2-5¢, e > 0.0

(1] Akkor is, ha p = 2.

2] P1. P(10420180999117162549) = 182, P(50) = 300,

(3] . |7 helyett , =" igaz, ha minden 1-nél nagyobb kitevéjii p-re P(p?) # P(p).
[4] Nem fog kelleni, de igaz: p = bk +1-re p = p—1, p = bk £2-re p = p+1.

[

51 Ez is igaz: P(m)=m <= m=1Vm=23.3.5¢, ¢ > 0.
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(E) mod m zérusok
A periédus zérussal zarul.l!]
m = 1, 2-re nincs toébb. A tovdbbiakban m > 2.

Legyen h a legkisebb pozitiv index, amelyre m|Fj; r := Fp_; mod m. Har =1,
akkor h = P(m) és nincs tobb zérus. Ellenesetben is F11 = 7 (a rekurziébdl);
r? = det F* = (~1)". Ha 2|h, akkor r? = 1, F*" = I, 2h = P(m) és két zérus

m m

van. Ha 2)h, akkor r? =1, r =1, Fih=| 4n = P(m) és négy van. Mind a

m

két tobblet-zérusos esetben det F¥™)/2 = 1.

P(m)/2 egész szam, jeloljiik n-nel; n > 2. Ha van tdbblet-zérus, F,, mindenesetre
az. 2)/n esetén det F" = —1, tobblet-zérus nincs. 2|n esetén (B) miatt m|F,,,
tehét eleve van (legaldbb egy) tébblet-zérus.2! Harom tébblet-zérus csak akkor
lehet, ha 2||n (2fh).1?!

(F) Macska-transzformacié

E:=10,1) x [0,1) — a féligzdrt egységnégyzet; (z,y) € E.

Egy (z0,yo) pont k-adik transzforméltja (xp,yx) = ((:Ek,l , yk,l)F) mod 1.4
A transzformécié 6nmagara képezi le E-t; az inverze ((:ck,yk)F_l) mod 1.1
(Tk,yk) = ((mo,yo)Fk) mod 1 (minden k-ra).

A transzformécié V. 1. Arnoldtél vals.[6]

Vildgos, hogy hogy a raciondlis pontokbdl allé véges részhalmazok, és csak azok,
véges szamu 1épésben tGjra pontonként az eredeti helyiikre keriilnek, mégpedig ha
a legkisebb kozos nevezd m, akkor P(m) lépésben (és annak tébbszordseiben).

A diszkrét feladat: adott m-re vizsgalni az m-nevezdjii racionalis pontok transz-
formacidit.
Egész szamokkal dolgozhatunk, ha egységnégyzet helyett m x m-es , pixel”-

négyzetet és mod 1 helyett mod m-et haszndlunk. E most [0, m—1] x [0, m—1];
(g, yk) = (Tk—1+ yr—1 mod m, xg_1).

(1] Ly, is minden m-re periodikus, de végtelen sok szam, koztiik végtelen sok prim, nem osztja
semelyiket sem (a legkisebb nem-oszték: 5, 8, 10, 12, 13); nincs is egy métrix, amely generdlnd
Ly-t.

2] Pontosan egy, ha m = F}, (a kisebb index{i F-ek nem csonkulnak).

3] Forditva nem kovetkezik: m = Foj41-re négy zérus van (az elsb negyed végén Fop 1 8ll);
m = Fy1o-re (noha 22 || P(Fy12) = 8k+4) csak egy (a korabbi F-ek nem csonkulnak).

[4] F e18411 igy is: ( i (1))((1) _01 )((1) 1) (rendre  irdnyu atrendezés, = tengelyre tiikrozés, y irdnyd

dtrendezés).

5] B-t térusznak tekinthetjiik; ekkor a leképezés oda-vissza folytonos stb. stb.

21
11

megegyezik P(m)-mel, m > 2-re feleannyi. Az F5; mod m periédusban 1 vagy 2 zérus van (a
teljes periédusban egy felezds zérus péros, egy negyedelds zérus paratlan indexd, cf. (E)). —

F2 el4ll igy is: ((1) 1)(1 (1)) (ebben a sorrendben).

(6] Val6jdban & nem F-fel, hanem F2-tel transzformdl. F2 = ( ) periédushossza m = 1, 2-re
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Legyen T = T'(xo,y0) az E-n értelmezett fiiggvény, a k-adik transzforméltja,
T™® pedig T (2K, yi)-

A |, macska” név onnan ered, hogy a diszkrét esetet demonstralo elsé programban

T egy macska képe volt.
Példall — m =75, P(m)=200:

T® 4ltalaban latszolag kaotikus, zagyvazajos vagy pacaracsos, T-vel semmiféle
kapcsolatban nem &1l mintdzatot mutat (noha nem az, hiszen P(m)— k-szor

transzformalva visszaadja T-t).[?!

Most jonne, de még nincs leirva, a lényeg: a transzformaltak statisztikai
tulajdonsagai és megkiilonboztethetdségiik az igazi-véletlen mintazatoktol.

[1] Az eredeti macskat a Wikipedia szerint szerz6i jog védi; védetlen tigrissel helyettesitem.
(2] Ha F* = —1, és csak akkor, ott Ujra megjelenik T', de fejjel lefelé. Ez csak periéduskézépen
torténhetik meg. Megtorténik, ha m = Fap, 1 vagy Laop (cf. aldbjegyzetet (B) végén), valamint
ha 4| P(m) (vagyis van tébblet-zérus) és m prim (primre /1 vagy 1, vagy —1).



