A szentpétervari paradoxonhoz
(trividlis tények + tétova taldlgatdsok)

Nicolaus Bernoulli vetette fel a kérdést: Pal addig dobdl egy pénzérmét, amig
fej nem lesz, Péter pedig 2" dukatot ad neki, ha n-edikre dob eldszor fejet —
mennyit fizessen Péternek P4l az ilyen jaték jogaért?”

A nyeremény varhaté értéke végtelen. Viszont 1 valdsziniiséggel csak véges 6sz-
szeget lehet nyerni (és a 0 valdsziniliségli végtelen nyeremény megszerzése sem
boldogitd, hiszen végtelen ideig kell rd vérni) — ilyen esélyekért nyilvdn nem
érdemes végtelen pénzt fizetni.

Nicolaus Bernoulli szerint ,,még a féleszli ember is 6rommel adna el a jatékhoz
valé jogat negyven dukatért” (Csorgd Sdndor forditasat idézem).

Egy korlatlan pénzt igényld végtelen jaték esetében persze lehetne gy érvelni,
hogy akiknek korlatlan a pénziik, azoknak, akdrmennyiért jatszanak, sem t6bb,
sem kevesebb pénziik nem lesz ettél, tehat barmiféle érték méltanyos.™™

Am ezzel nincs elintézve a ,negyven dukat” — ugyanis végesithetjiik a jatékot.

S,-jaték: Pal n menetre fizet be; szabdly: ha a k-adik dobdsra dob elészor fejet,
kap 2% dukétot (és a tobbi dobas érdektelen, elmaradhat), ha végig sem dob
fejet, nem kap semmit. — Az eredeti, teljes jatékot nevezhetjiik Soo-nek.

S,, minden n-re kedvezGtlenebb Pal szempontjabdl Soo-nél.

S,, varhato értéke n. Elkezdi-e Pal valamilyen n-nél sokallani, hogy a varhato
értéket fizesse a jatékért? n = 1-nél nyilvan még nem, lévén a jaték szimmetri-
kus; Nicolaus Bernoulli intuicidja szerint legkésébb n = 40-nél mér igen.

Lehet-e valamilyen értelmes ,,méltanyos értéket”, , fogadési értéket” definidlni,
amely S,,-re n névekedésével korlatos marad, vagy akar csak lassabban né n-nél?

Ha van is ilyen, nem lehet additiv:

S, méltédnyos értékét jeloljiik o,-nel; o3 = 1 (a szimmetria miatt).

Ha additiv, akkor specidlisan o,4+1 = 0, + 01 = 0, + 1, amibdl is o, = n, ez
pedig a varhato érték.

(Az sem segit sokat, ha elejtjiik a szimmetriakévetelményt és az o1 = 1 feltevést;
akdrmilyen o1 > 0-ra o, linedrisan novekszik: o,, = on.)

* Ez az a Nicolaus volt a sok koziil, aki 1687-ben sziiletett. A problémat 1713-ban, egy Pierre
Raymond de Montmort-nak irt levelében vetette fel, majd 1738-ban unokatestvére, Daniel
Bernoulli térgyalta a Kommenmapuu Cawnkm-Ilemepbypecrotc Axademuu-ban (ezért ,szent-
pétervari”).

** Varidciék a korlatlan jatékra:

P4l fej-vagy-irast jatszik Péterrel; P4l szabja meg a tétet.

P4l stratégidja: elsbre legalabb egy pénzt tesz fel; ha veszt, legaldbb dupldzza a tétet, ha nyer,
abbahagyja és besopri a nyereséget.

fgy 1 valészinliséggel (elébb-utébb) legaldbb annyi nyereséggel §ll fel, amennyi a kezd&tétje
volt. Ujra meg udjra leiilhet jatszani, tehat tetsz6legesen nagy lesz a nyeresége. Mivel teljesen

mindegy, hogy feldllt-e kozben, egyhuzamban annyit nyer, amennyit akar. Ha Péter a bank
jutalékdul szazalékot von le, akkor is.

Még egy csavar: Pal és Péter egyenld feltételekkel jatszik; a szabdly: a tét az indivdnyozott
osszegek koziil a nem-kisebbik. Igy mind a ketten korldtlanul nyernek. Sajnos nem egyidejiileg.
Ugyancsak antiintuitiv — és nem tréfa: Mindig egy pénzben jitszanak. Tudjuk (Pdlya tétele),
hogy 1 valészintliséggel lesznek még egalban, tehat egyméasutdan akarhanyszor is. Kérdés: var-
hatélag hany dobas, amig ez el6szor bekovetkezik. Valasz: végtelen sok.

Ugy latszik, a valdsziniiségszamitasban megalkotott fogalmaink 6nallé életet élnek és olyan ma-
gatartdsokat tandsitanak, amelyekre megalkotdsukkor (és elnevezésiikkor) nem szamitottunk.

Nem lehet ,elvérni, hogy a valésdg feleljen meg a névnek” (kinai mondds).



Kelleni fog: 6,,:= 0,—0,—1 (00-t vegyiik 0-nak), azaz: mennyivel tébbet adjon
P&l azért, hogy S,,—1 helyett S,-t jatszhassék.

Az S,,-ek feldarabolhatok —

T,-jaték: Pal n-szer dob; ha az elsé n—1 dobas irds, az n-edik pedig fej, akkor
kap 2™ dukatot, kiillonben nem kap semmit. T,, varhat6 értéke minden n-re 1.
S, ekvivalens azzal, hogy Pal egyszerre jatszik Ty-kat £k =1,...,n-re.

T, méltanyos értékét jeloljitk 7,-nel; 71 = o7.

Additivitas esetén o, = 71 + T2 + ... + Tp; €bbdl és a fenti egyenléségbdl minden
n-re 7, = 7 = 1, vagyis a varhaté érték; egyben 7, = 0,,.

fgy hat engedniink kell az additivitasbdl.

Ha megtartunk az additivitasbél annyit, hogy az egyszerre jatszott jatékok
méltdnyos értéke megegyezik a kiilon-kiilon jatszott jatékokéval (és ennélfogva
ao,=T1 + T2 + ... + 7, egyenl6ség fenndll), akkor igaz marad 7, = 6,, és a
probléma redukaldédik a T,,-jatékokra.

Ha ezt is elvetjiik, de feltessziik a szubadditivitast: o, < 11 + 70 + ... + 7, és
Ontm < 0pn + O, ebbdl az elébbihez hasonld, de hatarozatlanabb kép addédik;
T, Mmost mar nem okvetleniil egyezik meg 6,-nel.

Ha a jatékosszegekre semmiféle kikotést nem tesziink, kevés fogédzé marad.
Annyit mindenképp feltehetiink, hogy o, monoton névekvé, és hogy mind 6,
mind 7,, monoton nem-névekvé.

on<n-hez az kell, hogy 6,, az n névekedésével el6bb-utébb csékkenjen, korlatos
on-hez pedig az, hogy a 6,-ek 6sszege konvergéljon.

En hajlom arra, hogy mind a T,-ek, mind az S,-ek méltanyos értéke igenis
megegyezik a varhaté értékiikkel (és, a fortiori, Nicolaus Bernoulli intuicidja
hibés).

Mindenesetre: ha a méltanyos érték nem a varhaté érték, akkor mar véges —
és nagyon egyszerii — esetekben is eltérnek egymastél. Ez megkoénnyitheti a
diszkussziét: nem sziikséges (és nem elegendd) hozza a teljes Soo-probléma keze-
lése (viszont hozzajirulhat az Soo-probléma vizsgélatahoz).

A fenti konstrukcidk barmiféle értelmes — legalabbis monoton — értékfogalom
mellett alsé becslést adnak. Egy korlatos méltanyos értéknek vagy valami ha-
sonlénak (a varhaté értéknél eshetblegesen kisebb értéknek) a definidlhatGsa-
gdhoz azonban j6 lenne olyan jatékokat taldlni, amelyeket fels6 becslésre lehet
hasznalni. Ehelyett taldan az is megteszi, ha vannak valamilyen lim vagy lim sup
becslések.

Ugy tlnik, ilyen becsléseket csak akkor tudunk taldlni, ha mondani tudunk
valamit a méltanyos érték ,elvart tulajdonsagair6l”. Eleve kikothet6 lehet,
hogy monoton névekedjék mind a nyeremény novekedésével, mind a kockazat
csokkenésével. Ennyi azonban a varhaté értékre is igaz, ennélfogva ez nem ele-
gend6 a kiilonbségtételhez. Valami olyan relacié kellene, amelynek kovetkezté-
ben a kockdzat névekedése ,,erésebben” hat, mint a nyeremény ndvekedése.”

* Példafiiggvény: 6, < n—10253672% osotén o, < ¢(1.0253672%) és a 40 dukét stimmel. Ha kis
n-re lassabb a csokkenés, akkor nagy n-re gyorsabb kell. Ilyet lehet kapni pl. exponencidlissal:
0n, < 0.975" 71 szintén eleget tesz a 40 dukatnak; még ilyenebb az emeletes exponencidlis:
mondjuk 6, < bblﬁn_l, ahol b = 0.9405828; stb. — Akdarhogy oszlik is el az dsszeg a tagokra,
nagyon rohamos az enyészés a vérhaté értékhez (=1) képest.



Kézenfekvo lehetéség a fiiggvény konkrét alakjat valamiféle tovabbi paraméte-
rekhez kotni.

Példaul lehet a jaték ,idStartamat” tekinteni értékesokkenté hatasinak.” Vagy
lehet a kockédzatot a jatékos sszvagyonatdl is fiiggének tekinteni.™™

Ilyen parametrizalasok nyilvan értelmesek lehetnek, és szerepet kaphatnak pl. a
jatékosi dontések modellalasaban.™™" Az a gond veliik (azonfeliil, hogy tulajdon-
képpen mar mds dologrodl beszéliink), hogy til nagy a kotetlenség: sokféle alak
lehetséges, és nem latszanak kényszerito erejii érvek, amelyek alapjan valasztani
lehetne koziiliik.

Milyen mérce szerint? Es: egyforma-e a mérce a partnerek szaméara?

o Ilyen volt mar a legkordbbi javaslat is, Daniel Bernoullié az emlitett {rasdban: 6 a kockazatot
a vagyonnal forditottan aranyosnak vette; ebbdl logaritmikus fiiggvény adédik.

A ,negyven dukat” valéjaban dontésként van megfogalmazva. Ha igy tekintjiik, nincs para-

doxon: egy dontés lehet okos vagy oktalan, de nem paradox. — A dontési stratégidk sokfélék
lehetnek, egyértelmii konzisztecia-kritériumok sincsenek. Pl. egy , nagy” nyereség kilatdsa vagy
egy ,kis” tét kockdztatdsa fel-, ill. leértékelhets. Ezek realisztikus koriilményeket is modellal-
hatnak (kiilénben nem lenne miikod8képes profitostul-adéztatdsostul a szerencsejdték).



