A hibaintegral gyokeir6l

E(z) = %O/Ze_pzdp

Allitdsok: E(z)-nek az R sugarii korben ~2R2 /7 gyike van; a gyo-
kok egyszeresek; a z = 0-beli gyok kivételével az Im = £ Re atlok
mentén, téliik a képzetes tengely felé helyezkednek el (egy-egy irdny-
ban a negyediik); az atlojuktol valé tavolsaguk < log R/R. (Vala-
mivel szorosabb becslés is igaz.)

A bizonyitasokat nem epszilonozom ki, csak jelzem a lépéseket; a
helyet inkabb a latvanyra szdnom.

A gyokok elhelyezkedésérdl benyomadst ad a kovetkezd kép. (A négy
szin taldlkozdsai a gyokhelyek.)
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E(z) az elsé siknegyedben, x,y € [0,10.5];
a zold gorbe a gyokok tavolsagkorlatja

E(2)-be helyettesitsiink 1j integracids valtozéként p/z-t, és ezt is
jeloljiik p-val:

1
E(z) = % / e dp.
0



2 Hibaintegral-gyokok

Bevezetve .

H(z):= /e_ZPde = /e_xp2(cos (yp?) — isin (pr)) dp-t,
%H(zﬁ).

H (z) atviszi az atlokat a képzetes tengelybe; gyokei az F(z) transz-
formalt gyokei a z = 0-beli gyok kivételével.

E(z) =

A tovébbiakban mindig a fels6 félsikrél beszélek (az alsé félsik kom-
plex konjugdlt).

Beldtjuk, hogy a valés tengely és az iy egyenes kozott ~ y /27 gyok
van, és hogy a gyokok az x = —logy (avagy y = e *) gorbe és
a képzetes tengely kozott vannak. (Ha ezek igazak, akkor igazak az
E(2)-beli gyokstirtiségrol és a gyokok atléhoz tartdséarol mondottak.)

Kényelmesebb H(z) helyett H(z) := H(—Z%)-t hasznalni (tiikrozés a
képzetes tengelyre):

H(z) = / e (cos (yp?) — isin (yp®))dp;

H(z) az els6 negyedben; a racsozat élhossza: 2r;
a z6ld gorbe a tdvolsagkorlat

r < 0-raReH(z+iy) > 0,Im H(z+1iy) < 0; ez x = 0-ra koztudott,
x < 0-ra pedig a fortiori igaz. Ezért ott nem lehet gyok.



Hibaintegral-gyokok 3

Legyen most 1
K(2) = H(z)e = [ (cos (y(1 — %)) +isin (y(1 - p2))) dp.

A képzetes tengely mentén most 27 + O(1) hosszisagu szakaszo-
kon egy-egy teljes szinciklus van.! Igaz lesz: az els¢ siknegyedbe
atnyulé negativ képzetes részii betiiremkedések az x = logy-tdl
balra maradd és savtarté bugyrok; igy a nytlvanyokon van (leg-
alabb) egy gyok; és (legfeljebb) egy van, mert gyokhely koriil mindig
ugyanolyan (sarga—piros—fekete—kék) a szinciklus.?

Mindenekel6tt azt lassuk be, hogy az x = log y gorbén
nincsen gyok. Elég azt latni, hogy

J(x,y) = Im K(z + iy)

K(z) az els6 negyedben; a zold gorbe: = = logy, vagyis y = e”

ott pozitiv.

p «— 1 — p? helyettesitéssel

e*1=P) sin(yp)dp.

1-1/2z 1

Bontsuk ketté: 1/2/ + 1/2/. A fejet bontsuk tovabb
0 1-1/2x
[km/y, (k+1)7/y] szakaszofﬂ"a, az utolsé szakasz eset-
leg rovidebb. Ezek pozitiven kezdddnek, alternalo elo-
jeltiek és abszolut értékben csokkennek. A farok ha-
sonldan, de elleniranyban becsiilhetd. A farok negativ
is tud lenni. (Vigydzat a hatdrokon, ha azok nem 7/y
egészszamu tobbszorosei.) Befrva = logy-t, a fej
becslése elég nagy y-ra megbizhatéan majoralja a faro-
két. Hogy J(logy, y) oddig is minden y > 0-ra pozitiv,
azt explicit kiszamoldssal® lehet megmutatni. (Azt is
megkaphatjuk, hogy ha y tart oco-hez, akkor a farok
tart 0-hoz és J tart 1/2-hez. Ez egyelére nem kell.)
1

Tovabba: o7 = 1/2/\/1 — pe P sin(yp)dp >0, hax >0,y > 0
0

Ox
—a [kr/y, (k+1)7/y] szakaszok alterndlnak és absz. csokkennek.
Ennélfogva nincsen gyok az x = logy gorbétol jobbra, a negativ
képzetes részli tartomanyok bugyrok, mégpedig savtartok.

, ... OK . e* 0K . ev
Vegul' 837 - ("L‘ + ly) ' 9 <ZZ'2 _'_y2) ) 8y - (y - ll’) ’ 9 (372 +y2)’
ha z + iy gyokhely — integréljuk parcidlisan K-t (v = 1/y/1— p),
aztan helyettesitsiink be. Ezért a szinciklus mindig ugyanaz.*

LA H(iy)-rél mar tudjuk, hogy monokrém; az el¥ szorzé ezt megvariélja; annyit kell 14tni,
hogy korlétos eltoléddson beliil 2w-nként egy és csak egy ilyen ciklus van.

2 Egyszeres gyokhely koriil egyszeres teljes szinciklus van: egy Re = 0 és egy Im = 0 gorbe
keresztezi egyméast. Ha ezt tobb helyen tennék, szomszédos metszéspontokban ellentett lenne
a szinciklus. (Eleve tudhaté, hogy nincs t6bbszérss gyok, 1évén E’(z) gyokmentes — de ez az
aldbbiakbdl is kideriil.)

3 Numerikus szdmoléshoz jobb a p < 1— p? helyettesités el6tti, nem-improprius integrél-alak.
Mellesleg y > e-re J(logy,y) = 1/2+R(y), ahol |R(y)| < (1-1/logy)~Y/2—1; Jigy y > 2m-re
mdr mindenképpen pozitiv; y € (0, w]-re pozitiv az integrandus; vizsgélni csak y € (m,27)-re
kell. — Inyencség: J(x,y) az (ye®—z siny—y cosy)/2(x2+y?) x szerinti ,1/2-edik integralja”.

4 Raadasul fix orientaciéju: keletre sarga, északra piros, nyugatra fekete, délre kék.
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Az z = logy korlatgorbe javithaté: az x = log(cy) = logy + logc
gorbén J — ¢/2 (most mar kell a J pontos becslése) — igy aszimpto-
tikusan (de nem okvetleniil elejétl kezdve) minden ¢ > 0 j6. (A leg-
kisebb absz. értékii gyokok légnak ki a legjobban.)

Explicit szdmolds azt mutatja, hogy c := 0.76855011~ valasztassal
a gorbe még bekeriti a gyokoket (mindet).

Ha K(z) valamely gyoke az = = log(cy) gorbétdl balra van, akkor
E(2) megfelel§ gyokének atlotavolsaga < log (v/cR)/R.°

\Mq

E(2), ill. K(z) gbrbéje, ha ¢ = 0.76855011

Remény: Lehet, hogy = = log y+log ¢ helyett x = logy—log log (ky)
is miikodik valamilyen 0.58433837-ndl nem nagyobb k-val. Szépen
viselkedik, ameddig a szem ellat, de bebizonyitasdhoz a fentieknél
jobb érvek kellenének.

x = logy — loglog 0.58433837

5 Forditva csak majdnem-igaz.
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Néhany gyok:
E(z) legkisebb abszolut értékii gyokei a 0-n kiviil:

+ 1.45061616" + i 1.880943007,
+2.24465927T + 1 2.61657514%,
+2.83974105~ £ i 3.17562810".

H(z) és K(z) megfelel6 gyokei:

1.433659327 £ i 5.45705264",
1.80797021" + i11.74663931,
2.02048461" + 118.03592293".

Testvértiiggvények:
= /Ze_dep = E(2)+1/2 és L ]Z_dep = 1/2—E(z) gyokeit csak
VT VT

atabotdban vizsgaltam: F/(z) plusz kis valds konstans kvalitative
ugyanazt a képet mutatja, mint F(z), és a képletek feliiletes szem-
revételezése alapjdan a gyokhelyei ,kozel vannak” E(z) gyokhelyei-
hez; az x = log(cy) alaki gyokkorlatgorbe altalanosan érvényesnek
latszik, de kiilénbozé c-kig élesitheto.
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Az oszlopok balrdl jobbra egymas folé képzelendok

Ez 6sszekombinédlhaté Jahnke-Emde-féle (vagy masféle) hegy- és

vizrajzzal (erre itt nem volt ok).



