A kirdlyfi parvalasztasa

Ruritanidban hagyoméany, hogy amikor a kiralyfi eléri a kiskorisagot, egyenként
felvonultatjék el6tte az orszag sziizeit, és 6 vélaszt egyet koziilikk. A kirdlyfi
annyit tud, hogy hany szliz van 6sszesen, hogy nincs kozottitk két egyforma
szépségl, és hogy véletlen sorrendben mutatjak be neki 6ket. A szabaly: a kiralyfi
vagy elfogadja az éppen bemutatott szlizet (és ezzel vége a ceremdnidnak), vagy
elkiildi azt és megszemléli a kovetkez6t (elkiildott szlizet visszaszdlitani nem
lehet).

Mi a kirdlyfi optimalis stratégidja, ha minél szebb sziizet akar kapni? (Hogy
létezik optimum, az nyilvdnvalé: véges az eseménytér.)

A sziizek szama N; feltehetjiitk, hogy NV > 1, kiilénben nincs is feladat. A sziizek
szépségrangja 1,..., N; nagyobb rang nagyobb szépség. (Nem tudjuk, hogy a
szépségiik mérheté-e, csak azt, hogy rendezhetd.) Nevezziik a k rangu sziizet
k-nak.

A rang normalizaldsdval rendeljiink a szlizekhez értéket tigy, hogy az atlagos
értékiitk (N-t6l fiiggetleniil) 1/2 legyen: igy a k sziliz értéke k/(N + 1). (A
rangsoron ez nem valtoztat, csak jobban Gsszehasonlithatéva teszi a kiilonbozé
N-ekhez tartozé vélasztési procedirdkat.)

Tekintsiik a kovetkezo stratégiat: A kirdlyfi megnézi és elkiildi az elsé n sziizet,
megjegyezve annyit, hogy koziiliikk milyen szép a legszebb — ez a mintavételi
szakasz —, majd a tovabbiak koziil kivalasztja maganak az elsé olyat, aki szebb
a megjegyzettnél (vagy, ami ugyanaz, az Osszes addigiakndl), ha pedig ilyen
nincs, akkor vélasztja az utolsét — ez a dontési szakasz.

Ha n = 0, azaz régton az elsét valasztja, akkor a varhaté érték 1/2.
A tovdbbiakban legyen n > 0 (és persze n < N).

Ha az N sziiz torténetesen az els6 n kozott van, akkor az utolsé marad a
vélasztott, és a varhaté érték N/2(N + 1) = 1/2 — 1/2(N + 1) (az N-t8l
kiilonbozéek dtlaga). Ha az els6 n kozott a legszebb az N — j, ahol j > 0,
akkor a kirdlyfi talal majd szebbet: valamelyiket az N,..., N — j + 1 koziil, a
vérhaté érték gy (2N +1—75)/2(N+1)=1—(j+1)/2(N+1) (az N — j-nél
jobbak atlaga).

Jelolje pEN’n) = p; annak az eseménynek a valészintiségét, hogy az elsé n kozott

legszebbként ott van N — j:

e neDeevn—isn (i)

Pim=N—y NN-1)---(N—j+1) - N
n
(belathat6 indukciéval). Ez j = 0,..., N — n-re teljes eseményrendszer.

A véarhaté érték tehat (n > 0):

MC{,)N;J”@Q:;L))(NW) -7

(az utolsé tag a korrekcid a j = 0 esetben eltérd varhaté érték miatt).
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Eszrevéve, hogy <n+1) = EOJ ( o ) = EOJ — ()

M-et egyszeriibb alakra lehet hozni:

1 n
M=1—- ——— — —
2(n+1) 2N

(ez egyébként n = 0-ra is a helyes értéket adja).

M maximuma n = v/N — 1-nél van (beldthat6 derivéldssal);

1 1
VN 3N
n-nek persze egész szamnak kell lennie. Ha N teljes négyzet, legyen v = /N,
kiilonben pedig legyen v a /N két egészre-kerekitése kiziil valamelyik. Legyen
R(N,v) = (VN —v)?/2Nv és R(N) = min R(N, v).["} Akkor
1 v—1

= 1— _——
Mop 2w 2N

R(N) < }IN72/3 (mert valamelyik v-re }\/N— l/| <1/2).

Mmale_

= Munax — R(N).

Vagyis ez a stratégia a kiralyfit varhatdlag a legszebb VN sziiz koziil egy
cstinydceskdbbhoz juttathatja. !

M grafikonja N néhdny értékére
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[ Az R(N)-t minimalizdlé kerekités megegyezik a kozonséges kerekitéssel, kivéve azt, hogy
N = b/ NJ . ’—\/ N-I esetén (nemcsak v = L\/ NJ, hanem) v = ’—\/N-‘ is minimalizdl. Nem iga-
zolom, mert (mint mindjart 1atni fogjuk) ennek tisztdzasa nélkiil is kapunk megfelel§ becslést.

(2] R(N) becslésében jelentSsen javithaté az egyiitthatd; ezt sem irom ide.

Bl N =2-re még nem jobb a taldlomndl; novekvd N-re tokélyhez kozelité szilizzel kecsegtet.
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Intuitive is vildgos, ki is szdmolhato, hogy a déntési szakaszban (a) nem érdemes
a mintabeli legszebbnél csinyabbat vilasztani (rdériink megvarni az utolsét),
(b) nem érdemes az elsé szebb utdn tovabb vdrakozni (ez ekvivalens lenne a
mintavételi szakasz random meghosszabbitdsaval).

Mis megvaridlési lehet6ség nincsen. ]

[Intranzigens kirdlyfi]

Mi a kiralyfi optimalis stratégidja, ha inkabb sziiz nélkiil marad, de nem éri be
olyannal, akinél latott mar szebbet is?

Most a varhaté érték szummdja 1-t6l indul, korrekcids tag pedig nincs:

~ 1 1 n
M=l (1- )~
2(n+1) ( 2(N+1))N

(ez n = N-re is helyes).

N 1
A maximum-hely: n = \/? (1 + m) —1;

- 2 1
Mmale— N+N
Mopt = Mmax — R;  R(N) < N~%/2[2

M grafikonja N néhany értékére
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(] Ha a kiralyfi nemcsak szépség szerinti rendezést tud, hanem rendelkezik , szépségmértékkel”
és ismeri a ,,szépségeloszédst” is, akkor a konkrétan kapott mintaelemek értékét felhasznalhatja
azokban a dontésekben, hogy kér-e tovabbi mintaelemet, és hogy a tovdbbiakban hogyan
véalaszt.

(2] E(N )-t is ki lehet részletezni; nem {rom ide.
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[Maximalista kiralyfi]
Mi a kiralyfi optimalis stratégidja, ha csakis a legszebb sziiz kell neki?

Kedvez6 kimenetelek: Ha a legszebb sziiz j-edikként keriil sorra, akkor ahhoz,
hogy 6 legyen a valasztott, sziikséges és elegendd, hogy az el6z6 j — 1 szliz leg-
szebbike az elsé n kozott (a mintdban) legyen. Adédik:

1 n =1
= :'\7':— :'\7':_ '_.[1]
n=20 N n>0 Ngn]j

A derivélas most nem megy. Kis N-re M numerikusan kiszamolhaté; nagy N-re,
_ N
ha n is vele novekszik, M ~ %(log(N—l) - log(n—l)) ~ % log P Ha az %
arany tart valamilyen ¢-hoz, akkor
M ~ —qloggq.
Ez mér derivalhatd; az optimum-hely e}, a fiiggvény ott Ne .

Ebbél M optimum-helyének kézelitése Ne™'; M optimum-értékéé et (Fel-
tételeztiik az ,ardnytartast”, de visszatekintve nyilvanvalé, hogy ellenesetben
bizonyosan nem kapnénk optimumot.)

A —qlog q kis N-re sem rossz; az eltérések kiszamolhaték. Nagy N-re az eltérések
becsiilheték a harmonikus sor és a logaritmus kiilsnbségének becslésébél. 2!

M grafikonja N néhany értékére
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N—-1
[1] Vagy mésképp: n € [0, N —1]: M = — ﬁzl.
gy mésképp: n € [0, ] N N2
n—+1
(2] 5ok szdmolds; nem from ide. A maximum-hely eltérése minden N-re < 1, de a kdzonséges
kerekités nem mindig j6 — nem taldltam szabdlyat, hogy mikor merre kell kerekiteni.
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Erdekes: A megoldas jellegén az el6z6 varians kivanalom-szigoritasa nem sokat
valtoztatott, ez a mostani tovabbszigoritas azonban alapveten megvaltoztatta.

Szintén érdekes (bér itt semmi haszna):

(g)l%j('l) 251 e

J

A baloldalt tgy kapjuk, hogy a mintak legszebb szlize szerint csoportositva
szamlaljuk ossze a kedvezd kimeneteleket. (A sorok formaélis manipulalasdval
nehéznek tiinik igazolni az egyenléséget.)

[Melléktermék]

Mi a helyzet, ha sziizet vissza lehet hivni, a boltba vissza lehet menni, stb.?
Ekkor persze nincs optimum-probléma; a probléma ilyenkor a részleges in-
formacié alapjan térténé dontés: az, hogy egy adott varhatd josag eléréséhez
hény példdnyt kell megvizsgélni, ill. (vice versa) hdny példdny alapjdn meny-
nyire j6 dontés varhaté.

Nincs kiilon mintavételi és dontési szakasz; n 1-t6l indul; az 6sszefiiggés most

o 1
(n+1)"

Taldn legegyszer(ibb igy belatni: Visszacsindlva a normalizaldst (amelyben a
k-adik érték k/(N + 1) volt), vagyis felszorozva N + l-gyel, a feladat igy

fogalmazhaté at: 1,2,..., N koziil kivdlasztunk n darabot — varhatélag mek-
kora lesz ezek koziil a legnagyobb?

Annak valészintisége, hogy r a legnagyobb, n < r < N:

r—1
p‘:T(Tfl)...(r—n+1)—(7’—1)(7’72)...(7,,”) _ (nl)
T N(N—1)~"(N*Tl+1) <N> )

n
a keresett varhaté érték tehét

N n N r n

E’!‘TPTZTET <n>(N+1)n——|—17

n n
n

ahogy kell.

N+1
+1°

Hasonléan (vagy szimmetria okabdl) a legkisebbnek a varhaté értéke

Szuggesztiv speciélis eset — négyzetgysk-okolszabaly —: Ha +/N elemii mintat
vesziink, vdrhatélag benne lesz a legjobb /N elem valamelyike (koziiliik egy
rosszabbféle). Forditva is elmondhatjuk: Ahhoz, hogy vdrhatdlag ilyen j6 elemet
talaljunk, elég ekkora mintdt venni.



