Valdszinuségszamitas

2021. november 3. Targyhonlap:
Mészaros Szabolcs cs.bme.hu/valszam



A prezentacid anyagat és az abbdl készilt
videofelvételt a targy hallgatéi jogosultak
hasznalni, kizardlag sajat célra. A felvétel
masolasa, videdmegosztokra valdé feltoltése
részben vagy egészben tilos, illetve csak a
tantargyfelelos eldzetes engedélyével torténhet.

Copyright © 2021, BME VIK



Val. valtozok egyluttes fliggetlensége

Definicié: Az X 1y X n val. valtozdk (egylittesen) fliggetlenek, ha az

{Xl < xl}, « o ey {X'n,_ < :En}

események fiiggetlenek minden T1,...,Tn € R esetén.

Megjegyzések:

Példakat lasd még: két-valtozds, diszkrét esetnél.

Tipikus példa: fuggetlen kisérletek (szamszerd) eredményei.

Intuitivan “0sszefliggd” val. valtozokrdl is kiderilhet, hogy fliggetlenek.
Ahogy események esetén is, fliggetlenek részhalmaza fliggetlen.



Flggetlenséq, karakterizacio
Allitas: Az Xl: ‘e ey X, val. véltozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha

F(Xl,...,X.n)(xla cy ) :Fxl(xl) T FX.,,,(fUn)
tetszéleges X1, . .., Ty € R esetén.

Allitas: Az Xl: .o ,Xn folytonos val. valtozok pontosan akkor
fuggetlenek, ha (Xl, Cee X-n,) folytonos val. vektorvaltozo, és

fox o xp)@ o) = fx (x1) .- fx, ()

tetszbleges T1,...,Ty € R esetén.




Flggetlenséq,

fxvy(xy) =«

példa

(

12 e 4= haz,y >0

0 egyeébkeént

\

DX +Y) =?

12. e 4 = o4 . 37 = fx(2) - fy(y)

= fuggetlen

DX +Y)=D*X)+DXY) D*X)=?




Ismeétlés: szorasnégyzet

Definicié: Egy _X valdszinliségi valtozé szérdsnégyzete
D*(X) = cov(X, X) = E((X—EX)?) = E(X?) — E(X)?
(Akkor is értelmes, ha X folytonos.)

Kiszamolasa: transzformalt varhaté értékével

E(X?) —E(X)? = / T2 fX(:z:)dx—< / T fX(:z:)dx>2

e _OO D —w




Szorasnégyzet, folyt. példa

Példa: 7 ~ Exp()\) ]I))Q(Z) _?

w [
E(Z?) = / e My =
0

00 00
— [— e_/\zzQJ —/ —e M2
0 0
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“A” nevezetes eloszlas

Mi a k6zos az alabbi véletlen mennyiségek eloszlasaban?

Emberek magassagai, labmérete, szliletési sulya, vérnyomasa,
napi atlaghémérséklet (az év adott napjan), paratartalom,
mérési hiba egy kisérletben, zaj.

Sok tényez6 apro, fliggetlen tényezd folytonos eredménye.

Elnevezések: normalis eloszlas, Gauss-eloszlas, haranggorbe (a
sUrdségfiiggvénye).



Normalis eloszlas, def.

Definicié: Egy Y val. valtozé normdlis eloszIdsu
L2 ) 2

[l és g“ paraméterekkel (ahol 0~ > () ), ha

surlségfliggvénye:

1 _(x—p ‘)2

fY(’L) — We 20.) (117 - R)

Jeldlés: YV ~ f\/v(,uf; 02)

Specialis eset: 1\"7(0; 1) Neve: standard normalis




Standard normalis eloszlas

Jelolés: standard normalis sur(ségfliggvényére

1 22
e 2 (x € R)

Allitas: © sir(ségfiiggvény, vagyis a teljes [R -en vett integrélja 1.

([buf = [

Otlet:




Standard normalis eloszlas

Biz. vazlat:

2T 2
= lim / / __2_ drda
R—o00

R2 oS 2 S
= lim 27(l —e 2)=21 = (/ e__‘Z_d:v) = 27

R—00 J —00




Standardizalas, lemma

Kérdés: A nem-standard normalis eloszlasra megadott
fuggvények is slrdségfliiggvények?

Direkt szamolas helyett:

Lemma: Legyen [, 0 € R, o0 > (0 és X sdriségfiiggvénye [ x.

Ekkor Y = o X + [ slrliségfiiggvénye

@) =—fx(=L)  @eR)

O




Standardizalas, lemma biz.

Biz: A megadott fliggvény nemnegativ, igy mar
csak az integraljat kell kiszamoljuk minden a-ra:

./—aoo %fx(xgu)(1x = '/__E—fx( Jodz =

(5 )-p(x <2

O o

=PloX+pu<a)=PY <a)=Fy(a)




Standardizalas normalisra

Kovetkezmény:

e Y pontosan akkor N(M; 0'2) eloszlasu, ha
étezik X ~ N(0;1)amire Y =0 X 4+ p
e Tehat a normalis eloszlas valdoban valdszinlség-eloszlas.

BizHa X ~ N(0;1)és Y = dX + pt, akkor a lemma miatt

9
1 1 (I;#) 1 (I—H)Q
X — ﬂ) I — ‘ T 50

fy(x) = _fX( _\/_2_71' 2mo?




Standardizalas normalisra, biz.

Visszafelé: ha Y ~ N(;L; 0'2) akkor legyen
1
X =Y —p)

Ismét a lemma miatt

fx(z)=o0fyloz+pu)=0¢ L -

V2omo?

Kérdések: Mi a normalis eloszlas
1. eloszlasfiggvénye,

2. varhato értéke,

3. szdérasa?




Norm. elo., eloszlasfliggveny

Jelolés: A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye:

T T 1 52
O(x) = / p(z)dz = / e 2dz

J —00 J —00 27T

1.0

0.8 -
Kérdés: Oke, es integraljel nelkdil? 06 -
0.4 -
0.2 -
0.0

Ez elemi fuggvényekkel nem kifejezheto. T N S W R R
Ehelyett kozelitéseket hasznalunk a fenti integral(ok)ra.

Hasznos Osszefliggés: (I)(_x) — ] — (I)(x) (x - R)




Norm. elo., eloszlasfliggveny

0,8708
0,8907

0,9370
U 9 l\l
0,9649

0,9719

0,9864
0,9896

0,9965
0,9974

0,7486
0,7794
0,8078

0,8340
0,8577
0,8790

0,9616
0,9693

0,9980
0,9986

0,9997

[ x [ 0,00 [ 001 [ 002 ]

0.0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080

5398 | 0,5438 | 00,5478

0,5793 | 0,5832 | 0,5871

aite 0.3 | 0,6179 | 0,6217
0.6554 | 0,6591

bare7 0.6950

$(0,21) = 0,5832
i ®(0,315) = 0,6236
O(—0,11) =1 — 0,5438 =

0.6255
0.6628
0.6985




Norm. elo., eloszlasfliggveny

Példa: Egy zajos csatornan egy +/-1 értékd jelet

probalunk atjuttatni. A zaj miatt a megkapott jel értéke ,
nem feltétleniil +/-1, hanem a jel értéke plusz egy N(O; 0-2)
eloszlasu véletlen szam. Hatarozzuk meg O -, ha

tudjuk, hogy annak az esélye, hogy egy “+1” jel esetén
negativ érték jut at a csatornan, 0,02267

zaj Y ~ N(0;07)
P+1+Y <0)=P(Y < —1)

—P| —— ) = P
P —5) W20 = =55




Norm. elo., varhato érték

Allitas: Legyen Y ~ N(,LL; O'Z). Ekkor

E(Y) = p DY) = o
Normalis eloszlas standardizalasa:
Y —EY
DY)

Megjegyzés: Mas eloszlasu val. valtozot is standardizalhatunk (levonva a
varhato értékét, és leosztva a szorasaval). Ez a standardizalt persze
tipikusan nem lesz standard normalis eloszlasu.

~ N(0;1)




Norm. elo., varhato érték
Allités bizonyitasa:
E(Y)=FE(0X + u) = oE(X) + p
D*(Y) =D*(0X + p) = D6 X) = 0’ D*(X)

Tehat elég a standard normalisra kiszamolni az allitast.

]. ;1.‘2 o0
E(X / xe de— —[—6_7] =0
V21 V2 —00
E(X7) 2 1’26_—7(137 =(parcialis integralas)= 1
\/ 27 /




Norm. elo., szoras

99.7% of the data are within

s 3 standard deviations of the mean > Normélis eIOSZIéS
95% within szordsa szemléletesen:
2 standard deviations
68% within o
b gkt ® az esetek kb. 68%-
deviation at lefedi a
[:u — O, + 0-]
intervallum,
e a sUrlségfuggvény
a + o
pontoknal valt
konvexitast.

u—3o u—20 U—o u u+o u+ 20 i+ 30




Norm. elo., példa

Példa: minta hdmérséklete (°C) Jel: Y
~ N(—Q; 1,69) Mi a valészinldsége, hogy

a minta hdmérséklete nagyobb, mint O °C?

Y +2

Kérdés: IP(Y > 0) =7 Standardizalt: X — W ~ N(O; 1)
Y +9 |
IP( 1—; < /1:) =P(X <z)=P(x)
| Y +2

P(Y > 0) =1 - P(Y < 0) =1 — P
P(Y > 0) ~ 0,0620 ~ 6%

1,3




Kitéro: konvolucio

Definicié: Legyenek X és Y fiiggetlen val. valtozdk.
Ekkor X + Y eloszlasat azX és Y konvolicisjanak hivjuk.

1.0

Példak:
e Egyenletes eloszlasok dsszege: Irwin-Hall eloszlas
e A binomidlis eloszlas fiiggetlen indikatorok dsszege.
e Ha a kétvaltozd Geo(p) eloszlasu, akkor az 6sszeg
“negativ binomialis”.

[1X:]

0.6

0.4

0.2

(X1]




de Moivre—Laplace-tétel

Kérdés: Miért jon el alkalmazasokban,
mérési eredményeknél?

Tétel: Legyen P € (0, l)és Sp ~ B(n;p).

Ekkor minden g < b valés szamokra:

S, — [E(S
lim ]P(a <z (Sn) < b) =

n—00 D(Sh)

b
— / p(r)de = O(b) — P(a)




de Moivre—Laplace-tétel, példa

Példa: A matematikusok 31,4% szazaléka szandalt
hord. Szaz taldlomra valasztott matematikust
nézve, kozelitéleg mi az esélye, hogy kevesebb,
mint 25 par szandalt taldlunk rajtuk?

Szandalok szama: Sn ~ B(n'p) n = 100 = 0,314
E(Sp)=np=314  D(Sy) = /np(l —p) =4,6412
1—614—12-(372 — 31’4) kozelitéleg N(O; 1)
S —314 925-314
P(S, < 25) =P == < " )~ (—1.3790
(S < 29) ( 16412 1.6412 ) (=1,3790)

T——1.3790




de Moivre—Laplace-tétel, megj.

Kérdés: Nem ezt mondtuk a Poisson eloszlasnal is,
hogy a binomialis hatareloszlasa a Poisson? Most
meg azt mondjuk, hogy a binomialis hatareloszlasa
a normalis?

Valasz: A részletek eltérnek.
e Ott nem vontunk le (n-tdl fiiggd) varhato értéket, itt igen.
e Ott nem osztottunk le (n-t8l fliggd) szérassal, itt igen.
e Ot p, — 0 és Npp = A volt feltétel, itt P konstans.

Megjegyzés: A konvergencia sebességérdl is lehet tudni
konkrétumot, lasd Berry—Esseen tétel.



Galton-deszka

Egy golyd vég-pozicidjanak eloszlasa:
B (n %) (a bal szélérdl szamolva)
Mit szemléltet? A binomialis eloszlas

kozeliti a normalis eloszlas
sur(iségfiiggvényét.




de Moivre—Laplace-tétel, levezetés
S II_E(S 7'2.)

Biz vazlat: A standardizalt S valtozo eloszlasabal
D(Sp)

készitslink fn surdségfiggvény-szerldséget:

Sy — E(Sn)
D(Sn) - b)




de Moivre—Laplace-tétel, levezetés
Honnan tudjuk, hogy f'n.. — P

Az fn figgvények kozelitéleg teljesitenek egy diff-egyenletet:
/
- falz)
lim
100 fo(2)

Miért j6 ez? Mert ebbdl a f(/t) — 'n.h—l}%o fn(rc) nggvén;/re belathatd, hogy

—z = fl(2)/f(z) = f(a)= e~ T e

Nem-trividlis részletek:
- létezik-e a fenti hatarérték?
- a hatarértékfliggvény derivalhato-e?
- igaz-e a hatarértékfiiggvényre a diff-egyenlet?
IS

— —X



KoszonOm a figyelmet!




