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Kovariancia, definicio

Definicié: Az X és Y valészinldségi valtozok kovarianciaja:

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY))
A tovabbiakban mindig feltesszlik, hogy COV(X, Y) |étezik.
Allitas:

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Bizonyitas: E((X - EX)(Y - ]EY)) _
_ IE(XY)—IE(IE(X)Y) —E(XE(Y)) +E (E(X)E(Y)) _




Kovariancia, tulajdonsagok

Biz. (folytatas): cov(X,Y) = ...
=EXY)+ (-1 -1+ DHEX)E(Y)
= EXY) - EX)E(Y)

Kévetkezmény:

1. Ha valamelyikuk konstans, akkor a kovariancia nulla.
2. Ha fuggetlenek, akkor a kovariancia nulla.
3. Attdl, hogy a kovariancia nulla, még nem feltétlenil lesznek fliggetlenek.



Kovariancia, példa

Példa (folytatas):
cov(X,Y)=EXY)-EX)EY) =
=32-38-1=-006

Geometriai kép:

A kovariancia hasonléan mukodik a skalaris szorzathoz.
A merblegesség szerepét, a “korreldlatlansag” veszi at,
azaz amikor a kovariancia O (ami a figgetlenségnél
gyengébb feltétel).




Szdorasnégyzet, definicio

Definicio: EgvaaIészfnClségi valtoz6 szorasnégyzete
cov(X, X) =E((X — EX)?) = E(X?) — E(X)?
Jeldlés: D2 (X)

Ertelmezés:

0) Onmagdaval valé egyiitt valtozas? Annak igy nincs sok értelme.

1) “atlagos négyzetes eltérés” (a varhato értéktdl)

2) Ha a kovariancia a skalar szorzat analdgiaja, akkor a szérasnégyzet

a hossznégyzeté.



Szdorasnégyzet, tulajdonsagok

Definicié: X szordsa ]D(X) — \/ID)Z (X)

Kérdés: Miért nem a kovetkezével mérjlik a varhaté értéktdl valo eltérést:

E(|x - E(X)|)

Allités: Ha X és Y fuggetlenek, akkor

D*(X +Y) =D*(X) + D*(Y)




Szdorasnégyzet, tulajdonsagok
Bizonyitas:
D’(X +Y)=E((X +Y)?) - (E(X +Y))" =
= E(X?)+E(Y?)+2E(XY)-E(X)?
~E(Y)? — 2E(X)E(Y)
— D*(X) +D?(Y) + 2cov(X,Y)
Mivel a valtozok fiiggetlenek, ezért a kovariancia O és az allitds kovetkezik.

Allitas:

DX +¢) =D(X) D(cX)=|e[D(X) (Vc€R)




Szorasnégyzet, példak

1) kockadobds szérasnégyzete: E(KZ) — % E(K) — ;

. 01 /772
éDﬂKﬁzg—(a ~ 2,9167

2) indikator val. valtoz6 szorasnégyzete:

D?(14) = E(15) — E(14)* = E(14) — E(14)? =
= P(A) — P(A)* = p(1 - p)




Szorasnégyzet, példak

3) binomiélis eloszlas szérdsnégyzete: X ~v B(n p)
X:1A1+'°'+1An

4) geometriai eloszlas szorasnégyzete: T ~ Geo(p)

D*(T) = E(T*) - E(T)” =
= k(1 —p)"p— (l)z =
k=1




Szorasnégyzet, példak

5) Poisson-eloszlas szorasnégyzete: Y ~ POlS()\)
D*(Y) = E(Y?) - E(Y)” =

E(Y?-Y)+EY)—-E(Y)?

=) (k- k)ﬁe_/\ TIPPPE
k’;OOO A2 2




Korrelacio, definicio

Kérdés: a példdban kapott COV<X; Y) — _0,6 mit jelent a val.

véltozékra nézve? Ok most mennyire nem fiiggetlenek?

Definicio: Legyenek Xés Y olyan valdszinldségi valtozok, amikre

COV(X, Y) D(X)és ]D(Y) |étezik és véges. Ekkor a
korrelaciojuk: COV(X, Y)

corr(X,Y) = DX)D(Y)

Ertelmezés:
A geometriai analégidaban ez a bezart sz6g koszinusza




Korrelacio, tulajdonsagok

Allitas:

e —1 <cor(X,Y)<1

e Ha akorrelaci6 +1, akkor Y = q_ X -+ b,ahol @ > 0.
e Ha akorrelacio -1, akkor Y = g X + b.ahol g < ().

Példa (korabbi):

, —0,6
V(X V) _ 0,2554

oY) = pxDY) T vz VOB




Kitérd: Anscombe négyese
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Forras: ww.w.lithoguru.
com/scientist/statistics/
Anscombe_Graphs%20i
n%20Statistical%20Anal
ysis_1973.pdf
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Valoszinldségi vektorvaltozo

Definicié: Legyenek Xl, . ,Xn val. valtozdk. Ekkor az
X=(X,....Xn): Q> R"

fuggvényt valosziniségi vektorvaltozonak hivjuk.

Definicio: Az X val. vektorvaltozé (egyiittes) eloszlasfliggvénye az

FX :R" — [0, 1}

F&(xl. .o ,(Un,) :]P)(X]_ < LTy ,Xn < fvn,)

vektorvaltozods, skalarértékd fliggvény.




Val. vektorvaltozo, példa

Példa: Valasszunk egyenletesen véletlenszerlien egy
pontot az egységnégyzetben. Jeldlje (X? Y) a pont
koordinatait. Mi (X Y) egylttes eloszlasfiiggvénye?

Fixyyzy) =PX <z,Y <y) =

y
1 hax>1,9y>1 ;
Forras: www.mathworks.com/help/stats/
T ha O < < J_ y > 1 copulas-generate-correlated-samples.html
=9 Y ha0<y<l,xz>1 =max (O,min(l,x))
vy haO<ay<l - max (O, min(1,y))
0 egyébkent



Val. vektorvaltozo, példa

Példa: Aladarral és Bélaval csetellink.
Ha nincs meccs: egymastal fliggetlen, Exp(6) eloszlas szerint valaszolnak.
Ha meccs van: Aladar dupla annyi idé alatt reagal, Béla feleannyi idd alatt.

|

Annak az esélye, hogy ma meccs van: £

Kérdés: mi a valasziddk egylttes eloszlasfiggvénye?

X : Aladar valaszideje U,V ~ Exp(6)

Y : Béla valaszideje 2 ha meccs van,

M = {meccs van} 2= 1

X=U-Z Y=V/Z

egyebkent.




Val. vektorvaltozo, példa
Fixy)zy) =PX <z,Y <y)=PU-Z <z, V/Z<y)=

=PU-Z<a,V]Z<y|MPM)
+P(U-Z <x,V]Z <y | M)P(M)

1 4
=PU-2<2,V/2<y)z+PU <2,V <y):
)
1 4 (z,y>0)
= P(U < §)1P>(v < 2y)=+P(U < 2)P(V <y)z
J
1 4

“02)(1 — e OW)- 1 (1 — 70T (1 — )2

> 5

=(l—e




Egylttes sUrliségfiggvény, def.

Definicié: Legyen X = (Xl, Ce ,Xn) val. vektorvaltozo. Egy

fx :R" —[0,00)
fuggvény az K (egylittes) sdrusegfiiggvénye, ha

In X
/ . / fx(z1,...,zp)dzy. . dep = F (1,...,2n)
J —00 J —00

tetszéleges T1,...,Ty € R esetén.

Definicio: Az X val. vektorvaltozot folytonosnak hivjuk, ha létezik egylttes
surlségfliggvénye.




Egyuttes sfv,, valoszinldségek

. N n o
Allitas: Legyen X val. vektorvéltozo, és H CR"™ Jordan-mérhets.

P e H)= [ fylah

Ekkor

Megjegyzések:

e Jordan-mérhetd ~v van térfogata.
e \esd dssze: egy dimenzids allitas

a P(a, < X < b) mennyiségrél.

Forras: scipython.com/blog/
visualizing-the-bivariate-gaussian-distribution/




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Allitas: Legyenl — (Xl, C. ,Xn) val. vektorvaltozo. Ha Y
folytonos, akkor az alabbi fliggvény a slrségfiiggvénye lesz:

Opy .. Oz, Fx(x1,...,2y) ha ez létezik,

fx(@1, ... @n) 0 egyebkent.

Megjegyzések:
e A derivalasok sorrendje tetszéleges.
e Feltessziik, hogy létezik a slrdségfliggvény (nem pedig kovetkeztetjlk).

P.ha X = (XlaXQ) és X1 = X9 akkor X nem folytonos.




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Példa: Mi az esélye, hogy Aladar eldébb ir vissza, mint Béla?

T o0 1 ¢ e 4
Fixy)ay)=1-e 7)1 —e" 2y)5 +(1—e ") (1 —e Gy)g
x 1 o end (@Y >0)
Wy F xy)le,y) :(1—6_62)126_12y;+(1—e_63’)66_6y;
J O

fixy) (@ y) =0:0yF x y)(@,y) =

, )1 . w
=3e " 12e Y=+ 6e 7 - Ge Y=
J J




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Példa: Mi az esélye, hogy Aladar eldébb ir vissza, mint Béla?

. )1 . -
fixy)@ y) = 3¢5 . 127 1H_ 4 670 . 60V
(X,Y) : -

PX <Y)= / fix vz, y)dedy =
JH{r<y}

I Ry v 121 5w —Gy
— / / (36_ v 12e 2 +6e 57 . 68_6y—) dzdy
o Jo O O

> _ 3.1 1oy 1 621Y . el
:/ ({36 317]0.126 129;+{66 G‘U] - be Gy;)dxdy: 0,44
0

) 0 )

(z,y > 0)




Egylttes sfv., karakterizacio

Allitas: Legyen f R — [0, oo) . Ekkor

o0 o0
/ / flzy,...,zp)dxy ... do,=1
J —00 J —o0

pontosan akkor teljesll, ha létezik Xval. vektorvaltozo, aminek
sur(iségfiggvénye éppen

(Vesd 0ssze: egy-valtozos surdségfiggveny karakterizacio.)




Marginalis eloszlas, definicio

Definicié: Ha X — (X'l: o ,X'n.) val.
vektorvéltozo, akkor az X, eloszldsat az X
1-edik margindlis eloszldsanak (avagy
peremeloszlasanak) hivjuk.

Allitas: Ha X folytonos val. vektorvaltozé, akkor

X is folytonos, és a stiriiségfiiggvénye: Forrés: wolffam.com.
Visualize Marginal Distributions

o0 o0

fx;(x;) = . fx(zy,...,xp)dey ... de; dz;q ... day
J —00 J —00




Marginalis eloszlas, példa

Példa: Béla valaszidejének eloszlasa,

=S /_ f(X,Y)(x? y)dx —

(03 —12y1 6w —Gy2
= 3e” 12 =467V . e Y= )dxa
Jo 5 §

)
12 1o 24 |
e 14y —3% o0 —GJ —6:1: o0
=€ - }0 T - - ]0
12 24
= —¢€ 12y -+ —e_Gy Név: kevert exponencialis eloszlas
D D




Val. valtozok egyluttes fliggetlensége

Definicié: Az X 1y X n val. valtozdk (egylittesen) fliggetlenek, ha az

{Xl < xl}, « o ey {X'n,_ < :En}

események fiiggetlenek minden T1,...,Tn € R esetén.

Megjegyzések:

Példakat lasd még: két-valtozds, diszkrét esetnél.

Tipikus példa: fuggetlen kisérletek (szamszerd) eredményei.

Intuitivan “0sszefliggd” val. valtozokrdl is kiderilhet, hogy fliggetlenek.
Ahogy események esetén is, fliggetlenek részhalmaza fliggetlen.



Flggetlenséq, karakterizacio
Allitas: Az Xl: ‘e ey X, val. véltozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha

F(Xl,...,X.n)(xla cy ) :Fxl(xl) T FX.,,,(fUn)
tetszéleges X1, . .., Ty € R esetén.

Allitas: Az Xl: .o ,Xn folytonos val. valtozok pontosan akkor
fuggetlenek, ha (Xl, Cee X-n,) folytonos val. vektorvaltozo, és

fox o xp)@ o) = fx (x1) .- fx, ()

tetszbleges T1,...,Ty € R esetén.




Flggetlenséq, karakterizacio

Példa: Igaz-e, hogy Aladar valaszideje fluggetlen Béla valaszidejétdl?

|

j?X:Yv(QQZD ::SB_SL -126_l2y;

+ 6707 . e Y=

r

V) 5
3 . 24 . 12 24 .
fx(x) = 56—3:1, +— e VTt (y) = = —12y —Gy
_ - 1% 4+ == o

: 991 : !
fx(@) - fy(y)# 3e7%. 126_1295 +6e 0. 66_63/5




KoszonOm a figyelmet!




