Valdszinuségszamitas

2021. december 1. Targyhonlap:
Mészaros Szabolcs cs.bme.hu/valszam



A prezentacid anyagat és az abbdl készilt
videofelvételt a targy hallgatéi jogosultak
hasznalni, kizardlag sajat célra. A felvétel
masolasa, videdmegosztokra valdé feltoltése
részben vagy egészben tilos, illetve csak a
tantargyfelelos eldzetes engedélyével torténhet.

Copyright © 2021, BME VIK



Teljes varhato érték tétele, folytonos eset

Allitas: Legyen Xfolytonos val. valtozo, slrldségfiggvénye fX.

Ha E(Y) véges, akkor

B)= [ BY|X = a)fx(@ds

— 00

Példa: Valasszunk egyenletesen véletlenszerl(ien egy X szdmot O és 1
kozott majd valasszunk egyenletesen véletlenszerlien egy Y szédmot
X és X kozott. Mennyi Y vérhaté értéke?




Teljes varhato érték tétele, folytonos eset

M [13 Z 4 2 2 .
Mivel az YV “feltételes eloszldsa” egyenletes az [X , X] intervallumon,

ezeért 1 9
oy | 2) = —— hazrs <y<ux
vixWls 0 egyébként
Y T+
EY | X=2) = : ly = ., =
Y [ X =) /_Ooy fy x| 2)dy [2($_ xZ)LQ ;
o0 | 2 =
IE(Y):/ E(Y|X:x)fX(a:)da::/ x+xdx=i




Teljes valoszinlség tétele

Kérdés: Ha a teljes varhato érték tételének van tobb alakja, akkor a
teljes valoszinldség tételének is van?

Emlékezteté: (teljes eseményrendszerre)
n
P(B) =) P(B|A4)-P(4)
1=1

Kov.: X diszkrét val. valtozé, |3 esemény

P(B)=>» PB|X =k PX=k)

liTESX
Megj.: folytonos esetben az utébbi értelmetlen




Teljes valoszinlség tétele

Def.: Legyen X val. valtozd, A esemény. Ekkor A -nak az X -re vett
feltételes valoszinlsége az

r—E(ly| X =2x)
regresszios fuggveény. Jeldlése: ]P)(A | X = :IZ)

Tétel: (Teljes valdszintiség tétele) Legyen X folytonos val. véaltozd (sfv.:fX).
Ekkor tetszéleges A eseményre:

P(A) = /OO PA| X =2a)fy(z)dx

J — 00




Teljes valoszinlség tétele

Példa: X : valszdm vizsgara szant felkészulési idd.
X ~ Ule; 20) 0<e <20

T\ 2
X felkészilési idb esetén az 6tos érdemjegy valdszinlsége (_)

21

Mekkora eséllyel lehet 6tost kapni?

L hae<ax<20 2
20— =4 = o
= P(A | X =2) = ()
Ix(@) 0 egyebkent (4] v) 21




Teljes valdszinlség tétele
Példa (folyt.):

20 2 1
X
P(A):ZJC (21) 20— =

B [ 7 ]20_52+205+202
- 13.212(20—e)le  3.212

e =1 esetén ez 0,3182




Tobbdimenzids binomialis eloszlas

Kérdés: Hogyan altalanosithaté a binomialis eloszlas tobbdimenzids esetre?

Otlet: legyenek qu ..., X, egyittesen fuggetlenek, ahol minden 7-re
X~ B(n§pi) valamilyen 0 < p; < 1 szamokra.

Milyen problémat modellez ez? 1 kisérlet 1 -féle, figgetlen értelemben
lehet sikeres vagy sikertelen? Ez nem tdl realisztikus model.



Tobbdimenzids binomialis eloszlas

Példa: szabalyos dobdkocka, cimkéi: 1 db 1-es, 2 db 2-es, 3 db 3-as.
13-szor dobunk. Mi a valdszinldsége, hogy 3 db 1-est, 4 db 2-est és 6 db
3-ast latunk?

X; ¢ értéku dobasok szama
Klasszikus valdszinlség:

P(X1=3,X0=4,X3=0)=

131 /173 /1\4 /13 6 i
:3!4!6!(6) (§) (E) ~ 000364




Tobbdimenzids binomialis eloszlas

Def: Az X — (X1~ L X'm) val. vektorvaltozé polinomidlis (avagy

L= gL '/, m
multinomidlis) eloszlasu,n, € N és (pl,pg, .o ,pm) < [0, 1]
paraméterekkel,ha p1 4 ... + Py = 1 és

n' k L
P(X| =ki,..., Xm = km) = L phm
(X1 1 y A m) eileol . e !Pl Pm
minden 0 < k. <n (i=1,....m) k1+...+km=n
esetén.
Megj.:

e A peremeloszlasok binomialis eloszlasuak.
e A koordinatak nem fliggetlenek.
e A peremeloszlasok nem hatarozzak meg az egyiittes eloszlast.




Tobbdimenzids exponencialis eloszlas

Def.: Legyenek Yl? YEZ7 Yé egyuttesen fliggetlen val. valtozok, ahol

Yl ~ EXp()\i) (’L =1, 2, 3) Definialjuk az X = (Xl, Xz)
vektorvaltozét: X1 = min(Y7, Y3) ¢s X9 = min(Ys, Y3).

Az Keloszlését Marshall-Olkin-féle kétvaltozos exponencialis eloszlasnak hivjak.

Megj.:
e A peremeloszlasok exponencialisak.
e A koordinatak nem fliggetlenek.
e Ez nem folytonos eloszlas (egylittes sfv értelemben), és nem is diszkrét.




Tobbdimenzids exponencialis eloszlas

Motivacio: orokifju tulajdonsag tobbdimenzids esetben?

Otlet: P(X >t+s|X >s)=PX >1) Vit sel0,00)°

Ekkor X koordinatai egyuttesen fliggetlenek és exponencialis eloszlasuak.
Masikotlett P(X >t-1+s| X >s)=PX >1-1)
ahol 1 = (1,1) Vt >0 Vs € [0, 00)




Tobbdimenzids exponencialis eloszlas

Példa: Egy gépben két fontos alkatrész van. Elettartamukat jeldlie X 1, X9
Tegylk fel, hogy az alkatrészek kora (S1€és $9) nem befolyasolja, hogy
{ id6 alatt elromlik-e valamelyikiik, vagyis

P((X1, X2) > (t4s1,t+s2) | (X1, X2) > (s1,92)) =
= P((X1, Xo) > (t,1))

Ekkor (Xl, XQ) lehet Marshall-Olkin eloszlasu is, valamilyen )\1, )\-2
paraméterekre.




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Kérdés: Hogyan altalanosithaté a normalis eloszlas tobbdimenzids esetre?
Modellezenedd jelenség: (X, Y) meérési eredmény.

Mit varunk egy ilyen (X, Y)-tél?

1. folytonos (Iétezik fX Y egyittes surlségfl 2ggven
2. forgasszimmetrikus fX Y(IL‘ y) = h( )
3. a koordinatéak fiiggetlenek h [0 OO) N [0 OO)

fxylx,y) = fx(x)- fy(y)




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Allitas: Ha egy (X, Y) val. vektorvaltozo teljesiti az el6z6 harom feltételt,
akkor 59 9
_ alx*+y°)—c
fXY(r y) — €

valamilyen @, ¢ € R ahol a < 0.

Megj.:
e Ha a adott, akkor ¢ kiszamolhatd, mert a sUrldségfiiggvény integralja 1.
e Gyenge feltételek, mégis csak “egyféle” ilyen eloszlas van.
e Nem hivatkozunk az egy-dimenzidos normalis eloszlasra.
e 2-néltdbb dimenzié esetén ugyanez igaz (ha megfeleléen definialjuk a

forgasszimmetriat).



Tobbdimenzids normalis eloszlas
Biz:  h(z® +0%) = fxy(x,0) = fx(x)- fy(0)

| 2 _
S fxle) = @) ) = g0
2 0 02) — Fo(a) O N
ha? +4) = fx(a) - ) = rh(a) - by
U = 12 Inh(u +v)=Inh(u) +Inh(v) —
v =y’ = Inh(u) =au—c (a € R)

c=In (fX(O)fy(O)) = fxy(e,y) = ea.(:z:2+y2)—c




Standard normalis eloszlas

Def: Az X = (X71,..., X)) val vektorvéltozé n-dimenzids standard

normalis eloszlasu, ha folytonos, és egyiittes slrlségfliggvénye:

I 1w .2
fi(xb cee 73772.) — —E€ 2 = J«,ﬁ
(27)2
Megj.: | .
e azeldzo allitas jeldlésével: a = _5 C — 5 111(2%_)

e 1, = | esetén 1-dim standard normalis <
e a koordinatak fuggetlenek (hiszen a slrliségfliggvény szorzatta bomlik)

Kérdés: Hogyan kapjuk a nem standard n-dim normalis eloszlasokat?
ltt is varhato érték és “szorasnégyzet” paraméterezi dket?



Vizualizalas

Standard normalis Nem-standard normalis




Kovarianciamatrix

Ismetles: /cov(Xl,Xl) cov( X1, Xo) ... cov(Xl,Xn)\
cov(X) = COV(X% X1) cov(Xy, Xo) | =
\cov(Xn, X)) cov(Xn, Xn)
Def: Az X = (X1,..., X)) val vektorvéltozs vdrhats érték vektora:
EXy,... . EXy)

Jelslés: £ X




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Alternativ kovarianciamatrix definicio:

cov(Y) =E(Y -EY)- (¥ - ]EX)T)

Def:Az Y — (qu L Yn) val. vektorvaltozé tébbdimenzidés normdlis
eloszlasu, ha
Y=A-X+pu

nxn Y . >
valamilyen A € R"™*™ e R ¢s X ndimenziés standard

normalis eloszlasu val. vektorvaltozo esetén.

Az eloszlast nemelfajuldnak hivjuk, ha det(A) 7§ 0.

Kérdés: Mi koze ennek a definicionak a kovarianciamatrixhoz?




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Allitas: Legyen X — (Xl, e ,Xn) standard normalis eloszlasu val.
vektorvaltozé, és Y = A - X + ju. Ekkor

EY = p cov(Y)=A- A"
Allitas: Legyen X nemelfajuld MN-dimenziés normalis eloszlasu

vektorvaltozo, aminek varhato erték vektora [4 , kovarianciamatrixa Z
Ekkor YV s(rlségfiiggvénye B

1
fz(iﬁl, ce 7x'n.-) — o —€
(27)2 det(X):

Jeldlés: YV ~ N(,u.’ Z) —

(z—p) 2 Hz—p)

S [

b —




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Kérdés: Ez mit jelent kétdimenzids esetben?

a = D*(Y]) i1 1 ( ¢ —b)

b = -
5 — (Z C) b= cov(Yy,Y3) det (g) b a
C= ]D)Q(YQ) det (;) — ac — b?
1 —D—l.T(c;vQ+a.y2—2b;By))
T _ e 2lac=b%)
f(X’Y)( ) 2mvac — b?




Tobbdimenziés normalis eloszlas, példa

Legyen X kétdimenzids standard normalis eloszlasu val. valtozo, és

_[2 v] Y=(Y,Yy)=A-X
03 corr(Y1,Y2) = 0,5

valamilyen v € IR szdmra. Mennyi U?

4

T v?+43v] ]D)Q(Yl) cov(Y1,Y?)
A-A° = = 2
= = v 9 cov(Y, Y1) D=(Y2)
3
= 0,5 = corr(Y7,Ys) = _ = T = :l:i

V21449 V3




Tobbdimenzids normalis eloszlas

Allitds: Ha Y ~ N(E ;) akkor Y ~ N(,U-'zia Zi,i)‘

Megj.:
e Ezértis jogos atébbdimenzids normalis név.
e A kovarianciamatrix diagonalisa elemei a koordinatak szérasnégyzetei.

Kov.: Legyen (Yl, YQ) ~ N(E ;) . Ekkor

1. Clyl + CQYQ egydimenzids normalis eloszlasu (vagy konstans),
2. ha COI‘I‘(YL YQ) — (), akkor Y1 és Y2 fuggetlenek.

3. az ]E(Y2 | Yl) regresszié megegyezik az Yo-nek az Y, -re vett

linearis regresszidjaval.




KoszonOm a figyelmet!




