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Feltételes varhato érték, motivacio

Problémak korabbrdl:
1. Hogyan jellemezzilink valdszinlségi valtozok kdzotti 6sszefliggést?
2. Alinearis regresszid csak akkor mikodik jol, ha linearis a kapcsolat a
két val. valtozd kozott; mit csinaljunk egyébként?
3. Alkalmazasokban elé6fordul, amikor egy val. valtozé eloszlasa “figg”
egy masik eloszlastol. llyenkor nehezebb varhato értéket szamolni.

Megoldas: feltételes varhato érték,
a) eseményre
b) masik valdszinlségi valtozora



Ismétlés: feltételes valdszinlség
]P)(B A A) feltéve, hogy
P(4) P(A) >0

Feltételes valdszinliség: IED(B | A)

Jelentés: Az A -ra fékuszélva, mi az esélye,
hogy BB is bekdvetkezik?

Allitas: (lasd 2. ea) Rogzitett A esetén
B — [[D(B | A) valészinliségi mérték.




Feltételes varhato értéek, eseményre

Rogzitett jeldlés: Legyen Y val. valtozd, és A olyan esemény,

amire IP’(A) > ().

Definicié: Az Y-nak az A-ra vett feltételes vdrhato értéke az Y véaltozénak

a IP)( . | A) szerinti varhato érteke. Jeldlés: IE(Y I A)

Jelentés: Y atlagos értéke, ha csak az 4 eseményre fokuszalunk.

B(Y | A} _E(Y)

AN
-




Feltételes varhato értéek, eseményre

Lemma: Ha Y egyszer(i valészin(iségi véltozd, akkor

EY |A) = » kPY=k|A)
keRan(Y)

Megjegyzés: a varhato érték definicidjdhoz képest csak kicseréltik a
valdszinldséget feltételes valdszinlségre.

Allitas: ]E(Y | A) = %A)E(YLA)




Feltételes varhato érték, eseményre

Példa: Legyen Y és / két fliggetlen, szabalyos kockadobas, és
legyen X =Y + /.Kérdés: E(Y | X < 7) —7? azaz A = {X < 7}

PY=kX<7) 6-k /15 6-—Fk
PIX<7) 3 /3 15

PY=k|X<T7)=

EY | X <7) Zk PY=Fk|X<T7) =




Feltételes varhato értéek, eseményre

Példa: (folyt.) Mivel IP(X p— QZ) > (), ezért értelmes kérdés lenne:

E(Y | X =) =? .
EY |X=5)=) k-PY=k|X=5)=

:Zkézz,sa

k=1
Jelentés: Ha tudjuk, hogy két kockadobas 6sszege 5, akkor az egyik

kockadobas értékét atlagosan 2,5-re tippeljuk.




Regresszio, diszkrét eset

Definicié: Legyenek X és Y val. valtozok, ahol X diszkrét. Jeldlje

Sx ={zeR|PX =z) >0}

az X Iényeges értékeinek halmazat.
Definicié: Az Y'-nak az X -re vett (diszkrét) regresszidja:

g: Sy - R glz)=EY | X = x)

Megjegyzés: A regresszié az Y “legjobb” kdzelitése X alapjan.




Regresszio, diszkrét eset

Példa: Dobunk egy szabalyos kockaval, majd az eredménynek megfeleld
szadmu szabdlyos érmével. Legyen X a kockadobds értéke, Y pedig a
fejek szdma az érmedobdsok kozott. Mi YV regresszidja X -re?

Tetszbleges & € {1, 2,3,4,5, 6} esetén az Y eloszlasa az {X — T}
eseményen binomialis, I és 0,5 paraméterekkel, azaz
X x

P(Y = k| X =2)= ) )05

Megj.: réviden, de pontatlanul irva: Y “feltételes eloszlasa B(X; 0,5)“

(V0 < k < z)




Regresszid, diszkrét eset
Allitas: Legyen X diszkrét valdszinliségi valtozo, IP)(X < I) > ()
és (YY) < 00. Ekkor
E(g(X)| X <2)=E(Y | X <)
ahol g(z) = E(Y | X = ).

Ertelmezés:
A regresszié “mindent tud” az Y -rél, amit tudni lehet Y-rél az X alapjan,

varhatd érték értelemben.




Regresszio, diszkrét eset

Bizonyitas:

E(g(X)| X <z)= D, gk -P(X=Fk|X<z)=
k eRa‘n(X )
P(X = k)
_;;g Y E(Y | X k)P(X< ;
1 P(X =k
N ]gp(X — Y M= e =)




Regresszio, folytonos eset

Kérdés: Mit csinaljunk folytonos esetben?

Itt ugye ]E(Y ’ = x) értelmetlen, mert IP)(X = ’17) = ().

Definicié: Az Y -nak az X -re vett regressziéja egy g(X) alaku val. valtozo,
amre - E(g(X) | X <xz) =E(Y| X <)
minden olyan & € IR esetén, amire P(X < :IZ’) > (). Jel.: IE(Y ’ X)

Megjegyzés:

Diszkrét esetben: konstruktiv definicio; a fenti egyenlet csak tulajdonsag.
Folytonos esetben: a fenti tulajdonsaggal definidlunk.

Az Uj definicié altalanositasa a diszkrét definicionak.

A regresszio csak Iényegében egyértelmd (ahogy a surdségfiiggvény is).

Ha ]E(lY’)véges, akkor E(Y | X) |étezik. (NB)




Regresszio, folytonos eset

Definicié: Legyen (X Y)folytonos valoszinlségi vektorvaltozo,
egyuttes slrdségfliggvénye fX Y . Ekkor Y -nak az X -re vett
feltételes sdriséegfiiggvénye:

fyixy|z) = fxylay) — fxy(@y)
T x@ T fxy (@ u)du

ha fx(a;') 7é 0 és () egyébként.

P(B N A)
P(A)

mintat koveti.

Megjegyzés: A formula a H])(B | A) _




Regresszio, folytonos eset

Allitds: Az eléz6 definicié kontextusaban
00

EY | X =) =/ Y- fyix(y | z)dy
Név: regresszios fliggveény. T

Bizonyitas: a definiciot kell leellendriznlink a jobb oldalira (jel.: g(:v))

B(O00) | X < 2) = 5B (9(X) L (x )

£

B0 xen)= [ 90 eanfx(hz= | a(e)x(e

J —00




Regresszio, folytonos eset

o x2)= [ v fyixlo] 2y fx() -
= /_ O:Oy : fxfj(((i;y)fx(Z)cly - /_ v fxy(z,y)dy

Ezt visszahelyettesitve:

E(g(X) | X <z) = B Xl <) /_ N /_ N y-fxy(z y)dydz

1
= ]P(X P $)E(Y1{X<:E}): E(Y | X < a:)




Regresszio, folytonos eset

Példa: :
e v(@1) 1522y hal0<z<y<1
x? — ’ ’
XY d 0 egyebkent
EY | X)="
> Lo 15 2 4
fx(z) = fxyly)dy= [ 15z7ydy = —(z* — a7)
— 00 J U 2
ooy | @) = XYY e’y 2
Yixw fx(@)  Bla?-at) 1-a7




Regresszio, folytonos eset

Példa: (folyt.) E(Y | X = :L’) = Tohat

:/Ooy'fY|X(y|x)dy IE(YIX):g - X

- 31— X2
1 2Y .
— Yy - 2(13/ Megjegyzés:
Jr ]l —=x ® aregresszio val. valtozot ad,
‘ ® aregresszid nem szimmetrikus
2 1 — ;z;3 a két paraméterében.
31— a2




Regresszio tulajdonsagai

Allitas: Legyenek X, Y, Z val. valtozék. Ekkor

1 E(aY +bZ | X) =aE(Y | X)+bE(Z | X)

2. ]E(h(X)Y | X) = h(X)E(Y | X),tetsz. h folytonos fv-re.
3. Ha X és Y fuggetlenek, akkor E(Y I X) = E(Y)

Megjegyzés: Az tipikusan nem teljesil, hogy E(h(Y) | X) és
h(E(Y | X)) megegyezne. Pl. ha X ésY fliggetlenek, akkor ez azt
jelentené, hogy h(E(Y)) = E(h(Y)) , ami altaldban nem igaz.




Regresszio optimalitasa
Allitas: Tegyiik fel, hogy E(YZ) véges. Ekkor a
2
E((Y - (X))
pontosan akkor minimalis, ha g(X) = E( | X) egy valséggel teljesdl.

Kérdés: mikor egyezik meg a linearis regresszid a regresszioval?

Allitas: Legyenek /1, .. ., Z figgetlen, normalis eloszlasd val valtozok,
n n
X — a:7: és VY — b: 7 (valamilyen egyutthatokkal).
— E 144 — E 144
1=1 1=1

Ekkor E(Y | X) megegyezik az Y -nak az _X -re vett lineéris regresszidjaval.




Teljes varhato érték tétele, altalanosan

Allitas: Legyenek X és Y val. valtozék, amire E(Y) véges. Ekkor
E(E(Y | X)) = E(Y)

Megjegyzés: Elsére nem hasonlit a

n
teljes val6szinliség tételére. Valdjdban  P(B) = Z P(B | A;)-P(A;)
=1

itt is az gondolatmenet, hogy

e ha Y -ra komplikdlt kiszdmolni,
e akkor szamoljuk ki feltétellel (most épp {X — ’IZ} feltételekkel), és
® vegylk a valdszindségekkel sulyozott kdzepét a feltételes értékeknek.




Teljes varhato érték tétele, diszkreét

Allitas: Legyen A1 ..... An teljes eseményrendszer, amire IP(A@) > () (VZ)

Ha E(Y) véges, akkor

= S E(Y | A)P(A)
i=1

Allitas: Legyen X diszkrét val. valtozo, és SX — {xl, LYy v v }
Ha ]E(Y) véges, akkor 50
g EY | X = 2)P(X = ;)




Teljes varhato érték tétele, diszkrét eset

Példa: geometriai eloszlas szorasa. Legyen Y azels6 fejhez sziikséges
dobasok szama, ha olyan érmét hasznalunk, ami P eséllyel ad fej eredményt.

Legyen X pontosan akkor 1, ha az elsé dobds fej, kiilénben 0.

E(YH) =E(Y?| X =0)P(X =0) +E(Y? | X = )P(X = 1)
=E((Y +1)?)P(X =0)+1-P(X = 1)

P+ EY24+2Y + 1)(1—p) = EY?) = %

] —

' p
— ]D)Z(Y) — 7




Teljes varhato érték tétele, folytonos eset

Allitas: Legyen Xfolytonos val. valtozo, slrldségfiggvénye fX.

Ha E(Y) véges, akkor

B)= [ BY|X = a)fx(@ds

— 00

Példa: Valasszunk egyenletesen véletlenszerl(ien egy X szdmot O és 1
kozott majd valasszunk egyenletesen véletlenszerlien egy Y szédmot
X és X kozott. Mennyi Y vérhaté értéke?




Teljes varhato érték tétele, folytonos eset

M [13 Z 4 2 2 .
Mivel az YV “feltételes eloszldsa” egyenletes az [X , X] intervallumon,

ezeért 1 9
oy | 2) = —— hazrs <y<ux
vixWls 0 egyébként
Y T+
EY | X=2) = : ly = ., =
Y [ X =) /_Ooy fy x| 2)dy [2($_ xZ)LQ ;
o0 | 2 =
IE(Y):/ E(Y|X:x)fX(a:)da::/ x+xdx=i




KoszonOm a figyelmet!




