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Ismétlés: kovariancia

Definicié: Legyenek X és Y valdszinliségi valtozok. Ekkor

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y -EY))=E(XY) - E(X)E(Y)

Kérdés: Hogyan szamoljuk ki IE(XY)t ha csak az fX,Y
egyuttes sUrdségfliggvényt ismerjuk?

Otlet:
Szorzat sdrliségfuiggvényével? De azt hogy kapjuk meg?

(F6leg ha esetleg nem is fliggetlenek.)



Tobbdim. transzformalt varhato értéke

Allitas: Legyen X = (XL . X'n.) folytonos valészintiségi

J

vektorvaltozo, és legyen qg: R‘n —y R olyan, amire ]E(g(i))létezik.
Ekkor

BoX) = [ syl

Ha ¢ folytonos és nemnegativ, akkor E(g(X)) |étezik.




Tobbdim. transzformalt varhato értéke

Specialis eset: q RQ —S R g(:L’, y) =T Y

o0 o0
BXY) = [ [ eyt dady
J —0O0 J —0O0

Példa: )X éves csapadékmennyiség (/1000 mm),
Y idén eladott esernydk széma (/1000 db).
Mennyi a kovariancidjuk, ha az egyuttes sdrlségfliggvényuk:

4—22%+ay—y?) hal<a<lésO<y<?2
egyebkent.
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Tobbdim. transzformalt varhato értéke, példa
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Tobbdim. transzformalt varhato értéke, példa
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/ / x- fxy(z y)dedy E(Y)=

/ / / i 1—22°+zy—vy )dxdy _

g(z,y) = .
cov(X,Y) = —EX)EY)=—-—.-=




Kovariancia tulajdonsagai

Lemma: Legyen (X? Y, Z) valészinliségi vektorvéltozé. Ha az aldbbi
mennyiségek Iéteznek, akkor a kdvetkezdk teljeslilnek:

1. Hac € R,akkor D(X +¢) = D(X) és D(cX) = |c|D(X)
2. D*(X+Y) = D?(X)+D?*(Y)+2cov(X,Y)

3. D?(X) = 0 pontosan akkor, ha P(X = ¢) = 1 valamilyen c-re,

4. Ha X és Y fuggetlenek, akkor cov(X,Y ) = 0.

5. Ha b, c € R, akkor cov(X,bY + cZ)
=b-cov(X,Y)+c-cov(X, Z)




Kovariancia tulajdonsagai, példa

Lemma: Ha X és Y fiiggetlen val6szin(iségi valtozok, g és h folytonos
R — R fuggvények, akkor g(X) es h(Y) is fliggetlenek.

Példa: A fenti fliggetlenségi feltétel esetén Q
7
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COV (X +Y Y X ) = COV (X’Y) COV (X,X )
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Kovariancia-matrix

Definicié: Az X = (X7, ..., X, val. vektorvéltozé kovarianciamdtrixa:

/

(c:ov(Xl,Xl) cov(X1, X9) ... cov(Xl,Xn_)\

cov(X) = COV(X:‘ZaXl) cov(X2, Xo)

\cov(Xn, X1) . cov(Xp, Xn)/
azaz COV(X)Q;?]' — COV(XZ'a X])
Megj.: CO\f(Xi,Xi) — ID)Q(X.Z')




Kovariancia-matrix, példa

Példa: az el0z0. COV((X, Y)) _ L’ 223)
E(X2) — E(X)? = 2 \
/ / —(4— 20’4y —y )dfcdy ]D)Q(Y) _ 08

1 27
(4— 2a’+zy—y )dxdy) = —
5 90




Kovariancia-matrix tulajdonsagai

Allitas: Legyen 2(_ — ()('17 C ey Xn,) valoszinlségi vektorvaltozd. Ekkor

/

1. COV (l) szimmetrikus matrix,

2. COV(X) pozitiv szemidefinit matrix

(azaz QTCOV(X)(I >0, VYaeR"

Példa: az [1 2] szimmetrikus matrix, de nem pozitiv szemidefinit, mert

o e[




Kovariancia-matrix tulajdonsagai, biz.
Biz.: Szimmetrikus, azaz COV(XZ',, X]) — COV(X]', Xi.)
n

Pozitiv szemidefinit: Legyen Z e a X
- E <21
1=1




Linearis regresszio, fogalmak

Regresszid valtozatai:

e linedris regresszid
o egqyszerd linedris regresszio,
avagy legkisebb négyzetek médszere
o regularizalt linearis regresszid
(ridge, lasso, ...)

O
e logisztikus regresszio

e |okalis regresszid
{

- linear (d=1), R?=0.54
~— quadratic (d=2), R? = 0.64
—— cubic (d=3), R?=0.66
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Forras:

https://charleshsliao.wordpress.com/2017/06/16/ransac-
and-nonlinear-regression-in-python/



Linearis regresszio, definicio

Definicié: Legyenek X és Y val. valtozék. Ekkor az Y-nak az X -re vett
linedris regresszicjan azta (3. X + (v val. valtozét értjiik, amire o, 5 € R,
és az

E((Y - (8X +a)*)
mennyiség minimalis.

Ertelmezés: Megprébaljuk megtippelni Y-t
az X -nek egy linearis fliggvényét hasznalva, a
lehetd legkisebb atlagos négyzetes hibaval.




Linearis regresszio, allitas

Allitas: Legyenek X és Yolyan valészinldségi valtozok, amire COV(X, Y)
ID)Z(X), DZ(Y) véges, és ID)Z(X) 7£ (). Ekkor az Y-nak az X-re vett

linearis regresszios egydtitthatoi:

cov(X,Y)
f=—
D2(X)




Linearis regresszio, peélda

Példa: az el6z6, csapadékmennyiséges.

_cov(X,Y) 1/225 2

F= D2(X)  7/90 35

cov(X,Y) 4 27 58
—E(Y) - —— (X)) == - 2L 20
o = E) D2(X) e T

Tehat a linearis regresszio:

2
—X
395 75




Linedris regresszio, alternativ feliras

Definicié: Az Y val. valtozé X -re vett regressziés egyenese az
{(z,y) eR* | y =z +a}

egyenes a sikon, ahol (v és ﬂ a linearis regresszids egylttthatok.

Kérdés: Hogy a szdszbe jegyzem meg az egyutthatok formulait?

Lehetséges valasz: Ha Y-t probélja kozelitenia (3X 4 (v, akkor logikus
lenne, ha az alabbiak teljesliinének:

EY)=EX +a) cov(X,Y)=cov(X, X + «a)

Ebbdl a két egyenletbdl atrendezéssel adddik a korabbi két egyenlet.




Linearis regresszio, korrelacioval

Definicié: Legyenek X és Y valdszinliségi valtozok. Ekkor

cov(X,Y)
corr(X,Y) = DX DY)

ami egy -1 és +1 kodzti szam (ha |étezik).

Kérdés: felirhatd a linearis regresszio korrelacioval (egyszerten)?

Valasz: A regresszios egyutthatok éppen azok, amikre teljesdl, hogy

(BX +a)—-EY) X-EX)
DY) = DX -corr(X,Y)




Linearis regresszio, bizonyitas
Biz.: Amit minimalizalnunk kell:
ha, B) = IE((Y —(BX + a))2)
_ E(Y2 +82X2 + 0? —28XY—-2aY + zaﬁx)
= E(Y?)+B*E(X?) +a? —2BE(XY)—2aE(Y) + 2aE(X)
Derivélassal keresheté a minimumhelye:
a szerint: 2a — 2E(Y) + 28E(X)
3 szerint: 2BE(X?)—2E(XY)+20E(X)




Linearis regresszio, bizonyitas
Biz. (folyt.): A parcialis derivaltak pontosan akkor nullak, ha
a + BE(X) = E(Y)
oE(X) + BE(X?) = E(XY)

Ennek a megoldasa:

a =E(Y)-BE(X) = E(Y)—COIB)&?()’(?)E(X)
o _ E(XY) —E(XE(Y) _cov(X,Y)
"TTEO)-EXE | DAX)




Linearis regresszio hibaja
Allitas: Legyen az Y val. véltozé X-re vett lineéris regresszidja X + .

S ~cov(X,Y)?
D(X)

D> (Y-(,@Xm)) — DY)

Megj.: Korrelacioval felirva

D” (Y — (BX + Of))z DY) - (1 — corr(X,Y)?)




Linearis regresszid hibaja, példa

Példa: az el6z6.

¢ OV X Y)Z
]DQ(Y— 3X ) _ D2y SV
~ =\ 2
_ 58 (257 6o
225 7/90



Linearis regresszid hibaja, biz.
iz D2 (Y — (BX + a)) _
= DAY - 5X)

= D*(Y) + 8*D*(X) — 2cov(Y, BX)
cov(X,Y)? cov(X,Y)
DX )—2——
o) TR
cov(X,Y)?
D(X)

= DY)

cov(Y, X)

= DXY) —




Hamis korrelaciok

Per capita consumption of mozzarella cheese (US)

correlates with

Electrical engineering doctorates awarded (US)

m Per capita consumption of mozzarella cheese (US)
= Electrical engineering doctorates awarded (US)
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Forras: www.tvlervigen.com/spurious-correlations
Tovabba, “a korrelacié nem implikalt kauzalitast.”



https://www.tylervigen.com/spurious-correlations

Tovabbi olvasnivald

e Devore, Berk - Modern mathematical
statistics with applications, Ch. 12.1.

e James, Witten, Hastie, Tibshirani - An
introduction to statistical learning, Ch. 3.

e Simpson’s paradox

e Anscombe’s quartet
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KoszonOm a figyelmet!




