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A fentiek a jelenléti szamonkérésre

Szdmonkérés

ZH Vizsga
Irasbeli, 6 feladat, 90 perc e irasbeli, 6 feladat, 100 perc
elsé 5 + V5 gyakorlat anyagabdl e minden ea és gyak anyagabal
max 20 pont/feladat e max 20 pont/feladat
alairas feltétele: legalabb 40p e minimum pontszam: 40p
potZH-n javitani is lehet e egy feladat tétel+def (de biz. nem)
(de rontani is, kivéve 40p ald) e szoObelijavitasi lehetdség (+/-1jegy)
thll okt 26, kedd, 8:00-10:00 Osszpont: 0,4 . lllill(ZHpOllt, 100)
pOtZH: nov 23, kedd, 8:00-10:00 -I-O,G . Illil'l(\"’riZSg&pOllt, 100)

Also ponthatarok: 40, 55, 70, 85

vonatkoznak.



B eve Z et6 Statistical Learning

Alkalmazasi teriletek: Egyéb “irodalom”
(youtube):
1. Ahol alapbdl van véletlen:
e Mulszaki témak - PBS Infinite Series
e Tomegkiszolgalas - Crash Course Stat.
e Statisztikai tanulas - MIT OpenCourse

Konyv: James, Witten,

et al., Intro to

Statistical R
Learning

2. Ahova viszlink véletlent:
e \életlen algoritmusok
o Las Vegas
© Monte Carlo
e Kriptografia




Bertrand-féle doboz paradoxon

Adott harom egyforma doboz. A tartalmuk:

1. két arany érme,
2. két ezust érme,
3. egy arany és egy ezist érme.

Egyenletesen véletlenszerlen kihuzunk egy érmét. Feltéve, hogy ez
arany, mi az esélye, hogy a dobozban Iévd masik érme is arany?

a) 1/3 b) 1/2 c) 2/3



Bertrand-féle doboz paradoxon

Osszes: 2 Kedvezd: 1

Valdszinlség: 1/2

HELYETT:
Osszes: 3 Kedvezd: 2

Valdszinldség: 2/3




w € ()
ACQ
P(A) € [0,1]

Fogalmak

+1
A
Eseménytér: akdrmilyen halmaz ' 4
N
Kimenetel: az eseménytér elemei IP) +0

Esemény: az eseménytér bizonyos részhalmazai

Valdszinlség: egy-egy eseményhez O és 1 kdzotti
valés szamot rendeld figgvény.




Példak
1. kockadobas (egy kockaval egyszer):
Q0 ={1,2,3,4,5,6}
A = {parosat dobunk} = {2,4,6}
2. 6 érmés példa, egyet kihuzunk, feltesszlik, hogy az arany.
() = {harom arany érme}
A = {az els6 dobozhdl}

3. Apgar score:

0 =1{0,1,2}° A= {6sszeg >4} P(A) =7

P(A) = %




Bizonyos részhalmazok?

Mi az, hogy az események az omega “bizonyos részhalmazai”?

Nem minden részhalmaz lesz esemény. Csak amiket kijelollink.
Oké, de miért?

e Elméleti ellentmondasok elkertlése (lasd nem-mérhetd halmazok)

e A medgfigyelhetdéség fogalma igy modellezhetd.
e \életlen folyamatoknal hasznos feature

Es hogyan “jeléljiik ki” 8ket? Erre késbbb visszatérink.



MUveletek eseményekkel

Jelolés/elnevezés:

Legyenek A és B események. Ekkor

e AU B akétesemény unidja

e AN B akétesemény metszete

° A\B a két esemény kllonbsége

A az A esemény komplementere
a biztos esemény

a lehetetlen esemény

=0




MUveletek eseményekkel

Tulajdonséagok: Allitas: (De Morgan)
c A=A * AUB=ANB
c AUA=1Q * ANB=AUB

* AUb - A2R
* ANB=BNA

e stb. ° GAi:ﬁE aAiztolei
i=1 i=1 i= 1=

illetve végtelen sok eseményre:




Mlveletek eseményekkel, példa

Legyenek A, B, események.

Fejezzuk ki:

a) legalabb egy esemény teljeslil, AUBUC

b) A és B teljesiil, de C' nem, (A M B)\C

c) minden esemény teljesill, ANBNC

d) egyik esemény sem teljeslil, ANBNC

e) pontosan egy esemény teljesdl. (AUBUC)\((AHB)U(BHC)U(AHC))

Azt mondtuk, hogy az eseményeket neklink kell kijeldlni. Honnan
tudjuk, hogy események unioja is esemény?




Eseményalgebra

Legyen () rogzitett.
Jeldlés: () 6sszes részhalmazainak halmaza P(Q)

Definicié: Egy f g P(Q) szigma-algebra (avagy o-algebra), ha

c Qe F
cAcF=>AeF

c Al Ay, e F= | JA € F
i=1




Eseményalgebra tulajdonsagai

Allitas: Legyen f g P(Q) szigma-algebra. Ekkor

e D e F
. A Be F= AUB,ANB,A\B € F

oo
" AL Ay e F (A EF
i=1




ValdszinUségi mértéek

Definicié: Legyen F (C () szigma-algebra. T4
A
egy P F — |0, 1] fuggvény 6) —1
J —1
valészintliségi mérték, ha B :
. P(Q) = 1

o0 o0
= P U AZ — Z P (A’l) (szigma-additiv)
i=1 i=1




Valdszinldségi mezd

Definicié: Kolmogorov-féle valészinlségi mezo:

Egy olyan (Q F. IP) hdrmas, amire

o () tetszéleges halmaz,

° J’.‘ C () szigma-algebra, és

* P F = [0 1] valdszinlségi mérték.
* ?

Megjegyzés: itt valasztjuk ki az eseményeket.




Klasszikus valoszinlségi mezd, példa

Feladat: Vegylink egyenletesen véletlenszerlien egy egyszerl iranyitatlan
grafot az {(1, bj C, d} négyelemu csucshalmazon.

Melyiknek nagyobb az esélye: hogy a graf fagraf, vagy hogy legfeljebb két
éle van?

Megoldas: 6 lehetséges él, 26 = 64 lehetséges graf (ez az eseménytér).
6 )
Fagraf: Pontosan 3 éle van, 6f., de nincs benne kor. ()> —4=16

6 6 A
Legfeljebb két éle van: 5 + ] 4 0 =

R, ) 29
Valoszinlseég: 16 22

64 64



Geometriai valészinlségi mezo, példa

Feladat (2020, p6tZH): Tekintsik a sikon az abran lathato téglalapot, és a
benne lévd haromszoget (ahol 0 < u, v < 1). Valasszunk egyenletesen
véletlenszerlien egy pontot a téglalapban. Jeldlje A azt az eseményt,
hogy a pont a téglalap jobb felére esik, és B azt az eseményt, hogy a
pont a fenti haromszdgbe esik. Mennyi u értéke, ha

P(A)-P(B)=P(AN B)? !
P(A) = % P(ANB) = UT/Q iv 1
IP)(B) _ Tvedvers _ ((1 + U)v)/Q p = p

1555708 2 = u =1




Geometriai valosziniségi mezd

() e Valdszinlségi mezé:

2 .
(2 C Rvagy () C R*(vagy ) C R™
aminek véges a hossza / terlilete / n-dimenzids térfogata.

weE Q) e Kmenetel:az {2 egy pontja

A C () e Esemeny:részhalmaz, aminek van hossza / tertlete / ...
B Tedvers
]P)(A) = [07 1] e Valoszinlseg: Ty ... ahola Todvery a8z eseményhez

tartozo hossz / tertilet / ..., és ez 82 Q hossza / terlilete / ...




Valdszinlség alaptulajdonsagai

Allitas: Legyenek A, B - e tetszbleges események. Ekkor

c ANB=0 =P(AUB)=P(A) + P(B)
* P(A) +P(A) =1
* P(ANB) +P(AN B) =P(A)

M
+ BC A= P(B) < P(A)




Poincaré-formula
kérdés: A, B, C € F
P(AUBUC) =7

Egyszerlbb kérdés: A
P(A U B) =? ! v

Egyszerlbb valasz:

P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB)
vélesz P(A) + P(B) + P(C)
—P(ANB)-P(BNC)—-PANC)
+P(ANBNC)




Poincaré-formula példa

Feladat: nézzik az el6z6 geometriai valdszinlségi mezds feladatot, és

tegyiik fel, hogy v = (),8. Kérdés: P(A U B) =

P(A) :% P(ANB) = ”42 0,2 |
]P)(B):((l—i_;)v)/Q:O,il iv

P(AUB)=0,5+0,4—0,2=0,7




Boole-, és Bonferroni-egyenldtlenségek

Allitas: Legyenek AI, AQ, C An & J események.

Ekkor n n

e Boole: P( U Az) S Z IP)(AZ)
i=1 i=1

e Bonferroni:

P(J4) =Y Pa)- Y P4;na)
1=1 1=1

1<i<y<n




KoszonOm a figyelmet!




