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Vizsgadolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:

(a) Legyen (X,Y) egyiittesen folytonos valdsziniiségi vektorvaltoz6. Hogyan definidljuk az Y-nak az
X-re vett feltételes stirtiségfiiggvényét?

(b) Legyen X egyszerti (diszkrét) valészintiségi valtozd, és g : R — R fliggvény, amire E (g(X)) 1étezik.
Fejezziik ki E (g(X)) értékét az X eloszldsdnak segitségével.

(8 pont)
 fxy(ry) 0 fxy(r,y)
fY|X(y | 1’) - fX(-r) - ffooo fX7Y(.73,’LL)d’LL7

(2 pont) olyan z,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(z) # 0, és fy|x(y | ) = 0 ha fx(z) = 0.
(jegyzet: 11.2.2)

(10 pont)

k€Ran(X)

(Ha a végtelen diszkrét esetre vonatkozo altalanosabb formula van helyesen felirva, akkor is jar a pont.)
(jegyzet: 4.3.5)

2. Egy csomag pisztaciaban el6fordulnak teljesen zart magok, amiket nehéz kinyitni. Feltehetjiik, hogy
egy csomagban sok mag van, amelyek egymastél fuggetleniil, azonos, egyenként kis valdszintiséggel
lesznek zartak. Jelolje egy csomagban a zart magok szamat X. Tudjuk, hogy P(X =0 | X <2) =0,4.
Hatérozzuk meg cov(1l + 2X,3X) értékét.
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(2 pont) X ~ Pois())
(1 pont) ahol A > 0
(Ha kés6bb a szamolés soran fel van hasznalva, hogy A > 0, akkor is jar a pont.)
(2pont) P(X =0] X <2)= ﬁgg;g, felhasznélva, hogy {X =0} N{X <2} ={X =0}
(2pont) P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)
(1 pont) P(X = k) = jre
(2 pont) Teh4t IP’(X < 2) 1+ A+ A72)e_>‘,
(0 pont) és P(X = 0) = e
Y

— < — €
(1 pont) Vlsszahelyett681tve PX=0]X<2) D)o
(2 pont) A feltétel szerint 0,4 =P(X =0| X <2) = ﬁ, amit megoldva: A € {—3,1}

Fl

(1 pont) de XA > 0, ezért A = 1.
(1 pont) cov(l + 2X,3X) = cov(2X,3X)
(2 pont) =2-3-cov(X, X)
(1 pont) = 6 - D?(X)
(1 pont) D*(X)=A=1
(1 pont) Tehat cov(l+2X,3X) =6

3. Egy cég vasédrol 90 darab izzét az iroda vildgitasahoz. Tegyiik fel, hogy egy izz6 élettartama (években
szamolva) Exp( \F) eloszlasn, és az izzdk élettartamai egymadstol figgetlenek.

(a) Kozelitéleg milyen z pozitiv valés szamra teljesiil, hogy 3% val6sziniiséggel az izzok Gsszes élet-
tartama egytttvéve legaldbb z7

(b) Hogyan véaltozna a fenti tulajdonsiggal definidlt z értéke, ha az izzék varhaté élettartama fél évvel
megnéne, de a szérdsuk nem valtozna. (Exponencidlis eloszlast itt mar nem tételeziink fel.)

(0 pont) Jelolje X1,...,Xg0 az egyes izzok élettartamat

( ) P ( % XZ-Zz):OOS

(2 pont) Komplementerre attérve: ]P’( DX < z) =1-P (2?21 Xi > z) =1-0,03=0,97
( ) E(X1) = — = V10

( )

ﬁ -
1 pont) D?(X;) = —1—5 = 10, tehat D(X;) = V10
1

)
(3 pont) Sztenderdizélunk:

P ?glxi—go.\/ﬁ<z—90.\/ﬁ 097
V90110 V90v/10

(0 pont) Mivel X;-k egymastol fliggetlen, azonos eloszlasi val. valtozok, ezért
(2 pont) a centralis hatéreloszlas-tétel miatt
90
(3 pont) w kozelitOleg standard normadlis eloszlasu.
2 _ 2—90-4/10
(1 pont) Ezért 0,97 = ( 700910 )\ﬁ
r 212 . 2—90
(1 pont) & értékét kikeresve: 750 \ﬁ 1,88
(1 pont) Tehdt z = 1,88 - v/90/10+ 90 - v/1
(1 pont) ~ 341,005
(1 pont) Ha a varhaté érték megné 0,5-tel, akkor a sztenderdizélt kifejezés:

P DX —90- (@+0,5)<z—9o-(\/ﬁ+0,5)
V90v/10 V90v/10

(1 pont) A fenti szdmolassal analég médon kapjuk, hogy zsj = 2réei + 90 - 0,5
(1 pont) ~ 386,005
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4.

6.*

Legyen X és Y valoszintiségi valtozdk egyiittes stirtiségfiiggvénye

. 0z fy ha0<r<260<y<2,
fX,Y : <$7y) — { 0 egyébként.

Tegyiik fel, hogy cov(X,Y) = —i. Hatarozzuk meg «v és 3 értékét, tovabba a P(X < 1) valdszinliséget.

) J2o o5 fxy(zy)dady =1

2 pont) Tehat fo fo (az + By)dzdy = fo (a-24+5-2y)dy=4(a+p) =1

1 pont) cov(X Y) E(XY)-E(X)E(Y)

2 pont) E(XY) = [ [% xy- fxy(z,y)dedy

Ha implicit szerepel az osszefugges a konkrét behelyettesitéssel, akkor is jar a pont.)

(

(

(

(

(

(1 pont) Tehat E(XY) I3 J3 xy - (ax + By) dzdy

(1 pont) fo Zay +28y*) dy = ¥ (a + B)

(1 pont) = 3 felhasznalva hogy 4(a + ) = 1.

(2 pont) ( )= J%0 Jo0 x - fxy(z,y) dz dy és hasonléan E(Y)-ra

(Ha implicit szerepel az osszefugges a konkrét behelyettesmessel akkor is jar a pont.)
(1 pont) Tehat E(X) = fo fo (ax + By)dedy = Lo+ 48

(0 pont) = 704 + 1 felhasznélva, hogy 4(a + ) = 1.

(Ha E(X) klszamolasahoz fel van hasznélva 4(a —|— B) =1, de E(XY)-hoz nincs, akkor 1 pont.)
(
(
(
(
(2
(

1 pont Vlsszahelyetteswve cov(X Y)= E(XY) —-EX)E(Y) = % - (%Ox + 1) : (—%a + %)

=1
36, ezért a-ra megoldva: a = g.

pont (X < 1) fo fo (374 gy) dzdy = fo (16 %y) dy
8 ~ 0,375 (Ha csak hanyados, vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldas,
akkor is jar a pont.)

Feldobunk egy pénzérmét 4-szer egymas utan. Ha a dobasok kozt nincs két egymast koveto fej, akkor
nyertiink, egyébként vesztettiink. Feltessziik, hogy a dobédsok eredményei egymastdl fliggetlenek.

(a) Mi a valészinlisége, hogy nyertiink, ha a pénzérménk p eséllyel mutat irds eredményt?

(b) Egy rosszakarénk meg akarta cinkelni az érménket, de a médositds nem sikeriilt jol. gy az
irds eredmény valdszinlisége egy véletlen mennyiség % és % kozt, jelolje ezt a valészintliséget U.
Tegyiik fel, hogy U egyenletes eloszlasi az [i; i] intervallumon. Hatarozzuk meg, mekkora eséllyel

nyeriink.

(3 pont) P(nincs két egymést kovetd fej) = P(nincs fej)+P(egy fej)+P(FIFI vagy FIIF vagy [FIF)
(p figgvényében szamolva a fentieket)

(3 pont) = p* +4p*(1 — p) + 3p*(1 — p)* = 3p° — 2p’

(Ha nincs felbontva a zaréjel, illetve 6sszevonva az eredmény, akkor is jar a pont.)

(3 pont) P(A) = 75, (A U= w)fU( ) dz

(3 pont) fy(z) =2ha 3 <z < 3 és 0 egyébként

(2 pont) P(nyertiink | U = x) = 322 — 223 a fenti szdmolds miatt

(
(2
(1

3 pont) P(nyertink) = f; (32% — 223) - 2dz
4

—

2ot} =2(2)'~ (' 2"+ (1)

)
pont)
)

NG

Béla kovetSket gytijt egy online platformon. Kezdetben 1000 kovetdje van. Tegyiik fel, hogy ez minden
héten vagy 1,1-szeresére nd, vagy nem valtozik, vagy 0,9-szeresére csokken. Mindhidrom kimenetel
valoszintisége egyenként % Az egyes hetek valtozésai egymastol fliggetlenek.

(a) Hatarozzuk meg a kovet6i szaménak varhat6 értékét 104 hét (kb. két év) elteltével.

(b) Kozelitéleg mennyi az esélye, hogy Bélanak kevesebb kovetéje lesz 104 hét miilva, mint kezdetben?
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(1 pont) Jelolje Xq,..., X104 az egyes heti novekedési szorzokat (azaz X; értéke 1,1 vagy 1 vagy 0,9)
( pont) (1000 X1 X2 t. .X104) =7

(2 pont) E(XY) =E(X)E(Y) ha X és Y fuggetlenek

(Ha az 4llitds csak implicit van felhasznalva a kés6bbiekben, akkor is jar a pont.)
(3 pOIlt) Ezt iterdlva: E (Xl Xo - X104) E(Xl) E(XQ) - E(Xlooo)

(1 pont) E(X1) = Y Ran(xy) & - P(Xl_k)_ll §+1 1409 4=

(1 pont) Tehat a keresett ertek 1000 -1 - 1000

(1 pOIlt) (1000 X1 Xo- X104 < 1000) _7

(Ha 1000-es szorzé nélkiil szerepel a kérdés, akkor ugyantgy jar a pont.)

(2 pont) (1000 X1 - Xo-... X1u < 1000) (IDX1+1HX2+...—|—IDX104 <0)
(0 pont) Jeldlje ¥; = In X;

(2 pont) Sztenderdizalva:

SY; - 104E(Y;) | —104E(Y;)
VIOID(Y) VIOID(Y})

(0 pont) Mivel Y;-k egymastol fiiggetlen, azonos eloszlasu val. véltozok, ezért

104
(2 pont) a centralis hatéreloszlas-tétel miatt \/%H;?M%(Yl) kozelitéleg standard normalis eloszlast.
(1 pont) Tehat a keresett mennyiség: ® (}%ﬁ)(g;%)

1

(1 pont) E(Y7) = £(In0,9+1n1+1n1,1) = —0,00335
(1 pont) D*(Y7) = £((In0,9)* + (In1)? + (In1,1)%) — (—0,00335)? = —0,0034 = 0,006717
(0 pont) D(Y7) = 0,082
(1 pont) ® (W) $(0,42) ~ 0,6628 (a tablazat szerinti kerekitett értéket kikeresve)




