Valészintiségszamitas 2022. januar 14.

Vizsgadolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:
(a) Hogyan definidljuk egy egyszerti valészintiségi valtoz6 varhaté értékét?

(b) Milyen feltétel esetén, és hogyan fejezhetd ki az X és Y valdsziniiségi valtozok szorzatanak varhatd
értéke E(X) és E(Y) segitségével, az el6adason elhangzott allitas szerint?

(10 pont) Egy egyszerii valoszintiségi valtozd varhato értéke:

keRan(X)

(Ha a szumma indexhalmaza helytelen, de ettdl eltekintve a formula helyes, akkor 7 pont.)
(jegyzet: 3.2.1)
(4 pont) Ha X és Y fiiggetlen valészintiségi valtozok, és
(2 pont) E(XY), E(X) és E(Y) 1étezik,
(4 pont) akkor
E(XY)=EX)E(Y).

(jegyzet: 6.1.4) (A feltételek felirdsaért akkor jar a pont, ha az &llitas is szerepel.)

2. Egy képzeletbeli szervezet harom iigynoke épp lehallgatja Xavért és Yvettet. Kikapcsolédasképp mind-
héarman tippelnek: vajon hany kavét iszik aznap Xavér (jelolés: X), illetve Yvett (jelolés: Y'). A tippek
a kovetkezok: 'A’ igynok szerint {X < 2}, B’ igynok szerint {Y < 2}, tovabba ’C” {igyndk szerint
{X <3,Y < 3}. Tegyiik fel, hogy X és Y fuggetlen, 6rokifju eloszlasi, nem-konstans val6szintiségi
valtozok a pozitiv egész szamok halmazan, és E(X) = E(Y) = 2. Mi a valdszintisége, hogy a hdrom
tipp koziil legalabb egy helyes?
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(0 pont) Jelolje A, B és C' a harom szovegben szereplé {X < 2}, {V < 2} és {X < 3,Y < 3}
eseményeket.

1 pont) PLAUBUC) =7

2 pont) X és Y geometriai eloszlasi

1 pont) a varhaté értékekbél adéoddéan X,Y ~ Geo ( )

P(A)=PX=1)+P(X=2)=5+3= iesugyamgylf”(f)
1

)
)
pont)
2 pont) Fiiggetlenség miatt: P(X < 3,Y <3) =P(X < 3)P(Y
)
)
)
)

(

(

(

(2

( <
(Ipont) P(X <3)=P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) =3+ 1+ %=1 és hasonléan P(Y < 3) =1
(1 pont) Tehat P(C) =P(X <3, Y <3)=1.7T =4

(1 pont) PANB)=P(X <2)-P(Y <2)=2.3

(I pont) P(ANC)=P(X <2,Y <3)=P(X <2)P
(2 pont) PLANBNC)=P(X <2,X <2)=P(AN
(Ha a fenti egyenlet a szdmszer(i érték nélkiil szerepel, akkor is jar a pont.)

(1 pont) Poincaré-formula alapjan:

(3 pont) PLAUBUC) =P(A) +P(B)+P(C) —P(ANB) —P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
(1 pont) Behelyettesitve:

<3)=3. % = % és hasonléan P(BNC) =

3 3
]P’(AUBUC):Z+Z+ 7777777 + =

(1 pont) = & ~ 0,9531
(Ha csak hanyados vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldds, akkor is jar a pont.)

3. Egy nyari tdborban szorpivé versenyt rendeznek. A piros csapat Osszesen 138 korsényi szorpot ivott
meg. A gy6zelemhez a kék csapatnak ezt kellene tulteljesitenie. A kék csapatnak 36 tagja van. A csa-
pattagok azonos eloszlasi véletlen mennyiségeket isznak, egymastél fliggetleniil, egyenként atlagosan
4,2 korsényit, 2 korsényi szoérassal.

(a) Mi a valdészintlisége, hogy a kék csapat kikap, azaz Osszesen kevesebb, mint 138 korsényit isznak?
(b) Mekkora kellene legyen 4,2 helyett az atlagos ivokapacitésa egy csapattagnak, hogy az a) feladat-

ban kiszamolt valésziniiség a felére csokkenjen (azonos széras mellett)?

(0 pont) Jeldlje X7, ... X3¢ az egyes csapattagok fogyasztasat.
(1 pont) P(33, X; < 138) =?
(4 pont) Sztenderdizalunk:

V362 /362

0 pont) Mivel X;-k egymastol fiiggetlen, azonos eloszlasu val. valtozok, ezért
2 pont) a centralis hatareloszlas-tétel miatt
S0 Xi-3642

P( 36 X;—36-4,2 138—36-4,2)

3 pont e kozelitéleg standard normalis eloszlast.
2 pont) Tehét a keresett mennyiség: @(13336242) d(—1,1)

1 pont) =1 —0,8643 = 0,1357

0 pont) A b) feladat megoldasahoz legyen a fenti helyett E(X;) = m ismeretlen, és

1 pont) P( 1 X; < 138) = 0,1357 - 5 = 0,06785

1 pont) A korabbl gondolatmenetet felhasznalva a fenti egyenlet bal oldala a kdévetkezOképp irhato:

( )
( )
( )
( )
(1 pont) =1 — ®(1,1)
( ) =
( )
( )
( )

6, X;—36-m 138 —36-m
P <
v36 -2 V36 -2
(1 pont) Tehét @(%) — 0,06785
(1 pont) Atrendezve: 1 — @(%) = 1 —0,06785 ahol a jobb oldal = 0,93215 mig a bal oldal
<I><(—1) . 138;236m)
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(1 pont) Tehat (—1) - 138-36m — $=1(0,93215) ~ 1,49.
(1 pont) Atrendezve: m = 4,33.

4. Legyen X\ > 0 valés szdm, X ~ Pois(\) és Y ~ Exp(%). Tegytik fel, hogy corr(X,2Y) = \, tovabba
Y-nak az X-re vett linearis regresszidja 0,01 - X + ¢ alakd, valamilyen ¢ valés szamra. Hatarozzuk meg
A és c értékét.

(2 pont) corr(X,2Y) = %

Ha maés véltozokkal, pl X és Y szerepel helyesen a korreldcié definicidjak, szintén jar a pont.)

1 pont) cov(X,2Y) = 2cov(X,Y)

1 pont) D(2Y) = 2D(Y)

1 pont) D(X) = VA, (mert X ~ Pois()\)),

A Poisson eloszlasra torténé explicit hivatkozas nélkiil is jar a pont.)

1 pont) D(Y) = (%) g vV, (mert Y ~ Exp (%))

Az exponencidlis eloszlasra torténd explicit hivatkozas nélkiil is jar a pont.)

1 pont) A fentiekbdl tehat A = corr(X,2Y) = %

:J>

Atrendezve cov(X,Y) = X- V-V = A2

1 pont) lineéris regresszio: 8- X + «, ahol
2 pont) g = Comv)z(&})/)
2 pont) a = E(Y) — 8- E(X) = E(Y) — S5 B(X)
B=2 =
=3 =
1 pont) # = 0,01 (Megj.: a linearis regresszi6 ha létezik, akkor egyértelmii)
1 pont) = A = 0,01

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1 pont
(
(
(
(
(
(
(
(
(

5. Legyen (X,Y) folytonos valésziniiségi vektorvaltozd, aminek egyiittes stirtiségfiiggvénye:

x4y had<z<l,0<y<1
fX’y(JU,y) _{ 0 egyébként.

Hatérozzuk meg X stirliségfiiggvényét, az E(Y | X) regressziot, illetve az E(Y") varhaté értéket.

(2 pont) fx(2) = JZ fxy(z,y)dy
(Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszdmoldsaban, akkor is jar a pont.)
(1 pont) = fo (= + y)dy
(1 pont) = [zy + %]31/:0 =z+ %
(1 pont) ha 0 < z < 1, kiilénben 0
(3 pont) E(Y' [ X =) = [Z - fyix(y | ) dy
(2 pont) fy|x(y | ) = BB (ahol fx(x) # 0)

_ zty
(1 pont) = o+ i
(1 pont) Tehat E(Y | X =) = [y y - ;jg dy

2 311 1

(2 pont) = ﬁ J) (zy + ) dy = mi% [:L"% + %]yzo = ;:1 , (ha 0 <z <1 és 0 egyébként)
(1 pont) A val. valtozd X-et visszahelyettesitve: E(Y | X) = ;(:5 = 2§i§

1. megoldas E(Y)-ra:

(2 pont) E(Y) = [ZLE(Y | X =2) fx(z)dz

(Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszamoldsiaban, akkor is jar a pont.)
(

1 pont) = [1 2;+3 (z+3)da
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6.*

2. megoldas E(Y)-ra:
(2 pont) E(Y) = 75, [0y - fxy(w,y) dudy
(Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszamoldsaban, akkor is jar a pont.)
(1 pont) = fo fo y(z +y) (}fﬁ dy
2 3
(1 pont) = fo e +ay?]  dy=[iGy+Rdy= [+ %] =143
(1 pont) = 5 = 0,5833
(

Ha csak hanyados, vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldas, akkor is jar a pont.)

Legyen X ~ N(0,1) és legyen a téle fiiggetlen U val6szintiségi valtozd értéke % valOsziniiséggel +1 és

% valészintiséggel —1. Definidljuk az Y = X - U valOszinliségi valtozot.

(a) Igaz-e, hogy Y ~ N(0,1)? (Tipp: hatdrozzuk meg a P(Y < y) valdszintiségeket minden y € R-re,
az {U =1} és {U = —1} teljes eseményrendszer felhasznélasaval.)

(b) Igaz-e, hogy (X,Y’) kétdimenziés normalis eloszlasu?

(0 pont) {U = 1} és {U = —1} teljes eseményrendszer

(1 pont) igy a teljes valésziniiség tétele szerint:

2pont) P(Y <y)=PY¥Y <y |U=1)-PU=1)+PY¥Y <y|U=-1)-PU=-1)

2pont) PY <y |U=1)=P(X - 1<y[U—1)

(2 pont) = P(X < y) (hiszen X és U fiiggetlenek)

(1 pont) Hasonléan, P(Y <y |U=-1)=P(X-(-1) <y |U=-1)

(Ipont) =P(X >y |U=-1)=1-PX<—y|U=-1)=1-P(X < —y)

(HaP(Y < z | U = —1) van meghatérozva, de P(Y < z | U = 1) nincs, akkor az U = 1 esethez tartozo6
magasabb pontok adandék a lépésekre.)

(1 pont) Behelyettesitve: P(Y <y) =P(X <y) -P(U=1)+ (1 -P(X < —y)) -P(U = —-1)
(1 pont) ahol P(X < y) = ®(y) és P(X < —y) = ®(—y) hiszen X ~ N(0,1)

( ) ®(—y) =1 — ®(y) (hiszen a standard normalis eloszlds szimmetrikus)

(1 pont) Tehdt P(Y" < ) = ®(y) + (1 — (1 — B(y)))>

(1 pont) = ®(y), vagyis Y ~ N(0,1) igaz

(2 pont) Kiszdmolhaté, hogy cov(X, Y) =0, hiszen

E(X?U) =RE(X?-(+1) |U = 1)% +EX?-(-1)|U = —1)% = %E(}@) - %E(XQ) =0

az el6z6 gondolatmenet szerint, tovabbd E(X) = E(Y) = 0.

(1 pont) Tehat ha (X,Y) kétdimenziés normélis eloszlasi, akkor kétdimenziés standard normaélis kell
legyen.

(2 pont) Ugyanakkor P(|X| = |Y|) = 1, mivel |Y| = |XU| = |X|-|U|=|X]-1

(1 pont) Ami ellentmond annak, hogy kétdimenziés standard normaélis eloszlasi lenne (X,Y"), hiszen

az {(x,y) € R? | |z| = |y|} halmaz nulla teriilet{i a sfkon, igy 0 valészintiséggel esik ebbe a halmazba
az (X,Y) értéke.



