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Vizsgadolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:

X és Y kovariancidjanak és szorasainak segitségével?

(b) Milyen feltétel(eke)t kell teljesitsen egy f : R — R fiiggvény ahhoz, hogy 1étezzen egy X folytonos
valdsziniiségi valtozd, aminek f a siirliségfiiggvénye? (Feltessziik, hogy f Riemann-integralhato.)

(2 pont) Ha cov(X,Y), D(X) és D(Y) értelmes, akkor

(8 pont) X és Y korreldcidja:

def COV(X,Y)
XY) = ———.

corr(X,Y) DX)D(Y)

(jegyzet: 6.5.1)

(3 pont) f nemnegativ, és
(7 pont)

/Oo f(x)dz =1
(jegyzet: 4.2.5)

2. Shrek sziiletésnapi ajandékot szeretne venni Fiondnak. Tegyiik fel, hogy az ajandék kitalalasahoz sziik-
séges X id6 (napokban szdmolva) folytonos, 6rokifji eloszlasu valdszintiségi valtozo a [0, oo) halmazon.
Annak a valdszintisége, hogy harom napnal tovabb tart kitaldlni az ajandékot, éppen e=5 ~ 0,0025.
Ezutdn az ajandék beszerzése e® napig tart. VAarhatéan hany napig tart az ajandék kitaldldsa és

beszerzése Osszesen?
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(1 pont) E(X + e¥) =?

(2 pont) X ~ Exp(A) valamilyen A > 0 valés szdmra
(1 pont) P(X > 3) =6

(1 pont) P(X >3)=1—-P(X < 3)

(2pont) =1 — (1 —e3) =3

(1 pont) Ezért —3/\ = —6, azaz A = 2

(1 pont) E(X) = 4 = 1

(1 pont) Transzformalt varhaté értéke:

(2 pout) E (9(X)) = [ g(z) fx (o) do

(1 pont) fX( ) =2e"%®

(2 pont) E(eX) = [;° € - 2e72* da

(2 pont) = [©2e*2dz =2 [[Ce*dz=2-1=2
(2 pont) E(X +eX) = E(X) + E(e¥)

(1 pont) = 2+2—25

3. Egy TV-miisort 49 blokkbdél allitanak 6ssze, ahol a blokkok él6 bejelentkezések, igy véletlenszerii
idétartamuiak. Tegyiik fel, hogy az egyes blokkok hosszai egymastdl fiiggetlenek, azonos eloszlasuak,
és varhato értékiik egyenként 2 perc. Annak a valdszintisége, hogy a fenti blokkok teljes idotartama 98
perc és 100 perc kozé esik, 0,17. Hatarozzuk meg (kozelitleg) egy blokk hosszdnak szérasat. (Feltessziik,
hogy az egyes blokkok kozt nem telik el id6, és idébeli dtfedés sincs koztiik.)

(0 pont) Jeldlje Xy, ..., X49 a blokkok hosszait.
(1 pont) D(X;) =?

(1 pont) P(98 < 3%, X; < 100) = 0,17

(4 pont) Sztenderdizélunk:

(98—49-2 _ 90X —49- 2 _ 100—49-2)0 .
V49 - D(X)) V49 - D(X)) V49 - D(X))

49
Doy Xi—49-2

(2 pont) Jeldlje Z = . Ekkor a fenti valészintiség:

V49-D(X1)
=P (0 <zZ< 7ID(X1)>
(2 pont)
:IP’(Z< 7~]D>(X1)) _P(Z <0)
(2 pont) a centralis hatéreloszlas-tétel miatt
(3 pont) Z = %ﬁ kozelitoleg standard normalis eloszlasi

(1 pont) Tehat a fenti egyenletek szerint

0,17 =9 (711))(2)(1)) — ®(0)

(1 pont) ®(0) =

(1 pont) Tehat o ( oy ) = 067

(1 pont) = 0,44

(1 pont) (Xl) = 34 1= 20 ~ 0,6494. (Ha csak hényados, vagy csak tizedestort alakban van megadva

a megoldas, akkor is jir a pont.)
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4. Az X és Y valoszintiségi valtozdk egylittes eloszlasat az aldbbi tabldzat irja le:

X
v 0] 2 |5
2 a | 02 0.1
3 021025 B

valamilyen «, 5 € [0,1] valés szamokra. Tudjuk, hogy {X = 0} és {Y = 2} flggetlen események.
Hatarozzuk meg « és f értékét, tovabba X és Y kovariancidjat.

(2 pont) Fliggetlenség miatt IP’(X =0,Y=2)=P(X=0)-PY =2)

(0 pont) ahol P(X =0,Y =2) =

(2 pont) és P(X =0) =a+0,2 1lletve P(Y=2)=a+0,2+0,1

(1 pont) Tehat a = (v +0,2) - (o +0,3)

(1 pont) Ezt a-ra megoldva: a = 0,2 vagy a = 0,3.

(2 pont) A tablazatban szerepl$ 6 szam Osszege 1.

(1 pont) Ezért a # 0,3, mert gy az ismert 5 szadm Osszege 1-nél nagyobb lenne.
(1 pont) Tehdt a = 0,2 és § = 0,05.

(2 pont) cov(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y)

(2 pont) Soronkent balrél jobbra haladva a tablazaton:

E(XY)=0-2-02+2-2-02+45-2-0,140-3-0,24+2-3-0,254+5-3-0,05

(Ha az « és 8 konkrét értéke nélkiil szerepel E(XY') akkor is jar a teljes pont.)

(1 pont) E(XY) = 4,05

(1 pont) E(X) =0-P(X =0)+2-P(X =2)+5-P(X = 5)

(Ha rogton behelyettesitve van kiszdmolva E(X) értéke, akkor is jar a teljes pont.)
(I pont) =0+2-0,45+5-0,15 = 1,65

(1 pont) Hasonléan, E(Y)=2-0,5+3-0,5

(1 pont) = 2,5

(1 pont) Tehat cov(X,Y) =4,05—-1,65-2,5 =—0,075

5. Az 6ttusa lovas szdmaban egy versenyzének 12 akadalyt kell Atugrania egy szamara ismeretlen 1éval.
Tegyiik fel, hogy az egyes akadalyokat egymastol fiiggetlentl, p valdszintiséggel sikeriil atugrania.

(a) Mi a valdszintisége, hogy legfeljebb 1 akadélyt ver le a versenyz6 (azaz nem sikeriil dtugrania), p
fliggvényében?

(b) A lovat véletlenszerlien véilasztjik, igy a p valdszinliség nem meghatarozott. Ezért jelolje V egy
akadaly atugrasdnak valdszintiségét. Tegyiik fel, hogy V folytonos valdszinliségi valtozd, aminek

eloszlasfiiggvénye
372 — 273 ha0<z<1
Fy(z)=< 0 ha z <0
1 egyébként

a 16 kivalasztasatol fliggben. Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy legfeljebb 1 akadalyt
ver le a versenyo.

(0 pont) X: levert akadalyok szama (ahol az atugréds sikerességének valészintisége p)

(1 pont) P(X <1)=

(2 pont) X ~ B(12; 1 —p)

(1 pont) P(X <1)=PX=0)+P(X =1)

(2 pont) = () (1 = p)°p? + () (1 — p)'p"!

(1 pont) = p12 +12(1 — p)p't = 12p't — 11p'2

(0 pont) Y: levert akadédlyok szdma, ahol az atugras sikerességének valdsziniisége V, P(Y < 1) =7
(4 pont) Teljes valdsziniiség tétele:

IP’(YSI):/_OO PY <1|V =z)fy(x)dz
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6.*

(2pont) P(Y <1 |V =p)=P(X <1)

(Ez a 1épés maés jeloléssel, vagy akar szovegesen is szerepelhet, akkor is jar a teljes pont. A sziikséges
gondolat, hogy az a) rész eredményét felhasznalhatjuk a b) részben szerepl6 feltételes valészintiséghez.)
(2 pont) fy = Fy,

(2 pont) fy(r) = 6(x —22) ha 0 < x < 1 és 0 egyébként.

(1 pont) Tehat behelyettesitve:

1
P(Y <1)= / (122" —112'2) - 6(x — 2?) d=
0

(2 pont)

1 72 72 66 66 L 37
— 72 12 72 13 66 13 66 14d — { 13 _ "= 14 PV 14 22 15 =" ~0.0813
/0 . . S A VR VA - P TS

(Ha csak hanyados, vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldés, akkor is jar a pont.)

Béla kisérleteket végez egymaés utan, amelyek kiilon-kiilon % valbszintiséggel sikeresek. A masodik
sikeres kisérletnél megall (de azel6tt nem). Tegyiik fel, hogy a kisérletek egyméstdl fuggetlenek. Jelolje
X az elvégzett kisérletek szamat. Hatarozzuk meg X eloszldsat (azaz a P(X = k) értékeket) és X
varhato értékét.

Bpont) P(X =k)=P(X >k—-1)—-P(X > k)

(2 pont) (X > k) = (legfeljebb 1 siker az els6 k kisérletben)
(2 pont) = (§) 5 + ()5 = (k+ D)5

(1 pont) Behelyettesitve k — 1-et: IP(X >k — 1) =k-

(1 pont) Tehat P(X = k) =k - 2k r— (k+ 1)

(2 pont) =

(k — 1)2k minden k > 1 egész szamra.

1. megoldés a varhaté értékre:

3 pont) E(X) =372, k- P(X = k)

2 pont) = Y221 k- (k —1)5¢

= E(2%) — E(Z) ahol Z ~ Geo (})

R(Z2) =D*(Z2)+E(Z)?=2+22=6¢éE(Z) =2
E(X)=6-2=4

1 pont
1 pont

(
(
(2 pont
(
(

—_— — —— ~—

2. megoldas a varhaté értékre:

(3 pont) Yi: elsé sikerig elvégzett kisérletek szdma, Ya: els6 siker utdn a masodik sikerig elvégzett
kisérletek szdma (nem beleértve az elsd sikert)

(2 pont) E(X) =E(Y7 + Y2) = E(Y7) + E(Y2)

(2 pont) Y7 ~ Geo (2)

(1 pont) Y3 ~ Geo (5)

(1 pont) Tehat E(X)=EY; +Y:)=2+2=4



