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Vizsgadolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédéd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éro
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deril ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolds lényegesen egyszertisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszdmolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve allitast:

(a) Mikor nevezziik az X, ..., X, valosziniiségi valtozokat (egyiittesen) fiiggetlennek? (n > 0)

(b) Irjuk fel az Y valészintiségi valtozé X-re vett linedris regresszi6jat, és az abban szereplé (tipikusan
a-val és (-val jelolt) egyiitthatokat az X és Y valtozok kovariancidja, varhaté értékei, és szérasai
segitségével.

(10 pont) Az Xy,..., X, valészinliségi valtozok (egyiittesen) fliggetlenek, ha az
{Xl < xl}, .. .,{Xn < xn}

események fliggetlenek minden z1,...,z, € R esetén. (jegyzet: 7.2.1)
(10 pont) Ha D?(X), D?(Y) és cov(X,Y) véges, tovabba D?(X) # 0, akkor az Y valdszinfiségi valto-

zénak az X-re vett linedris regresszidja az a X + « valdsziniiségi valtozd, amire

cov(X,Y)
D2(X)

_ cov(X,Y)

. D2(X)

és a=EY) E(X).
(jegyzet: 10.2.1 és 10.2.2)
(Ha hidnyzik a D?(X) # 0 feltétel, legfeljebb 9 pont. Ha csak az egyik egyenlet helyes, legfeljebb 5

pont.)

2. Binomidlis és Geometriai eloszlas bemegy a kocsmaba. Geometriai kér egy sort és megissza, és minden
egyes sOr utian % eséllyel kér egy ujabbat és megissza. Binomialis kér 4 sort, és ezeket egymadstol
fliggetleniil, egyenként % eséllyel elfogyasztja. Feltéve, hogy Geometriai tobb sort ivott, mint Binomialis,
mi az esélye, hogy Binomidlis egyet sem ivott meg?

(2 pont) Geometriai dltal ivott s6rok szama: G ~ Geo (%)

. RSy, . B p . 1
(1 pont) Binomiélis altal ivott sérok szama: H ~ B (4, 5)
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(1 pont) P(H =0 G > H) =7
(1 pont) Legyen Ay = {H = k}, ekkor Ay, A1, Ag, A3, Ay teljes eseményrendszer
(0 pont) Legyen B = {G > H}.
(1 pont) Bayes-tétel:

(4 pont)
P(B | Ag) - P(Ap)

Pl B) =1 BB 4y - B4

(2 pont) P(Ay) = () - 51
(2 pont) P(B | Ap) =P(G > H|H=k) =P(G >k |H=k) =P(G > k)
k
(2 pont) = P(elss k sor utan djat ker) = (1-2)" = %
(3 pont) Behelyettesitve:
]P;(A‘B) %(3)2714 2%1
0 T4y 1 k —k 4 4
Sicoze W S (5 D7) 0-( )

1 1
21 o1

B T M@ @1
(A behelyettesitett kifejezés mashogy is kiszamolhatd, példdul a nevezében 1é6v6 szumma tagjainak
numerikus kiértékelésével.)
(1 pont) Tehat P(Ay | B) = 256 ~ 0,3164. (Ha csak hényados, vagy csak tizedestort alakban van
megadva a megoldas, akkor is jar a pont.)

3. A manok az északi sarkon zsikokat toltenek meg ajandékokkal. Az egyes ajandékok térfogata egyméstol
fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozé, varhatéd értéke 0,4m3, szérasa pedig 0,23 m3. Egy
zsdkba mindig 12 darab ajandék keriil, tovabbé Gsszesen 48 darab zsakot toltenek meg ajandékokkal.
Egy zsak térfogata a benne 1évd ajandékok térfogatosszegének 110%-a. Mi az esélye, hogy a zsikok
beférnek a Mikulds szanjaba, ha a szan 6sszesen 256 m3-nyi zsak elszallitasara képes? (A zsakok térfogatai
osszead6dnak.)

(0 pont) Jeldlje Y1,. .., Yig a zsdkok térfogatait.
(1 pont) P(318,Y; < 256) =?
(4 pont) Sztenderdizdlunk:

SBLY; —48-E(Y7) _ 256 —48 - E(V1)\ _,
V48 - D(Y1) VA8 D(Yy) )

1 pont) Jeldlje Xq,..., X 12 az els6 zsdkban 1évo ajandékok térfogatait.

)Y =1,1- Z

)E(V1) =E (1, . zk 1Xk> =1,1-Y 02 E(Xg) =1,1-12-04 =528

2 ) D2(Y1) = D2(1,1- 42 Xp) = 1,12 - 542, D?(Xy) = 1,12 - 120,232

2 )D(Y1) =1,1-0,23- \ﬁ(~08764)

0 pont) Mivel Y;-k egymastol fliggetlen, azonos eloszlasi val. valtozok, ezért

2 pont)
) &
)
) =

pont a centrahs hatareloszlas-tétel miatt
Y 48-(

D(¥1)
1 pont Tehat a keresett mennyiség: ® (

Y; . [
D kozelitoleg standard normalis eloszlast.

256—48-528 )
V/4811.023-/12

1 pont) = ¢(0,42) = 0,6628

(Alternativ, teljes értékii megoldds érheté el gy is, ha a 12-48 darab ajandék térfogataira alkalmazzuk
a centralis hatdreloszlas-tételt, és konzisztensen szorzunk fel 1,1-el.)
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4. Legyen U és V egyiittes stirliségfiiggvénye

fov () S(u+0?) hal0<u<lés —1<ov<l,
vy - 0 egyébként.

Hatérozzuk meg a P(U? > V?) valészintiséget, illetve U és V kovarianciajat.

(3 pont) X = (U,V) és H C R? eseten P(X € H)) = [y fx(z)dz

(2 pont) Legyen H = {(u,v) € R? | u? > v?}. (Ha a H definiciéja implicit jelenik meg az eléz6 allitas
felhasznalasakor, szintén jar a pont.)

(1 pont) Vegyiik észre, hogy u? > v? <= |u| > |v| <= |u| > v > —|u|

(3 pont) Mivel f csak ott nem-nulla, ahol 0 < u < 1és —1 < v < 1, ezért

z(u2 +v?) dvdu

1 1 u 1 4 1
= / [3u2v + v?’} du = / 2u du = ZU— =
o L4 4 |, 0 4 0

(2 pont) cov(U, V) = E(UV) — E(U) E(V)
(1 pont) Transzformalt varhaté értéke:
EQ pont; E(UV) = [gzuv - fuv(u,v)dudv

P(U? > V?) = /HfU,V(UaU) dvdu = /1
0

o1 =

bt 3.9, .2 3 55, 3 4] !
E(UV):/ / wo - —(u” +wv )dvdu:/ —u’v® + —uv du:/ 0du=0
0o J-1 4 o L8 16 v=—1 0

Hasonlban,
3 3 400 !
// u—l—v)dvdu:/ [uQUQ—l— 4} du:/Odu:O
0o L8 16 v=—1 0

(A két varhaté érték analdg logikaval szamolhatd, igy ha csak az egyik szerepel, 4 pont adhatd.)

(1 pont) Tehat cov(U,V)=0-E(U) -0 = 0.

(Alternativ levezetés: a siirliségfiiggvény péros, az uv, illetve v fliggvények paratlanok v-ben, ezért a v
szerinti fenti, szimmetrikus végponti integrélok értéke 0.)

5. Egy katyuzassal foglalkozé vallalkozo, Tomi Tomi feladata feltolteni az utca végén 1év6 katyat. Ha
csak t > 0 id6 mulva sikeril feltoltenie a katyut, akkor ezen t id6 alatt Y szamu arrajarénak okoz
kellemetlenséget a hiba, ahol Y eloszldsa Pois(t).

(a) Hatédrozzuk meg E(Y) és E(Y?) értékét ¢ fiiggvényében.

(b) Mivel Tamés rendszertelen id6kozonként javitja a godrot, igy az utca végi kityua feltoltésének T'
idépontja folytonos, 6rokifju eloszlasu valésziniiségi valtozo a [0, 00) halmazon. Legyen Z az a
valdszintiségi valtozd, aminek T = t feltétel esetén az eloszlasa megegyezik a fenti Y eloszlasaval.
Hatérozzuk meg az E(T), E(Z?) és D(Z) mennyiségeket, ha tudjuk, hogy E(Z) = 2.

Y ~ Pois(t), ezért E(Y) =t (és D*(Y) = t).
2 pont) E(Y?2) = D?(Y) + E(Y)?, ezért E(Y?) =t + 2

o 1
2:E(Z):/ t-)\e"\tdtzx
0
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6.*

(1 pont) Emiatt A = 3, tehat E(T) = § = 2.
(0 pont) D?(Z) = E(Z?) — E(2)*
(1 pont) Hasonldan, teljes varhato érték tétele alapjan:

E(Z?) = /_O:O E(Z? | T =t)fr(t)dt

(1 pont) ahol E(Z2 | T =t) = E(Y?) =t + 12
(2 pont) Tehat
2 > 2y .y A L2
E(Z):/ (t+12) AeMdt =<+ = =2+2-4=10
0 AN

(1 pont) Ezért D?(Z) = E(Z2) — E(Z)? = 10 — 2% = 6. Tehat D(Z) = /6.

Legyen (X,Y) ~ N(0,X) kétdimenziés normaélis eloszlast valészintiségi vektorvéltozo, ahol

5=(5 1)

(a) Legyen W = 2X — Y. Hatdrozzuk meg (X, W) kovarianciamatrixat.
(b) Hatérozzuk meg a P(X <Y | X > 0) valdsziniiséget.

(2 pont) Tetszbleges Z = (U, V') val6szintiségi vektorvaltozéra:

D?(U) cov(U, V)
cov(Z) = ( cov(U, V) D2(V) )

(Ha a kovarianciamatrix kibontdsa a konkrét (X,Y’) vagy (X, W) vektorok valamelyikére torténik,
akkor is jar a pont.)
(1 pont) Ezért D?(X) =1, D*(Y) =5 és cov(X,Y) = 2
(1 pont) cov(X, W) = cov(X,2X —Y) = 2cov(X, X) — cov(X,Y)
(Ipont) =2-1-2=0
(1 pont)
D?(W) = cov(2X —Y,2X —Y) = cov(2X,2X) — 2 - cov(2X,Y) + cov(Y,Y)
(1 pont)
=2-2-cov(X,X)—2-2-cov(X,Y)+cov(Y.Y)=4—-8+5=1
(1 pont) Tehat (X, W) kovarianciaméatrixa
10
01

P
PX<Y|X>0)=PW<X|X>0)=

(Ipont) X <Y & X<2X-WeW<X
(2 pont) Tehat
(W< X, X >0)
P(X > 0)
Ha W behelyettesitése nélkiil van kibontva a feltételes valészintliség definicidja, 1 pont.)
1 pont) P(X > 0) = 3, hiszen X ~ N(0;1), aminek az eloszldsa nullira szimmetrikus.
2 pont) P(W < X, X > 0) = [ fx.w(z,w)dzdv ahol H = {(z,w) € R? | w < z,z > 0}
1 pont) A H halmaz épp az v = w és az © = 0 egyenesek altal meghatdrozott azon szogtartomany,
ami az x > 0 oldalon van. (Ha a H halmaz csak dbran szerepel, nem leirva, akkor is jar a pont.)
(2 pont) fx w(z,w) forgasszimmetrikus, hiszen (X, W) kétdimenziés standard normalis eloszlast
(1 pont) a H halmaz szoge % - 27, hiszen 3 darab 45 fokos szogtartomanyra bonthato, mig a teljes sik,
8 darab 45 fokos szégtartoményra.
(1 pont) Az el6z6 két pont miatt, és felhasznalva, hogy [g2 fx,w(z, w)drdv = 1, azt kapjuk, hogy
P(W < X,X >0)=2
(Ha nincs hivatkozas arra, hogy fx w(x,w) teljes integrélja 1, akkor is jar a pont. Ha mas mdédon —
példaul polarkoordinatakkal — van meghatarozva a valésziniiség, akkor is jar a pont.)

. P(W<X,X>0
(1pont)TehatP(X<Y|X>O):%:%/%:i

A~ N /N



