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P6tlé zarthelyi dolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyenek A, B, C olyan események, amire A és C kizar6, P(A) = %, P(B) = % és P(C) = 0,6. Tudjuk
tovabba, hogy a P(AN B), P(BNC) és P(AU BUC) értékek haromtagi szamtani sorozatot alkotnak
ebben a sorrendben. Hatarozzuk meg P(B N C) értékét. (Az a1, az,as hdromtagi sorozat pontosan akkor

szdmtani, ha ag — a3 = a3 — as.)

2 pont) A és C kizard, ezért P(ANC) =0

3pont) P(ANC) =06 ANBNC CANC ezért PLANBNC) =0

2 pont) szamtani sorozatra vonatkozé feltevés miatt P(BNC)—P(ANB) =P(AUBUC)—-P(BNC)
1 pont) Poincaré-formula alapjan:

4 pont) PPLAUBUC) =P(A)+P(B) +P(C) —P(ANB) —P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

6 pont)
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(
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(
(

2P(BNC)—P(ANB) 2™ P(AUBUC) "= 014 05+06—-PANB)—0—P(BNC)+0

Osszevonva: 3-P(BNC) = 1,2

(Az 6t tag szdmszer( eredményének helyes behelyettesitése: 2 pont; a szimtani sorozatos feltétel helyes
felhasznalasa — tetszoleges értelmes mdédon — tovabbi 2 pont; az egyenlet rendezése: 2pont. Ha a
szamtani sorozatos feltétel felhasznalasdhoz tovabbi valtozdk vannak bevezetve, helyesen, és ezek fel

vannak hasznalva az egyenlet rendezésben, akkor ugyantgy jar a mésodszori 2 pont.)
(2 pont) Tehat P(BNC) = 0,4

2. Legyen X olyan valdszintliségi valtozd, amelynek stirtiségfiiggvénye:

a hag<z<pg+5
0 egyébként

Ix(x) = {

valamilyen «, 5 € R szamokra. Tegyiik fel, hogy E(X) = Fx (%), ahol Fx jeloli az X eloszlasfiiggvényét.
Hatarozzuk meg « és 3 értékét.



Valészintiségszamitas 2021. november 23.

(3 ) fx Surusegfuggveny, ezért [%0 fx(z)dx =1
(2 pont) [, fx(a)dz = [ ad

(2 pont) = [ 2] = (5+5)—a B =5a

(1

felismerjiik, hogy X eloszlasa egyenletes, 5 és 5 + 5 hatarokkal, és ebbdl kivetkeztetjiik, hogy
o= é, akkor is jar a teljes pont a fenti 1épésekre.)

3 pont) E(X) = [% z- fx(x)dz

1 pont) = fﬁ+5 ida

+5 2 2
Lpont) = (51277 = B2~ & _ 105

Ha felismerjiik, hogy X eloszlasa egyenletes, § és 8 + 5 hatarokkal, és ebbdl kévetkeztetjiik, hogy
E(X) = w akkor is jar a pont az E(X)-hez vezetd 1épésckre.)

(2 pont) Fx(3) = [7 fx(@)de
(1 pont) Ha % < [, akkor FX(2) = 0, tehat a feladatban szerepld egyenletbe behelyettesitve: 5+2,5 =
0, azaz 8 = —2,5, ami ellentmond az % < [ feltevésnek.

(1 pont) Ha % > [+ 5, akkor F X(%) =1, tehét a feladatban szereplé egyenletbe behelyettesitve:
B8+25=1, azaz 8 = —1,5, ami ellentmond az = > B+ 5 feltevésnek.

(1 pont) Ha 8 < 3 < B+ 5, akkor Fx (1) = I,BQ 1dx 1.1

(1 pont) A feladatban szereplo egyenletbe behelyettesitve: § + 2,5 = = - % -5 B
(1 pont) Tehat 5 = —

3. Egy 6t méter oldalhossztusagi, négyzet alaki kertben egy egyenletesen véletlenszeriien valasztott helyre
fat ultetiink. A kertet mind a négy oldaldrdl kerités veszi koriil. Ha a fa (tiltetési pontja) két kerités-
vonalhoz is 1 méternél kozelebb van, akkor % eséllyel 16g at a szomszédhoz a fa valamely dga; mig ha
csak egy keritésvonalhoz van 1 méternél kozelebb, akkor i eséllyel 16g at. Egyéb esetben % eséllyel 16g
at a fa a szomszédhoz. Feltéve, hogy atlég a fa, mi a valdsziniisége, hogy a négyzet egyik oldaldhoz
sem volt az iiltetési pont 1 méternél kozelebb?

(2 pont) Jeldlés:
As: két keritésvonalhoz is 1 méternél kozelebb van
Aq: csak egy keritésvonalhoz van 1 méternél kozelebb
Ap: egyik keritésvonalhoz sincs 1 méternél kozelebb
B: atlog a fa
(2 pont) Kérdés: P(Ay | B) =7
(1 pont) Ag, A1, As teljes eseményrendszer
(1 pont) Bayes-tétel:
(4 pont)
P(B | Ao) - P(Ao)
P(B [ Ag) - P(Ag) + P(B | A1) - P(A1) + P(B | Az) - P(A2)

(Ha az egyszer(i Bayes-tételre és a teljes valoszintiség tételére kiilon-kiilon van hivatkozva, vagy direkt-
ben a feltételes valdsziniiségek kibontasaval torténik a megoldas, akkor is jar a pont. A felirt egyenletek
helyes blokkjaira ardnyos részpontszam adhaté, de legfeljebb 2 pont.)

(2 pont) P(B | Ag) = ¢, P(B| A1) =1, P(B| Ay) = %

(3 pont) Geometriai valésziniiségekként szamolva:

P(Ao) = 22 = 0,36, P(4;) = 2333 — 048, P(4p) = % = 0,16

(3 pont) Behelyettesitve:

P(Ag | B) =

1.0,36
1 1 1
5-0,36+ 5 -0,48+3-0,16

P(Ag | B) =

(2 pont) = £ ~ 0,2571

4. Kutaté Kélman szeretne egy B(12; 1) eloszlast X valészinfiségi valtozot hasznalni a kisérletei sorén.
Sajnos a rendelkezésére all6 eszkozzel csak Y ~ B(n; %) valtozét tud eldéllitani (koltséghatékonysigi
megfontolasokbdl), ahol n € N tetszéleges. Azt taldlja ki, hogy X helyett egy ¢ - Y alaki valtozét fog
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6.*

hasznélni, ahol a ¢ és n paramétereket gy vélasztja meg, hogy egyrészt az E(X —c¢-Y) = 0 egyenlet
teljestiljon, mésrészt az |[P(X > 0) — P(c-Y > 0)| kiilonbség a leheté legkisebb legyen (azaz a két tag
kozelit6leg egyenld legyen). Milyen ¢ és n paramétereket kellett valasztania?

(2 pont) P(X >0)=1—-P(X =0)

( ) =1-(H(3)"(3)" =1-(5)" ~ 09023

( )JP(c- Y >0)=1—-P(c-Y =0)

(2 pont) =1-P(Y =0)

(2 pont) =1 - (5)(3)°(1)" =1~ ()"

(1 pont) A két valdsziniiséget Gsszevetve: P(X > 0) —P(c-Y > 0) = —(%)12 + (3"
(2 pont) A fenti mennyiség akkor a legkisebb abszolit értékben, ha n = 7. Ez akéir az egész értékek
szisztematikus kiprobalasaval, akar a két tag logaritmusit nézve meghatarozhaté: 12 - In (%) ~n-
In(3)=n~12-In(%)/In(3) = 7,0196
(1 pont) Kerekitve: n = 7.

(3 pont) E(X —c¢-Y) =E(X) —c-E(Y)

(2 pont) E(X) =121 =4 és E(Y) = n - 5, mivel binomiélis eloszlastiak.
( )

( )

[\

1 pont) Behelyettesitve: 4 = <*
1 pont) Tehét ¢ = £2 = & ~ 1,1429.

n

~J|00

. Belinda esténként hobbibdl meteorokat fotdz, naponta atlagosan 5 darabot. Ha valamelyik napon éppen

7 meteort sikeriil lefotéznia (de nem tobbet), akkor meglepi magat egy 1j teleszképpal. Feltehetjiik,
hogy potencidlisan sok meteor lathatd az égen, és az egyes meteorokat egymastdl fiiggetleniil, azonos,
egyenként kis valdszintiséggel sikeriil lefotoznia. Jelolje Y azt, hogy hanyadik napon sikeriil el6szor
éppen 7 meteort fotéznia. Mennyi az {5 <Y < 7} esemény valészintisége?

(2 pont) Jeldlje X az egy napon lefotézott meteorok szamat.

(3 pont) X ~ Pois(\) valamilyen A pozitiv valés szdmra (indoklds: egymastol fiiggetlen, azonos, kis
valészinliségii események koziil a sikeres kisérletek szama).

2 pont) E(X) = 5, ezért A = 5.

)
3 pont) ahol p =P(X =7)

2 pont) = 37 - ¢ &~ 0,1044

3 pont) (5<Y<7) P(Y =5)+P(Y = 6)
2 ; p-(1=p)t+p (1-p)°

1

A és B jatékos felvaltva dobnak két szabdlyos dobdkockaval, A jatékos kezd. Ha az A jatékos altal az
adott korben dobott szamok Osszege 6, akkor 6 nyert. Ha a B jatékos altal az adott korben dobott
szamok Osszege 9, akkor 6 nyert. Ha két kor utan, azaz B jatékos masodik dobdsa utan még nincs
gy6ztes, akkor a végeredmény dontetlen. Varhatéan hany dobéas torténik a jaték soran?

1 pont) Jelolje X a dobasok szamét. E(X) =
3 pont) E(X) = 34— k- P(X = k)
pont) P(X = 1) = P(A nyer6t dob) =
5),(2,4),(3,3),(4,2), (5,1).
pont) P(B nyer6t dob) = 3%, mert B jatékos 4-féle médon dobhat 9-est: (3,6), (4,5), (5,4), (6, 3).

(

(

(2 mert A jatékos 5-féle médon médon dobhat 6-ost:
(1,

(2 :
(3 pont) P(X =2) =P(X = 2 | X >1)-P(X > 1) =P(B nyer6t dob) - (1 — P(A nyer6t dob))
(1 pon

(2

(

(

(

36’

t) =35 (1—35) = 324 ~ 0,0957
pont Hasonloan P(X = 3) = P(A nyerét dob) - (1 — P(B nyer6t dob)) - (1 — P(A nyer6t dob))
) -

)
|
1 pont) = & - (1— 5 ( ) = 1 ~ 0,1063
) 1-P(X =1)—P(X =2) - P(X =3) = 25 ~0,6591
)

= ):
=1 g5 +2 557 +3- 135 T4 {ppg = 3,2857

3
3 pont Tovabba P(X
) 1458 1458

2 pont) Tehat E(X



