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t�argyhoz

�Ossze�all��totta: R�acz Andr�as

A *-gal megjel�olt p�eld�ak kicsit bonyolultabbak vagy id}oig�enyesek.

1. Diszkr�et idej}u Markov l�ancok

1. feladat. Tekints�uk az fXng diszkr�et Markov l�ancot az S = f1; 2g �allapott�eren �es az al�abbi �allapot�atmeneti

m�atrixszal
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Ha �; � > 0, add meg az n-edik l�ep�es ut�ani �allapoteloszl�ast �es mutasd meg, hogy l�etezik hat�areloszl�as!

2. feladat. Legyen i �es j egy diszkr�et idej}u Markov l�anc k�et �allapota. Bizony��tsd be, hogy ha i �es j egym�asb�ol

k�olcs�on�osen el�erhet}o, vagyis 9n � 0; p
(n)
ij > 0 �es 9m � 0; p

(m)
ji > 0, akkor pozit��v annak a val�osz��n}us�ege, hogy

i-b}ol el�erj�uk a j-t an�elk�ul, hogy k�ozben visszat�ern�enk i-be.

3. feladat.* Bizony��tsd be, hogy ha a l�anc irreducibilis �es visszat�er}o, akkor annak a val�osz��n}us�ege, hogy

i-b}ol indulva valaha is el�er�unk j-be 1-gyel egyenl}o!

4. feladat. Milyen a; b sz�amokra lesz a k�ovetkez}o �atmenetval�osz��n}us�eg-m�atrixszal adott v�egtelen �allapot�u

Markov l�anc stabil?
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Legyen a = 0 �es b = 1=4. Mi ekkor a hat�areloszl�as?

5. feladat. Tegy�uk fel, hogy egy aut�ot 0.5 val�osz��n}us�eggel mosnak le egy adott percben (ugyanekkora

val�osz��n}us�eggel egyet sem mosnak le). Legyen 0.6 annak a val�osz��n}us�ege, hogy egy adott percben nem

�erkezik �uj aut�o az aut�omos�oba �es 0.4 val�osz��n}us�eggel egy aut�o �erkezik. Stacion�arius eloszl�ast felt�eve mi a

val�osz��n}us�ege annak, hogy nem tudok be�allni az aut�omos�oba, ha ott az �eppen mosott aut�oval egy�utt csak

h�arom aut�o v�arakozhat.

6. feladat. Tekints�uk azXn+1 = Xn+Wn+1 mod 4 egyenlet �altal megadott fXngMarkov l�ancot, ahol aWn

sorozat egym�ast�ol �es X0-tol f�uggetlen, azonos eloszl�as�u, nemnegat��v, eg�esz �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�okb�ol

�all (ciklikus bolyong�as). Wn milyen eloszl�asa eset�en lesz fXng stabil �es mi lesz fXng hat�areloszl�asa?
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7. feladat. Tekints�uk az adott �atmenet m�atrix�u l�ancot.
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1=2 0 1=2 0 0

0 1=2 0 1=2 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

1
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(a) Irreducibilis-e a l�anc?

(b) Aperiodikus-e a l�anc?

(c) Pozit��v visszat�er}o-e a l�anc?

8. feladat. Legyen a Markov l�anc �atmeneti m�atrixa a k�ovetkez}o:
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0 1=2 1=2

1 0 0

1
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Tegy�uk fel, hogy X0 eloszl�asa (0; 1; 0). Mi lesz az X3 eloszl�asa?

9. feladat. Tekints�uk a k�ovetkez}o j�at�ekot. Ha i Ft-ja van a j�at�ekosnak (0 < i < N), akkor p val�osz��n}us�eggel

nyer 1 Ft-ot, �es 1� p val�osz��n}us�eggel vesz��t 1 Ft-ot (0 < p < 1). Ha 0 Ft-ja van, akkor 1� p val�osz��n}us�eggel

nem v�altozik a p�enze �es p val�osz��n}us�eggel nyer 1 Ft-ot. Ha N Ft-ja van, akkor p val�osz��n}us�eggel nem v�altozik

a vagyona, �es 1� p val�osz��n}us�eggel vesz��t 1 Ft-ot. �Ird fel az �atmeneti m�atrixot! A Markov l�anc stabil-e? Ha

igen, akkor add meg a hat�areloszl�ast! Ha nem, akkor indokold meg, hogy mi�ert nincs hat�areloszl�as!

10. feladat. Tekints�uk a h�arom �allapottal rendelkez}o Markov l�ancot, melynek �atmeneti m�atrixa
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Tegy�uk fel, hogy a l�anc kiindul�asi �allapot�anak eloszl�asa: PfX0 = 1g = 0:7, PfX0 = 2g = 0:2, PfX0 = 3g =
0:1. Mi lesz X1 eloszl�asa?

11. feladat. D�ontsd el, hogy a megadott �atmeneti m�atrixszal rendelkez}o Markov l�anc

(a) irreducibilis-e?

(b) aperiodikus-e?
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0 0 1 0 0

0 0 p q 0

0 0 0 0 1

q 0 0 0 p

1
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ahol p 6= 0; q 6= 0; p+ q = 1.
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12. feladat. Bizony��tsd be, hogy az aperiodikuss�ag �or�okl}od}o tulajdons�ag irreducibilis l�ancok eset�en!

13. feladat. Legyen X1; : : : Xn; : : : f�uggetlen azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok sorozata, PfXn =

0g = 1=2, PfXn = 1g = 1=2 eloszl�assal. Legyen Yn = X1 + : : : + Xn. Bizony��tsd be, hogy fYng Markov

tulajdons�ag�u!

14. feladat. Tekints�uk a k�ovetkez}o � �atmenetm�atrix �altal megadott Markov l�ancot.
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0 1=2 0 0 1=2 0
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Stabil-e ez a l�anc?

15. feladat. Tekints�uk a k�ovetkez}o �atmenetm�atrix �altal megadott Markov l�ancot.
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Pozit��v visszat�er}o-e?

16. feladat. Ha tegnap esett az es}o, akkor legyen � annak a val�osz��n}us�ege, hogy ma is esni fog. Ha tegnap

nem esett akkor annak a val�osz��n}us�ege, hogy ma esni fog legyen �. Sz�am��tsd ki az es}o val�osz��n}us�eg�enek

hat�areloszl�as�at!

17. feladat. Tegy�uk fel, hogy egy �aruh�azban egy bizonyos �arucikkre a heti kereslet f�uggetlen azonos eloszl�as�u

val�osz��n}us�egi v�altoz�o, a k�ovetkez}o eloszl�assal

Pfheti kereslet = jg = aj j � 0:

Tegy�uk fel, hogy az �aruh�az a k�ovetkez}o (s; S) rendszer szerint rendel hetente �uj �arut. Ha a h�et elej�en az

�aruk�eszlet legal�abb s, akkor nem rendelnek; m��g ha enn�el kevesebb akkor pontosan annyit rendelnek, hogy

S-re f�olt�olts�ek az �aruk�eszletet. Vagyis, ha a k�eszlet x, akkor a rendel�es(
0; ha x � s

S � x; ha x < s

Azok a v�as�arl�oi ig�enyek, amelyeket nem tudnak azonnal kiel�eg��teni, elvesznek. Jel�olj�ukXn-nel az �aruk�eszletet

az n-edik h�et v�eg�en �es az n-edik h�eten a v�as�arl�oi ig�enyt n-nel. Add meg Xn �allapot�atmeneti m�atrix�at!

18. feladat. (Random walk)

Tekints�uk a k�ovetkez}o �allapot�atmeneti m�atrixszal adott v�egtelen �allapot�u Markov l�ancot (v�eletlen bolyon-

g�as): pi;i�1 = p; pi;i+1 = q = 1� p 8i � 1, p0;0 = p; p0;1 = q = 1� p.

Bizony��tsd be az al�abbi �all��t�asokat:

(a) az �allapotok nem visszat�er}ok, ha p 6= 1
2
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(b) az �allapotok nulla-visszat�er}ok, ha p = 1
2

19. feladat.* (Doubly stochastic) Egy �atmenetval�osz��n}us�egim�atrixot dupl�an sztochasztikusnak nevez�unk,

ha az oszlopok �osszege is 1-et ad, vagyis
P

i pij = 1 8j 2 S.

(a) Bizony��tsd be, hogy egy v�eges �allapot�u dupl�an sztochasztikus �allapot�atmeneti m�atrix eset�en minden

�allapot pozit��v visszat�er}o.

(b) Bizony��tsd, hogy egy v�egtelen �allapot�u irreducibilis, dupl�an sztochasztikus l�anc eset�en vagy minden

�allapot nulla visszat�er}o vagy nem-visszat�er}o.

20. feladat.* Add meg egy M v�eges �allapot�u, irreducibilis, aperiodikus �es dupl�an sztochasztikus Markov

l�anc hat�areloszl�as�at!

21. feladat. (Virus mutation)

Tegy�uk fel, hogy egy v��rus N k�ul�onb�oz}o mut�aci�oban fordulhat el}o. Minden egyes gener�aci�o vagy megmarad

az eredeti mut�aci�oban 1 � � val�osz��n}us�eggelvagy � val�osz��n}us�eggel egy m�asik mut�aci�oba alakul �at. Mi a

val�osz��n}us�ege annak, hogy az n-edik gener�aci�o ugyanaz a mut�aci�o mint a kezdeti?

22. feladat. Legyen fXng Markov l�anc � �atmenetval�osz��n}us�eg m�atrixszal. Bizony��tsd be, hogy ha Yn =

Xkn akkor fYng is Markov l�anc �k �atmenetval�osz��n}us�egm�atrixszal.

23. feladat.* LegyenX0 val�osz��n}us�egi v�altoz�o, amely �ert�ekeit egy megsz�aml�alhat�o I halmazb�ol veszi. Legyen

Y1; Y2; : : : f�uggetlen, a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok sorozata. Tekints�uk

adottnak a k�ovetkez}o G f�uggv�enyt:

G : I � [0; 1]! I;

�es de�ni�aljuk Xn-et a k�ovetkez}o rekurzi�o szerint:

Xn+1 = G(Xn; Yn+1):

Bizony��tsd be, hogy fXng Markov l�anc �es fejezd ki a � �atmenetval�osz��n}us�egi m�atrixszot G seg��ts�eg�evel!

24. feladat. Legyenek Z0; Z1; : : : f�uggetlen azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, �ugy hogy PfZi = 1g =
p, PfZi = 0g = 1 � p. Legyen S0 = 0, Sn = Z1 + : : : + Zn. �Allap��tsd meg az al�abbiak k�oz�ul mely

esetekben lesz Xn Markov l�anc. Azokban az esetekben ahol Xn Markov l�anc, add meg az �allapotteret �es az

�atmenetval�osz��n}us�egi m�atrixot. Egy�ebk�ent pedig mutass p�eld�at arra, hogy PfXn+1 = ijXn = j;Xn�1 = kg
nem f�uggetlen k-t�ol.

(a) Xn = Zn

(b) Xn = Sn

(c) Xn = S0 + : : :+ Sn

(d) Xn = (Sn; S0 + : : :+ Sn)

25. feladat. Egy bolha egy h�aromsz�og cs�ucspontjain ugr�al, �ugy hogy minden lehets�eges ugr�asnak ugyanakkora

a val�osz��n}us�ege. Mi annak a val�osz��n}us�ege, hogy az n-edik l�ep�es ut�an ugyanott lesz ahonnan indult?

Hogyan alakul ez a val�osz��n}us�eg, hogy ha a bolha k�etszer akkora val�osz��n}us�eggel ugrik az �oramutat�o j�ar�as�aval

megegyez}o ir�anyba, mint azzal ellent�etesen?
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26. feladat.* Egy szerencsej�at�ekos 2 doll�arral kezd j�atszani �es a legr�ovidebb id}o alatt el akarja �erni, hogy

10 doll�arra n�ovelje vagyon�at. A j�at�ekszab�aly a k�ovetkez}o. Egy szab�alyos �erm�et dobunk f�ol �es a j�at�ekosunk

el kell tal�alja, hogy fej vagy ��r�as lesz-e a dob�asb�ol. Ha eltal�alta akkor nyer annyi p�enzt amekkora a t�etje volt

(�es term�eszetesen a f�oltett p�enzt is visszakapja), ellenkez}o esetben elveszti a t�etj�et. A j�at�ekos a k�ovetkez}o

strat�egi�at v�alasztja. Mindaddig am��g 5 vagy ann�al kevesebb doll�arja van az eg�eszet f�olteszi, k�ul�onben pedig

csak annyit tesz f�ol amennyi nyer�ese eseten �epp arra elegend}o, hogy pont 10 doll�arja legyen.

Bizony��tsd be, hogy a szerencsej�at�ekos 1/5 val�osz��n}us�eggel fogja el�erni c�elj�at!

27. feladat.* Legyen fXng v�egtelen �allapot�u Markov l�anc a f0; 1 : : :g �allapott�eren az al�abbi �allapot�atmeneti

val�osz��n}us�egekkel:

p01 = 1; pi;i+1 + pi;i�1 = 1; pi;i+1 =

�
i+ 1

i

�2

pi;i�1; i � 1:

Mutasd meg, hogy ha X0 = 0, akkor annak a val�osz��n}us�ege, hogy Xn � 1 8 n � 1, 6=�2.

28. feladat. Az al�abbi �allapot�atmeneti m�atrixszal adott Markov l�anc eset�en mely �allapotok lesznek vissza-

t�er}ok �es melyek nem visszat�er}ok?

� =

0
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1=2 0 0 0 1=2

0 1=2 0 1=2 0

0 0 1 0 0

0 1=4 1=4 1=4 1=4

1=2 0 0 0 1=2

1
CCCCCCA

29. feladat.* Tegy�uk fel, hogy egy kocka cs�ucsain l�epeget�unk az al�abbi szab�aly szerint. Egy adott cs�ucsb�ol

a szomsz�edos 3 cs�ucs b�armelyik�ebe egyenl}o val�osz��n}us�eggel l�ep�unk, f�uggetlen�ul a kor�abbi l�ep�esekt}ol. Legyen

i a kezdeti cs�ucs �es o az i-vel szemk�ozti cs�ucs. Sz�am��tsd ki az al�abbi mennyis�egeket:

(a) az �atlagos l�ep�essz�am am��g visszat�er�unk i-be

(b) az o cs�ucs �erint�es�enek �atlagos sz�ama am��g el}osz�or visszat�er�unk i-be

(c) az �atlagos l�ep�essz�am am��g el}osz�or el�er�unk o-ba

30. feladat. Egy di�ak 3 k�onyvet tart a polc�an. Minden reggel v�eletlenszer}uen kiv�alaszt egy k�onyvet a

h�arom k�oz�ul, f�uggetlen�ul kor�abbi v�alaszt�asait�ol. Annak a val�osz��n}us�ege, hogy az i-edik k�onyvet v�alasztja

�i, ahol 0 < �i < 1, i = 1; 2; 3. Minden este a k�onyvet visszateszi a polc elej�ere. Jel�olj�uk pn-nel annak

a val�osz��n}us�eg�et, hogy az n-edik reggelen a di�ak a k�onyveit az 1,2,3 sorrendben tal�alja. Add meg a pn

val�osz��n}us�eget n!1 eset�en.

31. feladat. Tegy�uk fel, hogy van N darab eserny}onk, amelyeknek egy r�esz�et otthon egy m�asik r�esz�et a

munkahely�unk�on tartjuk. Minden reggel elmegy�unk a munkahely�unkre. Ha esik az es}o, �es van otthon

erny}onk, akkor magunkkal visz�unk egy erny}ot. Ugyan��gy, ha este elindulunk haza, �es esik az es}o, �es van

erny}onk a munkahelyen, akkor magunkkal visz�unk egyet. Ha nem esik az es}o, akkor nem visz�unk magunkkal

erny}ot. Hossz�u id}ore tekintve mi a val�osz��n}us�ege annak, hogy el�azunk, felt�eve hogy minden indul�asunkkor p

val�osz��n}us�eggel esik az es}o f�uggetlen�ul a kor�abbi id}oj�ar�ast�ol.
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32. feladat.* Egy opera�enekesn}o minden este koncertet kellene adjon. Minden este a fell�ep�es ut�an 1/2

val�osz��n}us�eggel visszavonul, �es a tov�abbi est�eken mindaddig nem l�ep fel �ujra, am��g a managere ki nem

engeszteli. Ezt a manager �ugy pr�ob�alja el�erni, hogy minden nap vir�agot k�uld az �enekesn}onek mindaddig,

am��g az vissza nem t�er. Ha x ezer doll�ar�ert v�as�arolt m�ar vir�agot az
p
x val�osz��n}us�eggel fogja kiengeszteli az

�enekesn}ot. Ha a manager minden koncerten 750 doll�art keres, mennyi p�enzt �erdemes vir�agra k�oltenie?

33. feladat. Bizony��tsd be, hogy minden f�uggetlen n�ovekm�eny}u folyamat Markov folyamat!

34. feladat. Legyen Y1;n; Y2;n; : : : ; Yn;n n f�uggetlen a (0; t) intervallumon egyenletes eloszl�as�u val�osz��n}us�egi

v�altoz�o. Legyen Zn = min(Y1;n; Y2;n; : : : ; Yn;n).

(a) Add meg a PfZn > xg val�osz��n}us�eget.

(b) Legyen t egy f�uggv�enye n-nek, �ugy hogy lim
n!1

n=t = �. Bizony��tsd be, hogy lim
n!1

PfZn > xg = e��x.

35. feladat.* Tekints�uk az al�abbi �allapot�atmeneti m�atrixszal adott Markov l�ancot

Pi;i+1 = pi; Pi;i�1 = qi = 1� pi; i = 0; 1; 2; : : : ;

ahol p0 = 1. Bizony��tsd be, hogy a l�anc pozit��v visszat�er}o akkor �es csak akkor, ha

1X
j=0

p0 : : : pj
q1 : : : qj+1

<1

36. feladat. Tekints�unk egy szerencsej�at�ekost, aki minden egyes j�at�ek alkalm�aval p val�osz��n}us�eggel nyer 1

doll�art �es q = 1 � p val�osz��n}us�eggel vesz��t 1 doll�art. Ha az egym�ast k�ovet}o j�at�ekok egym�ast�ol f�uggetlenek,

mi annak a val�osz��n}us�ege, hogy i doll�arral indulva a j�at�ekosnak N doll�arja lesz? (Term�eszetesen �ugy, hogy

k�ozben a vagyona egyszer sem cs�okken 0-ra).

37. feladat. N darab feh�er �es N darab fekete goly�o van sz�etosztva k�et urn�aba �ugy, hogy mindegyikben

pontosan N darab goly�o van. De�ni�aljuk a rendszer �allapot�at a k�ovetkez}ok�eppen. Az i-edik �allapot (i =

0; 1 : : : ; N) jelentse azt, hogy az els}o urn�aban i darab fekete goly�o van. Minden l�epesben egy-egy goly�ot

h�uzunk az els}o illetve a m�asodik urn�ab�ol. Azt a goly�ot amelyiket az els}o urn�ab�ol h�uztunk a m�asodik urn�aba

tessz�uk vissza, m��g a m�asodikb�ol h�uzottat az els}obe tessz�uk. Add meg a pij �allapot�atmeneti val�osz��n}us�egeket!

38. feladat. Tekints�uk a k�ovetkez}o �allapot�atmeneti val�osz��n}us�egekkel adott Markov l�ancot a 0; 1; 2; : : :

v�egtelen �allapott�eren.

P0;i = Pi > 0;

1X
i=0

Pi = 1;

1X
i=0

iPi <1

Pi;i�1 = 1 (i � 1)

Mutasd meg, hogy a l�anc irreducibilis, aperiodikus, pozit��v visszat�er}o �es add meg a stacion�arius eloszl�as�at!

39. feladat. Dobjunk egy szab�alyos dob�okock�avaln-szer egym�as ut�an �es tegy�uk fel, hogy a dob�asok egym�ast�ol

f�uggetlenek. Legyen Xn az �osszege az n dob�as sor�an kapott �ert�ekeknek. Sz�am��tsd ki a k�ovetkez}o hat�ar�ert�eket

lim
n!1

PfXn oszthat�o 13-malg:

40. feladat. Bizony��tsd be, hogy tetsz}oleges v�eges �allapot�u Markov l�ancnak nincs nulla visszat�er}o �allapota,

�es nem lehet az �osszes �allapota nem visszat�er}o!
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2. Folytonos idej}u Markov l�ancok

41. feladat. Tegy�uk fel, hogy bizonyos esem�enyek � param�eter}u Poisson folyamat szerint gener�al�odnak. A

feladatunk az, hogy sz�amoljuk a jelen id}opontig bek�ovetkezett esem�enyek sz�am�at. Azonban minden egyes

bek�ovetkezett esem�enyt csak p val�osz��n}us�eggel vesz�unk �eszre �es sz�amolunk meg. Bizony��tsd be, hogy ez a

sz�amol�o folyamat Poisson folyamat �p param�eterrel!

42. feladat. Legyen fN(t); t � 0g egy � param�eter}u Poisson folyamat. Sz�am��tsd ki a EfN(t)N(t + s)g
mennyis�eget!

43. feladat. Legyen fN1(t); t � 0g �es fN2(t); t � 0g k�et f�uggetlen Poisson folyamat �1 �es �2 param�eterekkel.

Mutasd meg, hogy fN1(t) +N2(t); t � 0g is egy Poisson folyamat �1 + �2 param�eterrel.

Bizony��tsd be azt is, hogy annak a val�osz��n}us�ege, hogy az fN1(t) + N2(t); t � 0g �osszetett folyamat els}o

bek�ovetkez}o esem�enye fN1(t); t � 0g-t}ol sz�armazik �1
�1+�2

, f�uggetlen�ul az els}o esem�eny bek�ovetkezt�enek

id}opontj�at�ol.

44. feladat. A 43. feladatban add meg annak a val�osz��n}us�eget, hogy N1(t) el�eri n-et miel�ott m�eg N2(t)

el�ern�e m-et!

45. feladat. Legyen fN(t); t � 0g egy � param�eter}u Poisson folyamat �es Y legyen egy pozit��v, fN(t); t � 0g-
t}ol f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Sz�am��tsd ki EfN(Y )g �es �2fN(Y )g mennyis�egeket!

46. feladat. Tegy�uk fel, hogy a vev}ok egy � param�eter}u Poisson folyamat szerint �erkeznek az �uzletbe.

V�egtelen sok kiszolg�al�o van �es a kiszolg�al�asi id}o exponenci�alis eloszl�as�u � param�eterrel. Mutasd meg, hogy a

t-edik id}opillanatban az �uzletben l�ev}o vev}ok sz�ama Q(t) egy sz�ulet�esi-hal�aloz�asi folyamatot alkot. Add meg

Q(t) hat�areloszl�as�at!
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