Példasor a ,, Tomegkiszolgalas informatikai rendszerekben” cimi

targyhoz

Osszeallitotta: Racz Andras

A *-gal megjelolt példak kicsit bonyolultabbak vagy id6igényesek.

1. Diszkrét ideji Markov lancok

1. feladat. Tekintsiik az {X,,} diszkrét Markov lancot az S = {1, 2} dllapottéren és az aldbbi dllapotatmeneti

matrixszal
p— 11—« Q .
B 1-p

Ha o, 8 > 0, add meg az n-edik 1épés utani dllapoteloszlast és mutasd meg, hogy létezik hatareloszlas!

2. feladat. Legyen:i ésj egy diszkrét idejii Markov lanc két allapota. Bizonyitsd be, hogy ha i és j egymasbdl
kélcsonésen elérhetd, vagyis In > 0, pE;-L) >0ésdm >0, p%n) > 0, akkor pozitiv annak a valdszintisége, hogy
1-bdl elérjiik a j-t anélkiil, hogy kézben visszatérnénk i-be.

3. feladat.* Bizonyitsd be, hogy ha a ldnc irreducibilis és visszatérd, akkor annak a valészinfisége, hogy
i-bél indulva valaha is elériink j-be 1-gyel egyenld!

4. feladat. Milyen a,b szamokra lesz a kévetkezé atmenetvaldsziniiség-matrixszal adott végtelen allapoti
Markov lanc stabil?

l1—a-5> a b 0 0
l—a-0> a b 0 0

II = 0 1—a-0 a b 0
0 0 l—a—-b a b

Legyen a =0 és b= 1/4. Mi ekkor a hatdreloszlds?

5. feladat. Tegyiik fel, hogy egy autdt 0.5 valdsziniiséggel mosnak le egy adott percben (ugyanekkora
valdszintiséggel egyet sem mosnak le). Legyen 0.6 annak a valdsziniisége, hogy egy adott percben nem
érkezik 1j auté az autémosoba és 0.4 valészintiséggel egy auté érkezik. Staciondrius eloszlast feltéve mi a
valdszintisége annak, hogy nem tudok beallni az autémosoba, ha ott az éppen mosott autéval egyiitt csak

hdrom auto varakozhat.

6. feladat. Tekintsiik az X, 11 = X,,+Wp41 mod 4 egyenlet dltal megadott { X,,} Markov ldncot, ahol a W,
sorozat egymastol és Xo-tol fiiggetlen, azonos eloszlasu, nemnegativ, egész értékii valésziniiségi valtozokbol

all (ciklikus bolyongés). Wy, milyen eloszldsa esetén lesz { X, } stabil és mi lesz {X,,} hatdreloszldsa?



7. feladat. Tekintsiik az adott dtmenet matrixu lancot.

1/2 0 1/2 0
o= o 1/2 0 1/2

O = O O O

(a) Irreducibilis-e a ldnc?
(b) Aperiodikus-e a ldnc?
(c) Pozitiv visszatéré-e a lanc?

8. feladat. Legyen a Markov lanc atmeneti matrixa a kévetkezo:

1/2 1/2 0
o=| 0 1/2 1/2
1 0 0

Tegytik fel, hogy Xg eloszldsa (0,1,0). Mi lesz az X3 eloszldsa?

9. feladat. Tekintsiik a kbvetkezd jatékot. Ha i Ft-ja van a jatékosnak (0 < i < N), akkor p valészintiséggel
nyer 1 Ft-ot, és 1 — p valdsziniiséggel veszit 1 Ft-ot (0 < p < 1). Ha 0 Ft-ja van, akkor 1 — p val6sziniiséggel
nem valtozik a pénze és p valoszintiséggel nyer 1 Ft-ot. Ha N Ft-ja van, akkor p valésziniiséggel nem valtozik
a vagyona, és 1 — p valészintiséggel veszit 1 Ft-ot. Ird fel az dtmeneti matrixot! A Markov ldnc stabil-e? Ha
igen, akkor add meg a hatdreloszlast! Ha nem, akkor indokold meg, hogy miért nincs hatdreloszlas!

10. feladat. Tekintsiik a harom &allapottal rendelkezé Markov lancot, melynek atmeneti matrixa

0.1 0.3 0.6
II=] 02 04 04
0.8 0.1 0.1

Tegyiik fel, hogy a lanc kiinduldsi dllapotanak eloszldsa: P{Xo =1} = 0.7, P{X, =2} = 0.2, P{X, =3} =
0.1. Mi lesz X eloszlasa?

11. feladat. Doéntsd el, hogy a megadott dtmeneti mdtrixszal rendelkezé Markov lanc
(a) irreducibilis-e?

(b) aperiodikus-e?

=
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aholp#0, ¢#0, p+qg=1.



12. feladat. Bizonyitsd be, hogy az aperiodikussdg érokl6dS tulajdonsdg irreducibilis ldncok esetén!

13. feladat. Legyen X;i,...X,,... fiiggetlen azonos eloszldsi valdszintiségi valtozok sorozata, P{X, =
0} =1/2, P{X,, = 1} = 1/2 eloszldssal. LegyenY, = X; + ...+ X,,. Bizonyitsd be, hogy {Y,} Markov
tulajdonsagu!

14. feladat. Tekintsiik a kévetkez6 m dtmenetmatrix altal megadott Markov lancot.

1/4 0 1/4 0 0 1/2
0 1/4 1/4 0 1/2 0
0 1/2 0 0 1/2

1/4 0 0 0 1/4 1/2
0 1/2 0 0 1/2 0
o 0 0 0 0 1

Stabil-e ez a ldnc?

15. feladat. Tekintsiik a kévetkezé dtmenetmatrix altal megadott Markov lancot.

0 1/2 1/2
o= 12 0 1/2
12 0 1/2

Pozitiv visszatéré-e?

16. feladat. Ha tegnap esett az esé, akkor legyen a annak a valésziniisége, hogy ma is esni fog. Ha tegnap
nem esett akkor annak a valdsziniisége, hogy ma esni fog legyen 3. Szamitsd ki az esé valszintiségének
hatareloszldsat!

17. feladat. Tegyiik fel, hogy egy druhdzban egy bizonyos drucikkre a heti kereslet fiiggetlen azonos eloszldsi
valészintiségi valtozo, a kévetkezs eloszlassal

P{heti kereslet = j} =a; j >0.

Tegytik fel, hogy az druhdz a kovetkezs (s, S) rendszer szerint rendel hetente uj drut. Ha a hét elején az
arukészlet legalabb s, akkor nem rendelnek; mig ha ennél kevesebb akkor pontosan annyit rendelnek, hogy
S-re foltoltsék az arukészletet. Vagyis, ha a készlet x, akkor a rendelés

0, hax>s
S—x, hazr<s

Azok a vasarldi igények, amelyeket nem tudnak azonnal kielégiteni, elvesznek. Jeloljiik X, -nel az drukészletet
az n-edik hét végén és az n-edik héten a vdsarldi igényt v,-nel. Add meg X,, dllapotdtmeneti matrixat!

18. feladat. (RANDOM WALK)

Tekintsiik a kovetkezd dllapotdtmeneti mdtrixszal adott végtelen dllapoti Markov ldncot (véletlen bolyon-
84s): Pii—1 =P, Piit1 =q¢=1-pVi>1,poo=p, po1 =q=1-p.

Bizonyitsd be az alabbi allitasokat:

(a) az allapotok nem visszatérdk, ha p # %



(b) az dllapotok nulla-visszatérdk, ha p = §

19. feladat.* (DOUBLY STOCHASTIC) Egy dtmenetvaldsziniiségi matrixot dupldn sztochasztikusnak neveziink,
ha az oszlopok dsszege is 1-et ad, vagyis ), p;j =1Vj € S.

(a) Bizonyitsd be, hogy egy véges dllapoti dupldn sztochasztikus dllapotdtmeneti mdtrix esetén minden
allapot pozitiv visszatérd.

(b) Bizonyitsd, hogy egy végtelen dllapotu irreducibilis, dupldn sztochasztikus ldnc esetén vagy minden

allapot nulla visszatéré vagy nem-visszatérs.

20. feladat.* Add meg egy M véges allapoti, irreducibilis, aperiodikus és dupldn sztochasztikus Markov
lanc hatareloszlasat!

21. feladat. (VIRUS MUTATION)
Tegyiik fel, hogy egy virus N kiilonb6z6 mutaciéban fordulhat el6. Minden egyes generacié vagy megmarad
az eredeti mutacioban 1 — a valészinitiséggelvagy o valdszintiséggel egy masik mutacioba alakul at. Mi a

val6szintisége annak, hogy az n-edik generdcié ugyanaz a mutdcié mint a kezdeti?

22. feladat. Legyen {X,} Markov ldnc II dtmenetvaldsziniiség matrixszal. Bizonyitsd be, hogy ha Y, =
Xy akkor {Y,,} is Markov Idnc I* dtmenetvaldszintiségmatrixszal.

23. feladat.* Legyen X valészintiségi valtozd, amely értékeit egy megszamlalhats I halmazbdl veszi. Legyen
Y1,Ys,... fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdsziniiségi valtozok sorozata. Tekintsiik
adottnak a kévetkezé G fiiggvényt:

G:1Ix][0,1]—=1,

és definidljuk X ,-et a kévetkezd rekurzié szerint:
Xn+1 = G(Xna Yn+1)-

Bizonyitsd be, hogy {X,} Markov ldnc és fejezd ki a II dtmenetvaldsziniiségi matrixszot G segitségével!

24. feladat. Legyenek Zy, Z1,. .. fiiggetlen azonos eloszldsi valésziniiségi valtozok, gy hogy P{Z; =1} =
p, P{Z; =0} = 1—p. Legyen Sy =0, S, = Z1 + ...+ Z,. Allapitsd meg az aldbbiak ko6ziil mely
esetekben lesz X,, Markov ldnc. Azokban az esetekben ahol X,, Markov ldnc, add meg az allapotteret és az
dtmenetvaldsziniiségi matrixot. Egyébként pedig mutass példat arra, hogy P{X,+1 =X, = j, X1 =k}
nem fiiggetlen k-tol.

(a) X =27y

(b) Xn =5,

(¢) Xp=580+...+Sn

(d) X, = (Sp,So+-..+Sn)

25. feladat. Egy bolha egy haromszog csicspontjain ugral, 1igy hogy minden lehetséges ugrasnak ugyanakkora
a valészintisége. Mi annak a valésziniisége, hogy az n-edik 1épés utan ugyanott lesz ahonnan indult?
Hogyan alakul ez a val6sziniiség, hogy ha a bolha kétszer akkora valésziniiséggel ugrik az éramutato jarasaval

megegyez6 iranyba, mint azzal ellentétesen?



26. feladat.* Egy szerencsejdtékos 2 dolldrral kezd jatszani és a legrévidebb id8 alatt el akarja érni, hogy
10 dolldrra névelje vagyonat. A jatékszabdly a kovetkezd. Egy szabdlyos érmét dobunk f6l és a jatékosunk
el kell taldlja, hogy fej vagy irds lesz-e a dobasbdl. Ha eltaldlta akkor nyer annyi pénzt amekkora a tétje volt
(és természetesen a foltett pénzt is visszakapja), ellenkezs esetben elveszti a tétjét. A jatékos a kovetkezd
stratégiat valasztja. Mindaddig amig 5 vagy annal kevesebb dollarja van az egészet folteszi, kiilébnben pedig
csak annyit tesz f6l amennyi nyerése eseten épp arra elegendd, hogy pont 10 dollarja legyen.

Bizonyitsd be, hogy a szerencsejatékos 1/5 valészintiséggel fogja elérni céljat!

27. feladat.* Legyen {X,,} végtelen dllapoti Markov ldnc a {0,1...} dllapottéren az aldabbi dllapotdtmeneti

valdszintiségekkel:

i+1
i

2
por =1, piiy1 +Dii—1 =1, piip1 = ( ) Dii—1, &> 1.

Mutasd meg, hogy ha Xo = 0, akkor annak a valdsziniisége, hogy X,, > 1V n > 1, 6/x>.

28. feladat. Az aldabbi dllapotatmeneti matrixszal adott Markov lanc esetén mely allapotok lesznek vissza-

térék és melyek nem visszatérSk?

/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
m= o 0o 1 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
/2 0 0 0 1/2

29. feladat.* Tegyiik fel, hogy egy kocka csiicsain lépegetiink az alabbi szabaly szerint. Egy adott csticsbdl
a szomszédos 3 csucs barmelyikébe egyenls valbszintiséggel lépiink, fiiggetlentil a korabbi Iépésektsl. Legyen
1 a kezdeti csics és o az i-vel szemkozti csics. Szamitsd ki az alabbi mennyiségeket:

(a) az atlagos lépésszam amig visszatériink i-be
(b) az o csiics érintésének dtlagos szdma amig el6szor visszatériink i-be
(c) az dtlagos lépésszam amig el6szor elériink o-ba

30. feladat. Egy diak 3 konyvet tart a polcan. Minden reggel véletlenszeriien kivalaszt egy kényvet a
hdrom koéziil, fiiggetleniil kordbbi valasztasaitol. Annak a valdsziniisége, hogy az i-edik kényvet valasztja
a;, ahol 0 < a; < 1, i = 1,2,3. Minden este a kényvet visszateszi a polc elejére. Jeloljiik p,-nel annak
a valészintiségét, hogy az n-edik reggelen a didk a konyveit az 1,2,3 sorrendben taldlja. Add meg a p,
valdszintiséget n — oo esetén.

31. feladat. Tegyiik fel, hogy van N darab esernyénk, amelyeknek egy részét otthon egy mdsik részét a
munkahelyiinkén tartjuk. Minden reggel elmegyiink a munkahelyiinkre. Ha esik az esS, és van otthon
ernybnk, akkor magunkkal visziink egy erny6t. Ugyanigy, ha este elindulunk haza, és esik az esé, és van
erny6nk a munkahelyen, akkor magunkkal visziink egyet. Ha nem esik az es6, akkor nem visziink magunkkal
ernyGt. Hosszii idére tekintve mi a valdszintisége annak, hogy eldzunk, feltéve hogy minden induldsunkkor p

val6szintiséggel esik az esé fiiggetleniil a korabbi idGjardstol.



32. feladat.* Egy operaénekesnd minden este koncertet kellene adjon. Minden este a fellépés utdn 1/2
valosziniliséggel visszavonul, és a tovabbi estéken mindaddig nem Iép fel djra, amig a managere ki nem
engeszteli. Ezt a manager gy prébalja elérni, hogy minden nap virdgot kiild az énekesnének mindaddig,
amig az vissza nem tér. Ha x ezer dolldrért vdsdrolt mar virdgot az \/x valészintiséggel fogja kiengeszteli az
énekesndt. Ha a manager minden koncerten 750 dollart keres, mennyi pénzt érdemes virdgra kéltenie?

33. feladat. Bizonyitsd be, hogy minden fiiggetlen névekményii folyamat Markov folyamat!

34. feladat. Legyen Y: ,,,Ya,,..., Y, n fiiggetlen a (0,¢) intervallumon egyenletes eloszldsd valdsziniiségi
valtozd. Legyen Z, = min(Y1 n, Y2 n, ..., Yo n).

(a) Add meg a P{Z,, > x} valdsziniiséget.
(b) Legyen t egy fiiggvénye n-nek, gy hogy nh_}rr;o n/t = \. Bizonyitsd be, hogy nh_}rr;o P{Z, >z} =e ",
35. feladat.* Tekintsiik az aldbbi dllapotatmeneti matrixszal adott Markov ldncot
Piivi=pi, Piioi=q=1-p;, 1=0,1,2,...,

ahol py = 1. Bizonyitsd be, hogy a ldnc pozitiv visszatéré akkor és csak akkor, ha

Z DPo-..-Dj < 00

im0 It

36. feladat. Tekintsiink egy szerencsejatékost, aki minden egyes jaték alkalmaval p valésziniliséggel nyer 1
dollart és ¢ = 1 — p valbszintiséggel veszit 1 dollart. Ha az egymast kévets jatékok egymastol fiiggetlenek,
mi annak a valdszintisége, hogy i dolldrral indulva a jatékosnak N dolldrja lesz? (Természetesen gy, hogy

kézben a vagyona egyszer sem csikken 0-ra).

37. feladat. N darab fehér és N darab fekete golyé van szétosztva két urndba iigy, hogy mindegyikben
pontosan N darab golyé van. Definidljuk a rendszer dllapotdt a kovetkez6képpen. Az i-edik allapot (i =
0,1...,N) jelentse azt, hogy az els6 urndban i darab fekete golyé van. Minden lépesben egy-egy golyot
hiizunk az elsé illetve a mdsodik urnabdl. Azt a golyét amelyiket az els6 urndbdl hiiztunk a mdsodik urndba
tessziik vissza, mig a masodikbdl hiizottat az els6be tessziik. Add meg a p;; dllapotdtmeneti valdszintiségeket!

38. feladat. Tekintsiik a kovetkezs allapotatmeneti valdsziniliségekkel adott Markov lancot a 0,1,2,...
végtelen allapottéren.

P()’i =P > 0, iPi =1, iipi < 0
=0 =0

Pi1=1 (i>1)
Mutasd meg, hogy a ldnc irreducibilis, aperiodikus, pozitiv visszatéré és add meg a staciondrius eloszlasat!

39. feladat. Dobjunk egy szabalyos dobékockaval n-szer egymas utan és tegyiik fel, hogy a dobasok egymastol
fiiggetlenek. Legyen X, az dsszege az n dobds sordn kapott értékeknek. Szamitsd ki a kévetkez6 hatarértéket

lim P{X,, oszthaté 13-mal}.

n—o0

40. feladat. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges véges allapoti Markov lancnak nincs nulla visszatéré allapota,

és nem lehet az Gsszes allapota nem visszatérs!



2. Folytonos idejii Markov lancok

41. feladat. Tegytik fel, hogy bizonyos események A paraméterti Poisson folyamat szerint generalédnak. A
feladatunk az, hogy szamoljuk a jelen idépontig bekévetkezett események szamdt. Azonban minden egyes
bekévetkezett eseményt csak p valdsziniiséggel vesziink észre és szamolunk meg. Bizonyitsd be, hogy ez a

szamol6 folyamat Poisson folyamat Ap paraméterrel!

42. feladat. Legyen {N(t),t > 0} egy X paraméterii Poisson folyamat. Szamitsd ki a E{N(t)N(t + s)}

mennyiséget!

43. feladat. Legyen {Ny(t),t > 0} és {N2(t),t > 0} két fiiggetlen Poisson folyamat Ay és Ay paraméterekkel.
Mutasd meg, hogy {Ni(t) + Na(t),t > 0} is egy Poisson folyamat Ay + Ay paraméterrel.

Bizonyitsd be azt is, hogy annak a valésziniisége, hogy az {Ny(t) + Na(t),t > 0} Osszetett folyamat elsd

A1
Ar+A2?

bekévetkez eseménye {Ni(t),t > 0}-t8l szdrmazik fiiggetleniil az els6 esemény bekévetkeztének

idépontjatol.

44. feladat. A 43. feladatban add meg annak a valésziniiséget, hogy Ni(t) eléri n-et miel6tt még Ns(t)

elérné m-et!

45. feladat. Legyen {N(t),t > 0} egy )\ paraméterii Poisson folyamat ésY legyen egy pozitiv, {N(t),t > 0}-
tdl fiiggetlen valdszintiségi valtozo. Szdmitsd ki E{N(Y)} és o>{N(Y)} mennyiségeket!

46. feladat. Tegyiik fel, hogy a vevok egy A paraméterti Poisson folyamat szerint érkeznek az iizletbe.
Végtelen sok kiszolgalé van és a kiszolgalasi id6 exponencidlis eloszlasu p paraméterrel. Mutasd meg, hogy a
t-edik idépillanatban az iizletben 1évé vevék szama Q(t) egy sziiletési-haldlozdsi folyamatot alkot. Add meg
Q(t) hatdreloszlasat!



