
Inform�aci�oelm�elet p�eldat�ar�Ossze�all��totta: Gy�or� L�aszl�o1. feladat. (Egy�ertelm}u dek�odolhat�os�ag alternat��v defin��ci�oja) Nevezz�unk egy f : X ! Y�k�odot egy�ertelm}uen dek�odolhat�onak, ha az u = u1 � � �uk �es v = v1 � � � vk �uzenetekre (itt u1; vi; : : : ; uk; vk 2X ) f(u1)f(u2) � � � f(uk) = f(v1)f(v2) � � � f(vk)eset�en ui = vi minden i-re. Teh�at, az �or�an elhangzott de�n��ci�oval ellent�etben most azt is megk�ovetelj�uk,hogy b�armely k�et k�ul�onb�oz}o, azonos hossz�us�ag�u �uzenet k�odja is k�ul�onb�ozz�on. Bizony��tsd be, hogy a k�etde�n��ci�o ekvivalens!2. feladat. (Az optim�alis k�od �atlagos sz�ohossza) Mutasd meg, hogy az optim�alis bin�aris k�od �atlagossz�ohossza tetsz}olegesen k�ozel lehet H(X) + 1-hez. (Amin�el azonban, ahogy azt �or�an l�ettuk, mindig kisebb.)Pontosabban, b�armely kis � > 0 sz�amhoz adj meg egy olyan eloszl�ast az X forr�as�ab�ec�en, hogy az optim�alisbin�aris k�od �atlagos sz�ohossz�ara Ejf(X)j > H(X) + 1� �teljes�ulj�on.3. feladat.* (Egyenl}os�eg a Kraft egyenl}otlens�egben) Nevezz�unk egy f pre�x k�odot teljesnek, hab�armely �uj k�odsz�o hozz�aad�as�aval a k�od elveszti pre�x tulajdons�ag�at. Egy x stringet dek�odolhatatlannaknevez�unk, ha nem lehet k�odszavak egym�as ut�an ��r�as�aval olyan stringet kapni, amelynek x a pre�xe. Mutasdmeg, hogy a k�ovetkez}o h�arom �all��t�as ekvivalens:(a) f teljes,(b) nem l�etezik f -re n�ezve dek�odolhatatlan string,(c) nPi=1 s�li = 1, ahol s a k�od�ab�ec�e elemsz�ama, li az i-edik k�odsz�o hossza, �es n a k�odszavak sz�ama.4. feladat. (Rossz k�odok) A k�ovetkez}o bin�aris k�odok melyike nem lehet semmilyen eloszl�as Hu�mannk�odja? Mindegyik v�alaszod indokold meg, azaz ha nincs ilyen eloszl�as, akkor magyar�azd meg, mi�ert, hapedig van, akkor adj meg egy olyat!(a) 0, 10, 111, 101(b) 00, 010, 011, 10, 110(c) 1, 000, 001, 010, 0115. feladat. Legyen az X forr�as�ab�ec�e �otelem}u, a k�ovetkez}o val�osz��n}us�egekkel: 0:4; 0:35; 0:1; 0:1; 0:05. Mennyiaz eloszl�as entr�opi�aja? Konstru�ald meg az el}oz}o feladatban szerepl}o bin�aris Shannon-Fano k�odot, illetvekonstru�alj bin�aris pre�x k�odot az li = d� log p(xi)e k�odhossz�us�agokkal az �or�an bemutatott m�odon (a k�odbin�aris f�aval val�o reprezent�al�as�aval). Mennyi az �atlagos k�odsz�ohossz?1



6. feladat.* (A Shannon-Fano k�od majdnem optim�alis) Legyen l(x) = llog 1p(x)m a bin�aris Shannon-Fano k�odban a forr�as�ab�ec�e x 2 X elem�ehez tartoz�o k�odszav�anak hossz�us�aga, ahol p(x) = PfX = xg. Legyenl0(x) egy tetsz}oleges egy�ertelm}uen dek�odolhat�o k�od x-hez rendelt k�odszav�anak hossz�us�aga. Bizony��tsd be,hogy b�armely c > 1 sz�amra Pfl(X) � l0(X) + cg � 12c�1 ;teh�at p�eld�aul annak a val�osz��n}us�ege, hogy egy v�eletlenszer}uen v�alasztott forr�asszimb�olum l0 k�odszava �ottelr�ovidebb, mint a megfelel}o Shannon-Fano k�odsz�o, kisebb, mint 1=16.7. feladat. Egy k�etforintost addig dobunk fel, am��g ��r�ast nem kapunk. Jel�olje az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adob�asok sz�am�at. Mennyi az X entr�opi�aja?8. feladat. (Egyenletesebb eloszl�as entr�opi�aja nagyobb) Mutasd meg, hogy a(p1; : : : ; pi; : : : ; pj : : : ; pn)eloszl�as entr�opi�aja nem lehet nagyobb, mint a(p1; : : : ; pi + pj2 ; : : : ; pi + pj2 : : : ; pn)eloszl�as entr�opi�aja.9. feladat.* (Egyenletesebb eloszl�as optim�alis k�odja rosszabb) Tekints�uk ap = (p1; : : : ; pi; : : : ; pj : : : ; pn) illetve q = (p1; : : : ; pi + pj2 ; : : : ; pi + pj2 : : : ; pn)eloszl�asokat. Mutasd meg, hogy a q eloszl�ashoz tartoz�o optim�alis (minim�alis �atlagos sz�ohossz�us�ag�u) k�od�atlagos sz�ohossz�us�aga (q szerint) nem lehet kisebb, mint a p eloszl�ashoz tartoz�o optim�alis k�od �atlagossz�ohossz�us�aga (p szerint).10. feladat. (Inform�aci�os divergencia) Legyen p = (p1; : : : ; pn) �es q = (q1; : : : ; qn) k�et val�osz��n}us�egeloszl�as, �es de�ni�aljuk a k�et eloszl�as k�oz�otti "inform�aci�os t�avols�agot" aD(pjq) = nXi=1 pi log piqikifejez�essel. (A mennyis�eget gyakran inform�aci�os divergenci�anak, relat��v entr�opi�anak, vagy Kullback-Leiblert�avols�agnak nevezik.) L�assuk be a k�ovetkez}o tulajdons�agokat:� B�armely k�et eloszl�asra D(pjq) � 0, �es egyenl}os�eg pontosan akkor teljes�ul, ha p = q.� H(p) = logn � D(pju), ahol H(p) jel�oli a p eloszl�as entr�opi�aj�at, u pedig az egyenletes eloszl�ast azf1; : : : ; ng halmazon.11. feladat. (Rosszul ismert eloszl�as) Tegy�uk fel, hogy az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�asa p =(p1; : : : ; pn), de ez az eloszl�as nem pontosan ismert, helyette a q = (q1; : : : ; qn) eloszl�as adott, �es ennekismeret�eben k�esz��t�unk Shannon-Fano k�odot, melynek k�odsz�ohossz�us�agai teh�at li = llog 1qi m, i = 1; : : : ; n.Mutasd meg, hogy a kapott k�od �atlagos k�odsz�ohossz�us�ag�araH(p) +D(pjq) � nXi=1 pili < H(p) +D(pjq) + 1teljes�ul. Ez azt jelenti, hogy az �ar, amelyet az eloszl�as pontatlan ismeret�e�ert �zet�unk k�or�ulbel�ul az inform�aci�osdivergenci�aval egyezik meg (ami sohasem lehet negat��v, teh�at semmik�eppen sem nyerhet�unk!).2



12. feladat.* (�Uget}o) Egy l�oversenyen n l�o fut, �es az i-edik p(i) val�osz��n}us�eggel nyer. A bukm�eker az i-edikl�ora tett p�enz o(i)-szeres�et �zeti vissza (ahol o(i) > 0), ha az nyer, minden m�as helyez�esn�el elv�esz a fogadottp�enz. A versenyt k-szor futj�ak le, minden futamban v�altozatlanok az es�elyek �es az oddszok. Jel�olj�ek azX1; : : : ; Xk val�osz��n}us�egi v�altoz�ok az egyes futamok nyertes lovainak sorsz�amait. Tegy�uk fel, hogy egys�egnyip�enzzel indulunk, minden k�orben "befektetj�uk" az �osszes p�enz�unket, �es minden k�orben ugyanolyan ar�anybanosztjuk el az egyes lovak k�oz�ott: az i-edik l�ora p�enz�unk b(i)-szeres�et tessz�uk (Pni=1 b(i) = 1). Vil�agos, hogya k futam ut�an Sk = kYi=1 b(Xi)o(Xi)p�enz�unk van. Egy adott p = (p(1); : : : ; p(n)) eloszl�asra �es b = (b(1); : : : ; b(n)) fogad�asi strat�egi�ara legyenW (b;p) = E log(b(X1)o(X1)) = nXi=1 p(i) log(b(i)o(i)):Mutasd meg, hogy Sk � 2kW (b;p);ahol ak � bk jelent�ese limk!1 1k log akbk = 0, �es a fenti konvergenci�at val�osz��n}us�egben (sztochasztikusan)�ertjuk. L�atszik teh�at, hogy hossz�u t�avon W (b;p) maximaliz�al�asa eredm�enyezi a legnagyobb j�ovedelmet.Bizony��tsd be, hogy b optim�alis �ert�eke b = p, teh�at p�enz�unket a val�osz��n}us�egek ar�any�aban kell elosztani,f�uggetlen�ul az oddszok �ert�ek�et}ol (!!!).13. feladat. (Shannon-Fano �es Huffman k�od) Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�asa(1=3; 1=3; 1=4; 1=12):Konstru�alj Hu�mann k�odot ehhez az eloszl�ashoz. Mutasd meg, hogy k�et k�ul�onb�oz}o optim�alis k�od is van,azaz, hogy az (1; 2; 3; 3), �es a (2; 2; 2; 2) k�odsz�ohossz�us�agokkal adott mindk�et k�od optim�alis. Vond le ak�ovetkeztet�est, hogy l�etezik olyan optim�alis k�od, amelynek van a megfelel}o Shannon-Fano k�od�en�al hosszabbk�odszava is.14. feladat.* Egy X val�osz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�as�ab�ol egym�ast�ol f�uggetlen�ul sorsolt szimb�olumokat be-t}unk�ent optim�alisan (Hu�mann k�oddal) k�odolt�ak. Egy hat hossz�us�ag�u �uzenet k�odol�as�anak eredm�enye az10110000101 string. Azt tudjuk, hogy a forr�as�ab�ec�e �ot elem}u, a forr�as eloszl�as�ar�ol azonban csak az is-mert, hogy az egyes szimb�olumok val�osz��n}us�egeit a f0; 4; 0; 3; 0; 2; 0; 05; 0; 05g, �es f0; 3; 0; 25; 0; 2; 0; 2; 0; 05geloszl�asok egyike adja meg. �Allap��tsuk meg a forr�as eloszl�as�at!15. feladat. (Titkos��t�as) Legyenek X �es Z bin�aris (0-1 �ert�ek}u) f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok. Elosz-l�asukat PfX = 1g = p �es PfZ = 1g = 1=2 adja meg. Legyen Y = X � Z, ahol � modulo 2 �osszead�astjel�ol. X felfoghat�o, mint titkos��tand�o �uzenet, Z a titkos kulcs, �es Y a rejtjelezett �uzenet. Sz�amold ki ak�ovetkez}o mennyis�egeket: H(X); H(X jZ); H(X jY ); H(X jY; Z); I(X ;Y ); I(X ;Z); I(X ; (Y; Z)). �Ertelmezd akapott eredm�enyeket, p�eld�aul azt, hogy mit jelent az I(X ;Y )-ra kapott sz�am.16. feladat. (Egyenl}otlens�egek) Legyenek X;Y �es Z tetsz}oleges (v�eges �ert�ekk�eszlet}u) val�osz��n}us�egiv�altoz�ok. Bizony��tsd be a k�ovetkez}o egyenl}otlens�egeket:� H(X;Y jZ) � H(X jZ), 3



� I((X;Y );Z) � I(X ;Z),� H(X;Y; Z)�H(X;Y ) � H(X;Z)�H(X).17. feladat.* (K�artyapakli kever�ese n�oveli a rendezetlens�eget) Legyen X egy tetsz}oleges val�o-sz��n}us�egi v�altoz�o , amely �ert�ekeit az f1; 2; : : : ; 52g halmazb�ol veszi fel. Legyen T az 1; 2; : : : ; 52 sz�amok egyv�eletlen permut�aci�oja, azaz T (1); T (2); : : : ; T (52) a f1; 2; : : : ; 52g halmaz elemeinek egy v�eletlen �atrendez�ese.(Feltessz�uk, hogy T f�uggetlen X-t}ol.) Bizony��tsd be, hogyH(T (X)) � H(X):18. feladat. (Futamhossz k�odol�as) Legyenek X1; : : : ; Xn bin�aris val�osz��n}us�egi v�altoz�ok. Jel�olje R =(R1; R2; : : :) az egyes szimb�olumok el}ofordul�asainak futamhosszait. Teh�at p�eld�aul az 1110010001111 soro-zathoz R = (3; 2; 1; 3; 4) tartozik. Hogyan viszonyul egym�ashoz H(X1; : : : ; Xn); H(R) �es H(R; Xn)?19. feladat. (Markov-l�anc entr�opi�aja) LegyenX = X1; X2; : : : egy bin�aris, stacion�arius Markov l�anc,amely �allapot�atmenetei a k�ovetkez}ok:PfX2 = 0jX1 = 0g = p; PfX2 = 1jX1 = 0g = 1�p; PfX2 = 0jX1 = 1g = 1� p2 ; PfX2 = 1jX1 = 1g = 1 + p2 :Mennyi PfX1 = 0g? Mennyi a forr�as entr�opi�aja?20. feladat.* (A termodinamika m�asodik f}ot�etele) LegyenX = X1; X2; : : : egy stacion�arius Markov-l�anc. Mutasd meg, hogy H(XnjX1) monoton n}o, ahogy n n�ovekszik. (Annak ellen�ere, hogy a stacionarit�asmiatt nyilv�an H(Xn) nem v�altozik.)21. feladat. (Bin�aris entr�opiaf�uggv�eny tulajdons�agai) Legyen a [0; 1] intervallumon �ertelmezetth f�uggv�eny �ert�eke h(x) = �x logx � (1 � x) log(1 � x), ha x 2 (0; 1), �es h(0) = h(1) = 0. Mutassuk meg,hogy h rendelkezik a k�ovetkez}o tulajdons�agokkal:� 1=2 k�or�ul szimmetrikus;� [0; 1] minden pontj�aban folytonos;� [0; 1=2]-ben szigor�uan monoton n�ovekv}o;� szigor�uan konk�av.22. feladat. (Vissza a j�ov}obe) Legyen : : : ; X�2; X�1; X0; X1; X2; : : : val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy sta-cion�arius sorozata. Mutasd meg, hogyH(X0jX�1; X�2; : : : ; X�n) = H(X0jX1; X2; : : : ; Xn);azaz, a jelen felt�eteles entr�opi�aja a m�ulttal, �es j�ov}ovel, mint felt�etellel megegyezik.23. feladat. Legyenek a Z stacion�arius Markov-l�anc �allapotai a 0; 1; : : : ; 255 sz�amok. Legyenek az �alla-pot�atmenet val�osz��n}us�egek az al�abbi 256 � 256-os m�atrix-szal adottak. (A m�atrix i-edik sor�anak j-edik
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oszlop�aban a PfZ2 = jjZ1 = ig val�osz��n}us�eg tal�alhat�o.) Mi a Markov-l�anc stacion�arius eloszl�asa? Mennyi aforr�as entr�opi�aja? K�esz��ts j�o egy�ertelm}uen dek�odolhat�o, v�altoz�o sz�ohossz�us�ag�u blokk-k�odot!2666666666664
1=2 1=4 1=4 0 0 0 � � � 00 1=2 1=4 1=4 0 0 � � � 00 0 1=2 1=4 1=4 0 � � � 0... ...0 0 � � � 0 1=2 1=4 1=41=4 0 0 � � � 0 1=2 1=41=4 1=4 0 � � � 0 0 1=2

377777777777524. feladat. Az al�abbi �abra egy Z = Z1; Z2; : : : Markov-l�anc m}uk�od�es�et ��rja le. Tegy�uk fel, hogy a l�ancot astacion�arius eloszl�asb�ol ind��tjuk.
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(1+p)/2Legyen tov�abb�a Y1; Y2; : : : f�uggetlen, azonos eloszl�as�u bin�aris val�osz��n}us�egi v�altoz�ok sorozata, ahol P (Yi =0) = 13 . De�ni�aljuk az X = X1; X2; : : : forr�ast az Xi = 2Zi + Yi egyenlettel. Mennyi az X forr�as entr�opi�ajafelt�eve, hogy Z1; Z2; : : : f�uggetlen Y1; Y2; : : :-t}ol?25. feladat. (Ism�etl�eses k�od) K�et �uzenet (0 �es 1) egyik�et szeretn�enk egy p hibaval�osz��n}us�eg}u bin�arisszimmetrikus csatorn�an tov�abb��tani. �Alljon a csatornak�od a (000) �es (111) k�odszavakb�ol, vagyis az �uzenet-bitet egyszer}uen h�aromszor k�uldj�uk �at a csatorn�an. Dek�odol�askor t�obbs�egi d�ont�est hozunk, azaz azt aszimb�olumot v�alasztjuk, amely legal�abb k�etszer szerepel a csatorna kimenet�en megjelen}o h�arom bit k�oz�ul.Mutasd meg, hogy a dek�odol�as hibaval�osz��n}us�ege Pe = Pe;1 = Pe;2 = 3p2 � 2p3.26. feladat. (Parit�asbit haszn�alata visszacsatol�asos csatorn�an) A gyakorlatban rendk��v�ul gyak-ran haszn�alt k�odol�asi m�odszer az, hogy az �uzenet bin�aris stringet egy bittel meghosszabb��tjuk, �es ez a bit�eppen a string bitjeinek bin�aris �osszege (parit�asbit). Ez a k�od term�eszetesen hibajav��t�asra nem alkalmas,azonban, ha p�aratlan sz�am�u hiba t�ort�enik �atvitel sor�an, akkor azt a dek�odol�o �eszreveszi, �es ha van visszacsa-tol�as a csatorn�an, akkor az �uzenet ism�etelt k�uld�es�et k�erheti. A legegyszer}ubb eset a k�ovetkez}o: Tekints�unkegy bin�aris szimmetrikus csatorn�at p hibaval�osz��n}us�eggel. Csak�ugy, mint az el}oz}o p�eld�aban, az �uzenet a 0�es 1 szimb�olumok valamelyike. A k�odol�asi szab�aly szerint, ha az �uzenet 0, akkor a (00) k�odsz�ot k�uldj�uk�at a csatorn�an, m��g 1 eset�en az (11) k�odsz�ot. Dek�odol�askor, ha a k�et vett bit megegyezik, akkor annakmegfelel}oen d�ont�unk, ha pedig nem, akkor �ujabb k�uld�est ig�enyl�unk. Bizony��tsd be, hogy ekkor a dek�odol�ashibaval�osz��n}us�ege Pe = Pe;1 = Pe;2 = p21� 2p+ 2p2 ;tov�abb�a, hogy egy �uzenetbit tov�abb��t�as�ahoz �atlagosan21� 2p+ 2p25



bitet kell a csatorn�an �atk�uldeni. Hasonl��tsd �ossze ezeket a sz�amokat az el}oz}o p�elda eredm�eny�evel! L�atszik,hogy ha p kicsi (kisebb, mint (1 � 1=p3)=2), akkor kevesebb bit tov�abb��t�as�aval kisebb hibaval�osz��n}us�egettudtunk el�erni a visszacsatol�asnak k�osz�onhet}oen. M�asr�eszt azonban meglep}o, de bebizony��that�o, hogy avisszacsatol�as nem n�oveli a csatornakapacit�ast, azaz, visszacsatol�as n�elk�ul is mindig el�erhet}o ugyanaz ajelsebess�eg �es hibaval�osz��n}us�eg, legfeljebb hosszabb blokkokat kell haszn�alni.27. feladat. Mennyi az �abr�an l�athat�o k�et csatorna kapacit�asa?
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1Tegy�uk fel most, hogy a k�et csatorn�at egyszerre haszn�aljuk, azaz a bemeneti 0,1, vagy 2 szimb�olumot mindk�etcsatorn�an tov�abb��tjuk. �Igy egy olyan csatorn�ahoz jutottunk, amelynek h�arom lehets�eges bemenete, �es n�egykimenete van. Mennyi az �uj csatorna kapacit�asa? Mutasd meg, hogy mindh�arom csatorna eset�en van olyanR = C jelsebess�eg}u k�od, amely nulla hibaval�osz��n}us�eggel dek�odolhat�o.28. feladat. (Mod 11 csatorna) Legyen egy diszkr�et mem�oriamentes csatorna bemenete U 2 f0; 1; : : : ; 10g.A csatorna kimenet�et, V -t a V = U + Z (mod 11) egyenlet hat�arozza meg, ahol Z f�uggetlen U -t�ol �esPfZ = 1g = PfZ = 2g = PfZ = 3g = 13 :a, Hat�arozd meg a csatorna kapacit�as�at!b, Adj maxim�alis jelsebess�eg}u, egy-hossz�u blokkokat k�odol�o csatornak�odot, melyet 0 hibaval�osz��n}us�eggellehet dek�odolni! Mekkora az ��gy el�erhet}o legnagyobb jelsebess�eg?29. feladat. Az �abr�an l�athat�o blokks�em�an U;Z �es W f�uggetlen bin�aris val�osz��n}us�egi v�altoz�ok , � pedigmodulo 2 �osszead�ast jel�ol. Az elrendez�es meghat�aroz egy bin�aris csatorn�at, melynek bemenete U , kimeneteV .(a) Mennyi a csatorna kapacit�asa, ha PfZ = 1g = p �es PfW = 1g = q?(b) Ha az els}o � m}uveletet kicser�elj�uk bin�aris "vagy" m}uveletre, a m�asodikat bin�aris "�es" m}uveletre, akkorp = 1=3 �es q = 3=4 eset�en mi a csatorna kapacit�asa?
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30. feladat. (BSC-k kaszk�adja) Kapcsoljunk egym�as ut�an k darab bin�aris szimmetrikus csatorn�at,melyek mindegyik�enek hibaval�osz��n}us�ege p. Mutasd meg, hogy a kapott csatorna ekvivalens egy bin�aris6



szimmetrikus csatorn�aval, amely hibaval�osz��n}us�ege 12 (1 � (1 � 2p)k), azaz, a csatorna kapacit�asa null�ahoztart, ahogy k tart v�egtelenhez. (Az inform�aci�oelm�elet megsz�ulet�esekor az jelentette az egyik legnagyobbmeglepet�est, hogy ha az egyes csatorn�ak k�oz�e k�odol�okat �es dek�odol�okat tesz�unk, akkor az egyes elemicsatorn�ak kapacit�as�anak megfelel}o jelsebess�eg mellett tetsz}olegesen kis hibaval�osz��n}us�eg �erhet}o el. M�assz�oval, az �atvitel tulajdons�agai megjav��that�oak az �atviv}o k�ozegbe iktatott k�odol�ok �es dek�odol�ok seg��ts�eg�evel,an�elk�ul, hogy a k�ozeg �zikai tulajdons�agait megv�altoztatn�ank.)31. feladat. (T�orl�eses csatorna kapacit�asa) Bizony��tsd be, hogy a p hibaval�osz��n}us�eg}u bin�arist�orl�eses csatorna kapacit�asa C = 1� p.32. feladat.* (Gyeng�en szimmetrikus csatorn�ak kapacit�asa) A csatornam�atrix a p(vju) �atmenetival�osz��n}us�egeket tartalmazza (u 2 U ; v 2 V), m�egpedig �ugy, hogy az i-edik sor j-edik oszlop�aban a p(vj jui)val�osz��n}us�eg �all. Egy diszkr�et mem�oriamentes csatorn�at gyeng�en szimmetrikusnak nevez�unk, ha csator-nam�atrixa minden sora ugyanannak a p val�osz��n}us�eg vektornak egy permut�aci�oja, tov�abb�a az oszlopokban�all�o val�osz��n}us�egek �osszege �alland�o. Mutasd meg, hogy egy ilyen csatorna kapacit�asaC = log jVj �H(p):33. feladat. (a) Mennyi az �abr�an l�athat�o csatorna kapacit�asa?
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1−p(b) Az el}oz}o csatorn�an�al legyen p = 14 ! Tegy�uk fel, hogy a csatorn�at �osszesen 30-szor haszn�alhatjuk.K�ozel��t}oleg h�any bites bin�aris �uzenetek �atvitel�et val�os��thatjuk ��gy meg, ha az �uzenet meghib�asod�as�anakval�osz��n}us�eg�et kis szinten akarjuk tartani?34. feladat. (Kapacit�as f�ol�otti jelsebess�eg) Tegy�uk fel, hogy egyenletes eloszl�assal v�eletlenszer}uensorsolt n hossz�us�ag�u bin�aris stringeket k�odol�as n�elk�ul tov�abb��tunk egy p hibaval�osz��n}us�eg}u bin�aris szim-metrikus csatorn�an. Vil�agos, hogy ekkor a jelsebess�eg nagyobb, mint a csatornakapacit�as. Mekkora adek�odol�as hibaval�osz��n}us�ege? Mekkor�ara �erdemes az n blokkhosszat v�alasztani?35. feladat. (MAP �es ML dek�odol�as) Vegy�unk egy bin�aris szimmetrikus csatorn�at p hibaval�osz��n}u-s�eggel. Tegy�uk fel, hogy k�et �uzenet egyik�et akarjuk tov�abb��tani, �es n hossz�us�ag�u ism�etl�eses k�odot alkal-mazunk. Azaz, az els}o �uzenet eset�en az n darab null�ab�ol, m��g a m�asodik eset�en az n darab egyesb}ol�all�o k�odsz�ot k�uldj�uk �at a csatorn�an. �Or�an l�attuk, hogy a maximum likelihood dek�odol�as azt a k�odsz�otv�alasztja ki, amelynek a csatorna kimenet�en vett sorozatt�ol m�ert Hamming t�avols�aga kisebb. Tudjuk, hogya legkisebb hibaval�osz��n}us�eg}u dek�odol�as a maximum a posteriori dek�odol�as. Tegy�uk most fel, hogy a k�et7



�uzenet k�uld�es�enek val�osz��n}us�ege q, illetve 1� q. �Allap��tsd meg a maximum a posteriori dek�odol�as szab�aly�at!P�eld�aul p = 1=3 �es q = 0; 1 eset�en hat�arozd meg a dek�odol�asi szab�alyt n t�obb �ert�ek�ere, pl. n = 3; 10; 100eset�en.36. feladat. (ML dek�odol�as t�orl�eses csatorn�an) �Allap��tsd meg a maximum likelihood dek�odol�asszab�aly�at bin�aris t�orl�eses csatorn�an!37. feladat. (Id}oj�osl�as) Tegy�uk fel, hogy az es}os �es naps�ut�eses napok stacion�arius Markov l�anc szerintk�ovetik egym�ast a k�ovetkez}o eloszl�as szerint:Pfma esni fogjtegnap esettg = 0; 5; Pfma esni fogjtegnap s�ut�ott a napg = 0; 3:Arra pr�ob�alok meg reggel d�onteni a tegnapi id}oj�ar�as ismeret�eben, hogy vigyek-e eserny}ot. A k�olts�egeima k�ovetkez}ok: Ha viszek eserny}ot, akkor ak�ar esik, ak�ar nem, 100 Ft a k�olts�egem (ez abb�ol ad�odik, hogygyakran elvesztem az eserny}omet). Ha nem viszek eserny}ot, �es s�ut a nap, akkor nincs k�olts�egem. Ha viszontesik, �es nincs n�alam erny}o, akkor t�onkremegy a frizur�am, ami 150 forintomba ker�ul. Mi az optim�alis d�ont�es,ha tegnap esett, illetve, ha tegnap s�ut�ott a nap? Mi a helyzet akkor, ha dr�aga, 200 forintos frizur�am van?Mennyi optim�alis d�ont�es eset�en a v�arhat�o k�olts�egem a k�et esetben?38. feladat. (Detekci�o addit��v Gauss zajban) Tekints�uk az �or�an t�argyalt detekci�os feladatot, azaz,amikor bin�aris szimb�olumokat tov�abb��tunk addit��v Gauss zajjal terhelt anal�og csatorn�an. Hogyan alakul aBayes (maximum a posteriori) d�ont�es, ha a null�ak �es egyesek val�osz��n}us�ege most nem egyenletes, hanem q�es 1� q? Sz�amold ki n = 1 eset�en (azaz v�etelkor egyszer vesz�unk mint�at a vett jelalakb�ol) a d�ont�es hibava-l�osz��n}us�eg�et! Hogyan ��rhat�o fel egyszer}uen a Bayes d�ont�es "feh�er zaj" eset�en, azaz, ha az egyes mintav�eteliid}opontokban a jelhez ad�od�o norm�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egym�ast�ol f�uggetlenek? (Itt perszen > 1.)
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