Informaciéelmélet—ZH 2000. aprilis 17.
Megoldasok

Feladat 1 Az aldbbi marginalis eloszldsi p(z,y) eloszldsok kéziil melyiknek maximdlis az entrépidja?

z1 T2 T3
yi | pi1 P2 pi3 | 1/2
Yo | P21 P22 pa3 | 1/4
ys | P31 P32 p33 | 1/4
2/3 1/6 1/6

Hatdrozd meg H(X,Y)-t erre az eloszldsra.

Megoldés: Tanultuk, hogy H(X,Y) < H(X) + H(Y), és egyenléség akkor és csak akkor &ll fenn, ha X
és Y fiiggetlenek. Ekkor az egyiittes eloszlds: p;; = p(z;) - p(y;). H(X,Y) = H(X) + H(Y) = (—Llog: —

3
Llogt — 2logt) + (—2log2 — Llog: — tlogl) = 2 + (log3 — %) ~ 2.7516 bit.

Feladat 2 Egy kisérlet eredménye egy hét lehetséges értéket felvevs valosziniiségi valtozo, melynek eloszlasa
(1/3,1/3,1/9,1/9,1/27,1/27,1/27). A kisérlet kimenetelét telefonon szeretnénk tovabbitani. A telefontdr-
sasag kétféle szolgdltatast nyijt: az iizenetet vagy binaris formaban, bitenként 200 Ft-ért tovabbitja, vagy
ternadris formdaban 325 Ft per terndris szimbdlum tarifaval. Melyik szolgaltatdst valasszuk, és milyen kédot
alkalmazzunk, hogy atlagos értelemben a legolcsébban jojjiink ki? Melyik szolgdltatast valasszuk akkor, ha a
kisérletet nagyon sokszor, fiiggetlentil ismétlik meg, és az eredményt egyiittesen kédolhatjuk? (log3 ~ 1.585)

Megoldas: Optimadlis terndris Huffman-kéd a kovetkezd: (0, 1,20, 21,220,221, 222). Ennek atlagos kédszo-
hossza = £ -1+ % 14§24 524 3- -3+ 3- -3+ 5 -3 =12, tehdt az 4tlagos koltség terndris esetben
325 - 19—3 ~ 469 Ft. Elkészitve a binaris Huffman-kédot, pl. (00,01,,100,101,110,1110,1111), az atlagos
kodsz6hossz = § -2+ 3 -2+ § -3+ § -3+ 5z -4+ 57 -5+ 3= -5 = 52, tehdt az atlagos koltség 200 - $2 ~ 480
Ft, ami rosszabb, mint a ternaris esetben.

Ha hosszu blokkokat kédolhatunk, akkor a betliinkénti atlagos kédszohosszal }IIO(;;)
keriilhetiink, ahol s a kéddbécé elemszama. A koltség tehat bindris esetben kisérletenként 200 - H (X)), mig

ternaris esetben 325 - ?o(g)g) ~ 205.047- H(X) > 200 - H(X). Ilyenkor mér a bindris kéd az olcsébb.

tetszbleges kozelségébe

Feladat 3 Legyen X exponenciilis eloszldst valdszintiségi valtozd. (f(x) = Ae™*?). Egyenletesen kvantalva
X-et, a kvantdlo kimenetének entropidja 16 bit. MegkézelitSleg hatdrozd meg a jel/kvantdldsi zaj viszonyt
EX?

dB-ben. (10log;, W)'

Megoldéds: Tanultuk az aldbbi koézelitéseket a torzitdsra, illetve az entrépidra: D(Q) = %, H(Q) ~
—loggn + H(f), ahol H(f) az f eloszlas differencialis entrépidja. Ebbél H(Q) ~ H(f) —log\/12D(Q), azaz
D(Q) ~ £22H(N-HQ) A feladat szerint H(Q) = 16. Hézi feladat volt H(f) kiszdmoldsa exponenciglis
eloszldsra: H(f) = logs.

(H(f) == ;7 Ae *log (Ae™ ) dz = — [° Xe " (log\ — Azloge) dw =

= —log\ [;° Ae ™ dx + Moge [ zhe *dx = —log\ + Moges = log%)

EX?2 = )‘2—2 Innen a jel/zaj viszony behelyettesitéssel adddik.



Feladat 4 Legyen X = (X1, X»,...) staciondrius forrds H(X) entrépidval. Allapitsd meg, hogy létezik-e,
és ha igen, akkor mennyi a kévetkez6 forrasok entropidja:

o X, = (X1,X1,X>, X5, X3, X5,...) (minden valészintiségi vdltozdt egyszer megismétliink)

e X, = (X1,Xy,X2,X3,X3,X4, X5, X5, Xe,...) (csak a pdratlan sorszamu val6szintiségi valtozokat

ismételjiik meg)

o X. = (X1, X2, Xo, X3, X5, X3, X4, X4, X4, Xy, ...) (az i-edik valSsziniiségi valtozot i-szer ismételjiik
meg)

Megoldas: Forras entrépidjank definiciéja: H(X) = lim, %H(Xl, Xo, ..., Xp).

a) Mivel minden valdszinliségi véltozét egyszer megismétliink, az elsé 2n valdsziniliségi valtozd egyiittes
entropidja ebben az esetben megegyezik az eredeti forras elsé n valdszintiségi valtozdjanak egyiittes entrépia-
javal (hiszen H(Y,Y) = H(Y) minden Y valdszinliségi valtozoéra), azaz

H(X1,X1,X0,X0,..., Xn-1,Xn-1,Xn, Xn) = H(Xy,Xo,...,X,), ugyanakkor nyilvdn az is igaz, hogy
H(Xy, X1, X0, X0, ooy X1, Xno1, X)) = H(X1, Xa, ..., X0). Igy

H(X,) = lim, %H(Xl,Xl,X%Xg,...,Xn,l,Xn,l,Xn,Xn) = lim;, 0 %H(Xl,Xg,...,Xn,l,Xn) =
%H (X).

b) Teljesen hasonléan adédik, hogy

H(Xp) =lim,— 00 %1—nH(X1,X1,X2, vy X)) =limy, %%H(Xl,Xg, X)) = %H(X)

c) Ebben az esetben az els6 @ valdszintiségi valtozé egyiittes entrépidja fog megegyezni az eredeti forras
els6 n valdszinlségi valtozdjanak egyiittes entropidjaval, ezért

H(X,.) =lim,_ ﬁH(Xl,XQ,XQ,...,Xn,Xn,...,Xn) = limy,_y00 =+ H(X1, X5,...,X,) =0.
2

1

ntin
Feladat 5 Legyenek X és Z fiiggetlen bindris valosziniiségi valtozok, P(X = 0) =1/2é P(Z =0) =p
valdszintiségekkel, és legyen Y = X + Z. Milyen p-re lesz az I(X,Y) kélesonds informédcié minimdlis azon
feltétel mellett, hogy az X ésY koézti Hamming-torzitds legfeljebb 6, ahol § < 1/27
Megoldas: A kélesénds informacidra tanultuk, hogy I(X,Y) = H(X) — H(X|Y). Mivel X bindris (3,1)
eloszéssal, ezért az entrépidja H(X) = h(3) = 1. Tehat I(X,Y) akkor minimdlis, ha H(X|Y) maximalis.
Y = X + Z hédrom értéket vehet fel: 0, 1 vagy 2 lehet. H(X|Y) =P =0) - HX|Y =0)+ P =
1)-HX|)Y =1)+ P =2)- HX|Y = 2). Nézziik a feltételes entropidkat. Ha Y =0, akkor Y = X + Z
miatt X egy valdsziniiséggel 0, tehdt az entrépidja H(X|Y = 0) = 0. Hasonldan, ha ¥ = 2, akkor X =1
egy valdszintséggel, ezért H(X|Y = 2) = 0.
H(X|Y =1) = —P(X = 0Y = 1)logP(X = 0]Y = 1) — P(X = 1|V = 1)logP (X
Nyilvanvals, hogy P(X =0]Y = 1) =P(Z =1)é& PX =1y =1) = P(Z
H(Z) = h(p) = h(1 — p).
Kell még a P(Y = 1) valészintiség: P(Y = 1) = P(X = 1)P(Z = 0)+P(X = 0)P(Z =1) = Lp+L(1—p) =
. Tehdt H(X|Y) = Lh(p), ennek a maximumét keressiik feltéve, hogy a Hamming-torzitds legfeljebb 6,
azaz P(X #Y) =P(Z =1) =1—p < 4. A bindris entrdpiafiiggvény monoton né a (0,1) intervallumban,
ezért h(1 — p) < h(J) és akkor maximalis, ha 1 —p = §. Tehat a keresett érték p =1 — 4.

1y =1).
0), fgy HX|Y =1) =



