
Inform�ai�oelm�elet|ZH 2000. �aprilis 17.Megold�asokFeladat 1 Az al�abbi margin�alis eloszl�as�u p(x; y) eloszl�asok k�oz�ul melyiknek maxim�alis az entr�opi�aja?x1 x2 x3y1 p11 p12 p13 1/2y2 p21 p22 p23 1/4y3 p31 p32 p33 1/42/3 1/6 1/6Hat�arozd meg H(X;Y )-t erre az eloszl�asra.Megold�as: Tanultuk, hogy H(X;Y ) � H(X) + H(Y ), �es egyenl}os�eg akkor �es sak akkor �all fenn, ha X�es Y f�uggetlenek. Ekkor az egy�uttes eloszl�as: pij = p(xi) � p(yj). H(X;Y ) = H(X) +H(Y ) = (� 12 log 12 �14 log 14 � 14 log 14 ) + (� 23 log 23 � 16 log 16 � 16 log 16 ) = 32 + (log3� 13 ) � 2:7516 bit.Feladat 2 Egy k��s�erlet eredm�enye egy h�et lehets�eges �ert�eket felvev}o val�osz��n}us�egi v�altoz�o, melynek eloszl�asa(1=3; 1=3; 1=9; 1=9; 1=27; 1=27; 1=27). A k��s�erlet kimenetel�et telefonon szeretn�enk tov�abb��tani. A telefont�ar-sas�ag k�etf�ele szolg�altat�ast ny�ujt: az �uzenetet vagy bin�aris form�aban, bitenk�ent 200 Ft-�ert tov�abb��tja, vagytern�aris form�aban 325 Ft per tern�aris szimb�olum tarif�aval. Melyik szolg�altat�ast v�alasszuk, �es milyen k�odotalkalmazzunk, hogy �atlagos �ertelemben a legols�obban j�ojj�unk ki? Melyik szolg�altat�ast v�alasszuk akkor, ha ak��s�erletet nagyon sokszor, f�uggetlen�ul ism�etlik meg, �es az eredm�enyt egy�uttesen k�odolhatjuk? (log 3 � 1:585)Megold�as: Optim�alis tern�aris Hu�man-k�od a k�ovetkez}o: (0; 1; 20; 21; 220; 221; 222). Ennek �atlagos k�odsz�o-hossza = 13 � 1 + 13 � 1 + 19 � 2 + 19 � 2 + 127 � 3 + 127 � 3 + 127 � 3 = 139 , teh�at az �atlagos k�olts�eg tern�aris esetben325 � 139 � 469 Ft. Elk�esz��tve a bin�aris Hu�man-k�odot, pl. (00; 01; ; 100; 101; 110; 1110; 1111), az �atlagosk�odsz�ohossz = 13 � 2+ 13 � 2+ 19 � 3+ 19 � 3+ 127 � 4+ 127 � 5+ 127 � 5 = 6527 , teh�at az �atlagos k�olts�eg 200 � 6527 � 480Ft, ami rosszabb, mint a tern�aris esetben.Ha hossz�u blokkokat k�odolhatunk, akkor a bet}unk�enti �atlagos k�odsz�ohosszal H(X)logs tetsz}oleges k�ozels�eg�ebeker�ulhet�unk, ahol s a k�od�ab�e�e elemsz�ama. A k�olts�eg teh�at bin�aris esetben k��s�erletenk�ent 200 �H(X), m��gtern�aris esetben 325 � H(X)log3 � 205:047 �H(X) > 200 �H(X). Ilyenkor m�ar a bin�aris k�od az ols�obb.Feladat 3 Legyen X exponeni�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o. (f(x) = �e��x). Egyenletesen kvant�alvaX-et, a kvant�al�o kimenet�enek entr�opi�aja 16 bit. Megk�ozel��t}oleg hat�arozd meg a jel/kvant�al�asi zaj viszonytdB-ben. (10 log10 EX2D(Q) ).Megold�as: Tanultuk az al�abbi k�ozel��t�eseket a torz��t�asra, illetve az entr�opi�ara: D(Q) � q2N12 , H(Q) ��logqN +H(f), ahol H(f) az f eloszl�as di�ereni�alis entr�opi�aja. Ebb}ol H(Q) � H(f)� logp12D(Q), azazD(Q) � 11222(H(f)�H(Q)). A feladat szerint H(Q) = 16. H�azi feladat volt H(f) kisz�amol�asa exponeni�aliseloszl�asra: H(f) = log e� .(H(f) = � R10 �e��xlog ��e��x� dx = � R10 �e��x (log�� �xloge) dx == �log� R10 �e��xdx+ �loge R10 x�e��xdx = �log�+ �loge 1� = log e� )EX2 = 2�2 . Innen a jel/zaj viszony behelyettes��t�essel ad�odik.1



Feladat 4 Legyen X = (X1; X2; : : :) staion�arius forr�as H(X) entr�opi�aval. �Allap��tsd meg, hogy l�etezik-e,�es ha igen, akkor mennyi a k�ovetkez}o forr�asok entr�opi�aja:� Xa = (X1; X1; X2; X2; X3; X3; : : :) (minden val�osz��n}us�egi v�altoz�ot egyszer megism�etl�unk)� Xb = (X1; X1; X2; X3; X3; X4; X5; X5; X6; : : :) (sak a p�aratlan sorsz�am�u val�osz��n}us�egi v�altoz�okatism�etelj�uk meg)� X = (X1; X2; X2; X3; X3; X3; X4; X4; X4; X4; : : :) (az i-edik val�osz��n}us�egi v�altoz�ot i-szer ism�etelj�ukmeg)Megold�as: Forr�as entr�opi�aj�ank de�n��i�oja: H(X) = limn!1 1nH(X1; X2; : : : ; Xn).a) Mivel minden val�osz��n}us�egi v�altoz�ot egyszer megism�etl�unk, az els}o 2n val�osz��n}us�egi v�altoz�o egy�uttesentr�opi�aja ebben az esetben megegyezik az eredeti forr�as els}o n val�osz��n}us�egi v�altoz�oj�anak egy�uttes entr�opi�a-j�aval (hiszen H(Y; Y ) = H(Y ) minden Y val�osz��n}us�egi v�altoz�ora), azazH(X1; X1; X2; X2; : : : ; Xn�1; Xn�1; Xn; Xn) = H(X1; X2; : : : ; Xn), ugyanakkor nyilv�an az is igaz, hogyH(X1; X1; X2; X2; : : : ; Xn�1; Xn�1; Xn) = H(X1; X2; : : : ; Xn). �IgyH(Xa) = limn!1 12nH(X1; X1; X2; X2; : : : ; Xn�1; Xn�1; Xn; Xn) = limn!1 12nH(X1; X2; : : : ; Xn�1; Xn) =12H(X).b) Teljesen hasonl�oan ad�odik, hogyH(Xb) = limn!1 132nH(X1; X1; X2; : : : ; Xn) = limn!1 23 1nH(X1; X2; : : : ; Xn) = 23H(X).) Ebben az esetben az els}o n(n+1)2 val�osz��n}us�egi v�altoz�o egy�uttes entr�opi�aja fog megegyezni az eredeti forr�asels}o n val�osz��n}us�egi v�altoz�oj�anak egy�uttes entr�opi�aj�aval, ez�ertH(X) = limn!1 1n(n+1)2 H(X1; X2; X2; : : : ; Xn; Xn; : : : ; Xn) = limn!1 2n+1 1nH(X1; X2; : : : ; Xn) = 0.Feladat 5 Legyenek X �es Z f�uggetlen bin�aris val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, P(X = 0) = 1=2 �es P(Z = 0) = pval�osz��n}us�egekkel, �es legyen Y = X + Z. Milyen p-re lesz az I(X;Y ) k�ols�on�os inform�ai�o minim�alis azonfelt�etel mellett, hogy az X �es Y k�ozti Hamming-torz��t�as legfeljebb Æ, ahol Æ < 1=2?Megold�as: A k�ols�on�os inform�ai�ora tanultuk, hogy I(X;Y ) = H(X) �H(X jY ). Mivel X bin�aris ( 12 ; 12 )elosz�assal, ez�ert az entr�opi�aja H(X) = h( 12 ) = 1. Teh�at I(X;Y ) akkor minim�alis, ha H(X jY ) maxim�alis.Y = X + Z h�arom �ert�eket vehet fel: 0, 1 vagy 2 lehet. H(X jY ) = P(Y = 0) � H(X jY = 0) + P(Y =1) �H(X jY = 1) +P(Y = 2) �H(X jY = 2). N�ezz�uk a felt�eteles entr�opi�akat. Ha Y = 0, akkor Y = X + Zmiatt X egy val�osz��n}us�eggel 0, teh�at az entr�opi�aja H(X jY = 0) = 0. Hasonl�oan, ha Y = 2, akkor X = 1egy val�osz��n}us�eggel, ez�ert H(X jY = 2) = 0.H(X jY = 1) = �P(X = 0jY = 1)logP(X = 0jY = 1)�P(X = 1jY = 1)logP(X = 1jY = 1).Nyilv�anval�o, hogy P(X = 0jY = 1) = P(Z = 1) �es P(X = 1jY = 1) = P(Z = 0), ��gy H(X jY = 1) =H(Z) = h(p) = h(1� p).Kell m�eg a P(Y = 1) val�osz��n}us�eg: P(Y = 1) = P(X = 1)P(Z = 0)+P(X = 0)P(Z = 1) = 12p+ 12 (1�p) =12 . Teh�at H(X jY ) = 12h(p), ennek a maximum�at keress�uk felt�eve, hogy a Hamming-torz��t�as legfeljebb Æ,azaz P(X 6= Y ) = P(Z = 1) = 1� p � Æ. A bin�aris entr�opiaf�uggv�eny monoton n}o a (0; 12 ) intervallumban,ez�ert h(1� p) � h(Æ) �es akkor maxim�alis, ha 1� p = Æ. Teh�at a keresett �ert�ek p = 1� Æ.
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