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 �� %�"�� � $� $
%��� �� ��� 	����� ��# �� �� " ���,���� �� ��� "��� ��	
��	� ��
 ������	� �� ������� ��
� ��� ��� � ��*�� �#��� � � �	��	 ������	������ �	 ����	��	������ �� ������� �� ��� �#��� 
�����
 "� � ��� ����
 �� ��	
��	� ' ���	��� �����	������ �� ������� �� ������	� $ %���
��#' �� ���� �� �	�
���- ��� " � ����
 "������ ��	��	 ���� ' ����	 ' ��
 ����� $

���� �� ���� ����������
 "# ��� ���
���# ���� ��*�	�� *��
�	� �-�	 ����� �!�"�� ��	
�
��	� "��	
� ����� �� ,��
��	��	�  �"�� ���� �		�#�� � ��� �����	���
 �	������	 ��	�� �� �
 $

��	
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����
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������ ����  �	� �����# ������	
-��	�# ����� ����� ����	 �����	
���� 
���������� ����	 �����	
1 ��������"����# ��	
 �����	
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*������� �� ��	
��	� *� $ ������	� ���������

����*�	 ' ��	
��	�
������	� ���
����� ���� � ���� �����,���� ���������� $ %��  ��� � �
� �	���� �� ������������ ' � $� $' 
���
 ��� ����� �� ������� �� ��� �#��� �����
 " � � ����
 ����
 �� ��	
��	� ��
 ����� ���� �� ������	� $ %��� �� ����	�# ��� ���� �� ����� ���
�"�*�� �������
 ���� �� �	�
���- "������ ��� ���(������ 	�)��	� ���� �����
 "� ����
 $
����	�������#' ,�
��� ���� �� ���� �� �	�
���- �� "# ��  ���� ���#' ��� ������# " ������ ��
��� ��	�� �� "�	 ��
 
�-�	��� ���	����	������ �� ��� �� ������� ���� ��*� �� " � �����
�	�
 $

.�	���	 �	� ' ��� ��  ��������� �*�	���
 " ������ ��	
��	� ��
 ������	� ���� ��� ��
" � ��&�� ���� ������� 
�	��� ��	��������� $ � � ��#' �� ��� �� ��� ��  ��������� �� ���
����� �� � ��� ����
 �� ��	
��	� ' ��
 ��� ����	 ��� �� ������	� ' ���� ��� ��  ���������
" ������ ��� ����	� � �����,���� �*�	���
 $ +� ���# �	� "��� �� ��	
��	� �	 " ��� �� �����
��	� ' ���� ��� �*�	���
 �� �#������#  ��� ����	 $ ��� �!������� �� ���� ��� ��� �� �������
�	� "��� � ��� ����
 �� ������	� ' "�� 	���
� �� 
�-�	��� �	� �����	� $ +� ���� ���� ' ��� �� �
 ��������� �*�	���
 �� ��� �������"�� �� ��	 � �� �� � $ ����*�	 ' �*�� �� ���� ���� ' ����	
����� ���������
 � ��� ��� ��  ��������� "������ �� �������� ���� �� � ��� ��������
�-�	� �	 �������
 ���� �	�� �� ��� ��  ��������� ������ �	� �����,�����# ����	 ���� �� ���
���� �� ��  ��������� "������ ��	
��	� ��
 ������	� $�

.�	 ���� 	����� ' ��� �#��� �� "� ��	�������
 �� ������#  �
���
 � ��� � �	��� ' ��� ��
��
�� ����� 	��	����� ��� �� ������� �� ��� �#��� ' ��
 ��� �
��� 	��	����� ��  ��������� '
����� ' �	 
�� ��
������ " ������ ��� �� ������� $ .�	���	 �	� ' ��� ��
�� ��
 �
��� �	�
�������
 ��*�	�� ���� *����� ' ���� �� �!������� �� � ' ��!� 	�)��	� ��� ' 
���# ��� $ +� �� ����
�� � ��	���� ���& �� ���� �� �"���� ����� ���� *����� $

%��  ��� ����� �� � ���� �	� ���	& �	� �������
 �� .���	� � $� $ � � ��� "� ���� '
��� ���� �	� ���� ���	�� �	� � �������*�� ' #�� ��	 �� �#��� �� ���,������ $ � �����#' �� ��
" ���,���� �� ���	� �	� �� �!�����"�� �� ���,������ ' " ������ ���� ����������� ��� ���� �����
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Graph representation
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.���	� � $� � 4���& 
���	� �� � � ����" �� ��	
��	�
������	� ���
����� �	� ���	&

�� ��� ���� *����� $ %��	���	� ' � �������*�� �	��	�  ��� ��������� � $� $' � �	 1 ����"� ��
����� ���
 ��	 ���� ��	���� $

+� �	
�	 �� � �	��	 ��	��������� ' ,	�� ��� ���	��	���� �	��� 	��	���������� ��� �� " �
�!�	����
 �	� ��� �#��� �����,������ $ +� �����
 " � ����
 �� ���� � ���� ���� ���	� �	�
��*�	�� �����" ������� ��	 ��� � ���������� �� ���� �	��� 	��	���������� $ %�� ��
�� �� ���
�	��� ��� 	��	����� ������*�� �������� �� ��� �#��� ' ���� �� ������ ����	������� �� ���
�	������ �!�����"�� �� ���,������ ' "��  ��� �����	 ��*��� �	� ���� �����" �� ' � $� $' ��� ��
��
��� 	��	����� ��������� �	 �	� ��
�	�� ���
 $

4���
� �!�	������ ��� �	��� ' ���� ��� 	�)��	�
 ���� *����� ��*� �� " � 
���	 ���
 ��	
���� ��
� ��
 �
�� $ %��� ���& �� "# ��  ���� �	�* ��� � �� ���� ' ��� �� �������� �� ����
����  ��	�� �� � ��������� �� ��� ��� $ .�	 �!� ��� ' ��	
��	��	�����
 ����� ���	
��	�
�	�
������ ����� ' � ������
 ���� �	�� ' ��� $� �	� ����� �� ����
 ����� ��� ������)��� ��
�������*�� �#������� ��� ' �� ' �+ ' � ' ,+ ' ��
 $ ������	��	�����
 ����� �� ��� ����	 ���
 �	�
����� ���������
 ����� ������ ����#��� �	  ����	�
 "#  ���� �� �	�, ���� ��� ' �+ ' �� ' ,� 
 $

4���
 �� ��� ����� ����� 
��� ' ��� ��	��������� ����	��� 
���
�� ����� ��
�� �� ���
���� ��	
��	� ��
 ����� ���� ���� ������	� $ �� ��� ��
 �� ��� ���� (�� ' � �#�������
����� �� 	�������" �� ��	 �#������! ��� ��� ��	
��	� ��	� ����� ' � $� $' ��  �	���� ��	
��	�
�#������� �� ��� ' ��� ������	� ��	� ����� ����
�	
 �� ����	 ����� ' ��
 ��� �	����� ����	�����
" ������ ��� ��� ��	�� $ %�� ����	����� ��*� �� " � ����	���
 �� "��� ��
�� ' � $� $' ��� ������	�
��	� ��� �� " � �!���
�
 � ��� ���	��	���� 
�*��� 
	�*�	� ' ����		��� ���
��	� ��� $' ��
 ���
��	
��	� ��	� ��� �� " � �!���
�
 � ��� ��� ���	��	���� ��  ��������� ����� ��� ' ��
 $ %���
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,��� �#������� ���� �� ���� �� � ��	���� 	����	�� ,��
 �� ��� ��� ' �� ���� �� ��� *���
�����
��
 *�	�,������ �� ��� �#��� ��,
 $

+� ���� ��	& ' ��� �� ��� �� �����# �� ��� ����	��� �� ��� ���� �� ��� ����	�� ����� �� ���� '
� $� $' �� ��	��������� $ %��� ��  ���*���
 "# ��� ���	 ��� � ��	����� �� ��	��������� � "����	
��	��������� ����	��� � ���"�� ��� 
����� �� �����	 '  �	� ����� ���� ' ��
  �	� � ���	�
�2 ����� �� ����	 �#��� � $ " � ���	�� ' ��	��������� �� ����#� � ��	� �� � ���� �	� ���	&
��
 ����	���� � ��� ����	 ��	�� �� �� $ � �����" �� ��# �� �����	����� ��� ��	��������� �����
	��� � �	������
 �� ���� 
����	������ ���� � ���� �	� ���	& �� 
���	�" �
 �� ���
 $

��� � ��� ���� ���	

%	�
��������#' ��	��������� ��� ��		��
 ���  ������#' ��
 �*�� ��
�#'  ����� ��	���������
�� ����� ������
 ��, ' ,� ' +�
 $ ����*�	 ' �� ��� �#��� � �� " � 
������
 ��*� " ��� �  �	� ��

 �	� �� ���! ' ����  ����
 ��� " ��� � �����	��	���� ' " ������ �� �� *�	# �� ������� ���
��
 �#������# �� ���
� �� ��"���� �� 	������ $ .�	 ���� 	����� '  ��# 	����	�� �-�	�� ��*�
" ��� ��
�	��&�� �� ���� ��� ��	��������� ��  ��� �� �����" �� $

�����	���� ��� �!��� �	�"�� 
�,������ ' ���	� �	� �����,���� 
�-�	����� " ������ ���
��������
 ��	��������� ���	������ $ "�� �� ���  ��� 
�-�	����� �� ������	 ��	���������
���#  ���� 
���
 ��� ����� �� ������� �� ��� �#��� ��  �� �� ��	
��	� ��
 �����
���� �� ������	� ' �	 �� �����
�� ����	 ���&� �� ���� $ +� ��	������	 '  ��# 	����	���	� ����
��
�	 ����
����� �� $� $' 
���	 ����� ���	���� �� �� ��	 ��� �� �������� �� ��	� �� ��	�������
��� ��� ' �� ' +� ' , � ' ,� ' ��
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� ��� �� � ' �� ' ,� ' �� ' �� ' �$
 $ �� � ��	 ��������
�� ��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �	�"�� �*�� �����
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 ��������� �*���� �� ��#����� ���&� " ������ ��	
��	� ��

�	 ������	� ����� ��� ' ,�
 $

.�	���	 �	� ' �� � �� "�	 �� 	�����
 ����	� ' ��� ��	��� �	��������	� �� �������
 ��
������� �� � ������ ������	� ��
 � ������ ��	
��	� ���� �� � ' �� ' � � ' �� ' , � ' ,� ' ,� ' �� ' �, '
�� ' �� ' ��
 ' ���	��� ����	� 
� ��� � ���� ���� �� ������� $ �� � �!���
� ��	������� ����
�
��	
��	� �	 ������	� ��� ' ��
 �	 " ������ ��	
��	� ��
 ������	� ��� ' ,�
 $

%�� �#��� �� " � ��	�������
 �� ����	���# ��*�� �� ��� ��	 �� � ���& �	��� ' �	 � ���
�� ���& �	���� ' ����� �	� ������# ���� �
 �� " � 
�	����
 ��#���� �	���� 
���	�"��� ���

�� ��
������ " ������ ��� �� ������� �� ��� �#��� $

%�� �	�����
  ����
� ���� *�	# �����,�����# �����	����  �
�� �	�����	��#' � $� $' ���
�� ������ �� � ��
� $ %��	� ��*� " ��� ��	&� �� ��� �	�����	��#' ���	� � ��
� 	��	������
� ������ ����	������ �	 � ���	� ��)����� �� ����	������� ��+ ' �� ' �, ' ��
 '  �

�� �	�����	��#'
���	� � ��
� 	��	������ � "���� "�� �& �+$ ' +, ' �+
 ' ��
 ���� �	�����	��#' ���	� � ��
�
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���� ���� ��	��������� �� � ��	
 �	�"�� ' ��
 ���	���	� ' �!��� ����	��� � ���
 �� "� )����
���� ��	 "����	 ������ $ 1 �	� �� ���,����#'  ��� ��	 �������� �� ��� ��	��������� �	�"�� 
�	�

NP
���	
 �+� ' ,,
 ' ��
 ��� �!��� ����	��� � ��	 ��� ��*� �!��������� 	���� �� $

1 ��# 	����	���	� ������
 ����	�����	���� ���	������ �� ��	
��	�
������	� ��	��������� $
+� ��	������	 ' ������� ����	��� � ��*� " ��� �!�����*��# ���
 �, ' �� ' ,� ' �� ' ��
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�� �����
 ��������� ��� ' �� ' �� ' +�
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 �	��
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 $

�� � 	����	���	� ���
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������	� ��	��������� $ %���
�����
�� ��� *�1� ����	��� �+� ' +�
 ��
 ��� �!��	� �#��� �� �,$ ' , �
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 $
%�� ����	 �	��� �� ��	����������	�����
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 ' ����� ��� ��"���������# � �	�*�
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 1 �����#��� ��� 
 ' ��
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 $ 1 �	� 
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 �� ������� � $� $

��� � ������� ��� ��
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��	�
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•
+�*���������� �� ��� ����	��� �� �� ���! ��# �� ��� �	�"�� $ +� ��� ���� �
 "# ��*�	��
	����	���	� ���� ��	��������� ��

NP
��� ����� ' "�� ���# ��� ��	������	 ��	 �������

�� ��� �	�"�� ��� " ��� �	�*�� �� " � 	����#
NP

���	
 $ ����*�	 ' ���� ��	 �������
���� �����
�
 ��� ����
����� �	�"�� ' ��
 ��� �	��� ���� 
�� ��
�
 �� ��� ��	
���� ��
����
����� $ "� ��� ����	 ���
 ' ��� ����	���	� ���� �����
�� ��*�	�� ����	 ��	 ��������
�� ��� ��	��������� �	�"�� ���� 
� ��� �����
� ����
����� ' ��
 ��� �� ���! ��# ��
����� �	�"�� ��	 �������� ��� ��� �	�*�� $ .�	 ���� 	����� ' ��� ��  # �� � ���
�� ��*�������� ��� �� ���! ��# �� 
�-�	��� ��	 �������� �� ��� ��	��������� �	�"�� '
�����" �# ,�
��� ���#�� ����# ���*�"�� ����� ' �	 �� ��	 ���# �	�*�

NP
���	
���� $

•
%�� ����	  ��� ���� �����	��
 ���

NP
���	
 *�	����� �� ��� �	�"�� ' ������ �� 	��

*����
 "#  # ��*������������ ��*�	�� ��	 �������� �� ��� �	�"�� �	� ��
��

NP

���	

�*�� � ������ ����
����� $ ����������� ' ����� �	�"�� � ��*� �� " � ���*�
 �� ���� ��
�	������ $ %��	���	� ' + 
�*���� �
 �2 ����� ���	������ ��	 ��� $ +� ����	��� ��  ���
�	�*���� ��	& �� ��� ,��
 ' ��� �	� �	# �� ��� ��� �� �����
� ��  ��# 
������ ��
��	��������� �� � ����" �� �� ��� ����	��� � ' "�� 	����	 �� ������� �2 �����# ��	 �  �	�
�� ���
 �	�"�� $
� 	�����
 ���& �� �� ���� ' ���� ' ��
 �� ��	� ��� ���	������ �� "���� �	& �	�"�� � $
+� �� � ��	���� �� 
���	 ��� ��� �-����*����� ��
 �� ��
 ���	����	������ �� ��� �����
	��� � ' " ������ ���� �� ��� "���� ��	 
���
 ��� ����� ��� �� ��� �� � ��*�� ��������� $

�
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%��� *���� )������� ��� �	�*�����# ��� �

	����
 �!�������# �� ��� ���� ����	���	� $
� � �� ��	�� ��� ' ���	� �� �� ����	 � ����	 �	� ��� ����	��� � � 
����
��� �� ��� ���	�
����	������ �� � ��*�� �	�"�� �������� ����� �� ��� 	���� �� ��  ��������� ����� ��
����	 ����� �	 ��� ����� ��� �����	����� �	�� �� *�	��� ����� ��� �� ��� " ��� ����	��� $

%�� �	������� " ���,� �� ��� ��� ' �������
 ��	��������� ���	������ ��  ������
 ' " ��� ��	
��� 
����� �	����� ��
 ��� 	�������� �	�
��� $ +� ��� 
����� �	����� ' ��� 
������	� ��� ��	&
�� � �����	 ��*�� �� �"��	������ ' ���� ���"���� ��� �� �� ��� �� ���  ��� � ��	���� ��

 ��� ����*���*� ��� ���� �� ��� ������������# �� ����	 
������ $ �������������� 	�)��	� ����
��� "� �� ���,�
 �� � 
����	���*� ��#' ��
 �	� ���	�����
 ���� �������#' ���� �	����� ���

������	� �	� ��
���� ��
 ���	���#����� ���&� $ %��� ���
� �� � ���	��	 ��
 ������	 
�����
�#��� ' ����� �� � * ���� "������� �
*������ $

�����	���� ��� 	�������� �	�
��� ' ��� ����� �� � �����)�����# ��	��������� ����	��� 
���	������ ���� ��	��	 ���� ��
 	������"�� ����� �� ��� �� � �� � $ ���� ���� ��	�������
��� �#������# ���� � ����� �����	 
�� ��
�"����# " ������ ��� 
����� �	� ���� �� ���� �		�	��	��� $
.�	���	 �	� ' �� �!���
� ��� " ���
�	��� �� ��� ������������# ���� ��� "� � ��� ����
 � ��� �
��*�� ���������#$ � �� �� �� �� � ������ " �#��
 ��� "������� �
*������� ���� � �����
�	�"��
� �����*� � ���� �� ������#$

"�� �� ���  ��� ���������� �� ��� 	����	�� ��� ��� ����	
����� ����	# ����	� � �� �����
�

 ����
� �	� �� ����	 �������	��� ' �� ����	 ������� ' �� �	������� 	����	�� ' �	��� ����	#'
��
 ���	����� ���� �!����� $

��� � ��� ��� ����� ��� ���

%��  �
�� ���� � ��� " � ���
 ��	������� ���� ��	& ��� ��������
 "# ��	 	����	�� �	��� �, '
�$
 $ +� ���# �� ����� �� ��	��������� ' ��
 
��� ��� �����
� ����
����� ��
 ����	 ���&� ��
� ���� ��*�	�� ��� $ 3� " ����*� ���� 
��������� ��� �� ���,� ���&� �� ���� ���"���
�� �� 
�*����  �	� ����	��� ����	��� � $ " � ���	�� ' �� �� 	�)��	�� �� � �� ���,������ ��
��� �	�"�� ��	 ������� ��
 ���� 	������ �� � ���� �� �	������� " ������ ��� ��	���������
����	��� ��� ���# �� ���� ��� �� ��� ����  ��	��� $ ���*�	���#' ��� �� ���! ��# �� ���
�	�"�� �� 
	��������# 	�
���
 ' ��
 ���� � "����	 � �	������� �� ��� ���	�� ����� ��� " �
���	���
 $ %��� ��#' �� ���	 �	 �*�� " ����	 	������ �	� �����*�
 ���� "# �����
�	��� ���
��� ���� �������	 "�� �������� ���# � � ��� �	������ �� ��� ���� ���	�� ����� $

+� ��	  �
�� ' ��� �#��� �� " � ��	�������
 �� 
���	�" �
 "# � ���� ��������� ���� � '
��� ��
�� �� ����� �	� ��� �� ������� �� ��� �#��� ���� ��*� �� " �  ����
 �� �����	
��	
��	� �	 ������	� ' ��
 ��� �
��� 	��	����� ��  ��������� "������ ��� �� ������� $
����&� ��  ��� �	�*���� ��	&� ' �� �� ��� ���� �
 ���� ���� �	��� �� ��#���� �� ��� 
�	����

����� $� %�� �
��� �	� ��� �*�� 
�	����
 ' " ������ ���# 
� ��� 	��	����� 
��� (�� �	

�� ��
���#$ �����	 ' ����	 	��� �� ��� ������ ��� � �� ��� ��  ��������� �� ������� �	�
 ��� �
 �� 
�-�	��� �����!�� �� $� $' ��� �� ��	
��	� ��
 ��� ����	 �� ������	� ' �	 *���

� !*$ *$ & $*�-*�	&-+ &%)&-+&�" , 
 +!*$ .,%" � � $*-	" &	
	�*	*+
 	&- '" !&(% �
 �#&(&-+""% *- ("& ���,( �%+&$� �(&1!$ 3

�
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*�	��� ' ���� ����	 ��  ��������� ����	� � ��  ��������� � �����#' ��� *���� �� ����� ��
��*�� ��	 ���� �
�� �� �� ��� � ���� ����� �����
 ���� ��������� ���� � $ %��� �� ���� �
 ��
" � ��
�� ��
��� �� ��� 
�	������ �� ��� ��  ��������� �������	 �	� ��	
��	� �� ������	�
�	 *��� *�	��� $ +� ��� ��  ��������� 
��� ��� �	��� ��� ��	
��	�
������	� " ���
�	#' �� ��
��������
 ' ����� ��  ��� �	��������	�� ����	������!� ��  ��������� �� �	
�	� ��  ������
�
 �	� �����# ���� ���	�������!� ��  ��������� $

�� ���	�# �� ��� �
�� �����  �������
 �"�*� ' ���� *�	��! �� �������
 ��� ���� *�����
�����
 �������� ���� ��
 � �� �� ��� ����$ +� � ��*�� *�	��! �� 
���
�
 �� " � �� ��	
��	� ' ����
��� ��	
��	� ���� �� �����
�	�
 ' ����	� ��� ��� ������	� ���� $ 3� 
� ��� � ���� ��# �!������
	���	������� �� ��� �� ������ �� ��	
��	� ����� ��
 ������	� ����� � ���# ��� 	��	�����
��# ����  ��	�� ' ��&� �!������� �� � ' ��!� ' �	 ����	 ����� ����� $ 1 �&�� ��� ' �� �!������
	���	������ �� � ����
 �� ��� �� ������ �� ��  ��������� ����� $ ��	 
� �� � ���� �!������
	���	������� �� ��� �	�����	��# �� ��	��������� �� $� $' ������	 ��
�� 	��	����� ����	������� '
"���� "�� �&� ' �	� ��
�	�� ' �	 �*��  � �	# "�� �&�� $ ����*�	 ' �� ���� � ���� ��� �����
��	
��	� ���� � ��� 	��� ��� �� � ��*�� ��	������ ��� "� ���������
 �� ��� �� �� ��� ��	
��	�
����� �� ��� ��
�� ���� �	� �� ��	
��	� ' ��
 �� ���	�#' ��� ������	� ���� � ��� 	��� ��� ��
� ��	������ ��� " � ���������
 �� ��� �� �� ��� ������	� ����� �� ��� ��
�� ���� �	� ��
������	� ' 5 ��� �� ��� ��  ��������� ���� � ��� 	��� ��� �� � ��	������ ' ����� �� ��� �� ��
��� �
�� ����� �� ����� �
��� ���� �	��� ��� " ���
�	# " ������ ��	
��	� ��
 ������	� �� $� $'
��� ��� �
���� $

3 ���� ���� ���� ����� �� �

���* ��# �� ����� �� ��� ����#� ���	��	���� '  ��# � ��	����
���� �����	� 
� ������# �� $ .�	 �!� ��� ' � ���	 ����� ����� �� ������# ���� �
 �� " �
�

���*� ' � ��� �������� �-�	� �� �

���*� ' �!������� �� � �� �

���*� ��	 � ������ �	������	
���
 �  ������	� �����	 �#��� ��� ���� " � ���	�! � ���
 "# �� ���	��	�����# �����	 �������
�	������	 �#��� � ' ��
 �*�� ��	
��	� ��!� �� �

���*� ��
�	 �����"�� ���
������ �,�
 $

%�� �	�"�� ��� ��� "� ��	 ���!�
 �� ������ � $ � �� ��� ��
�	����
 �	���
G = (V, E)

'
V = {v1, . . . , vn}

' �� ���� �� ��� ���� ���������
s, h : V → IR+ ��


c : E → IR+ �	� ��*�� $
s(vi)

��	 �� ��#
si

� ��

h(vi)

��	
hi

� 
����� ��� ������	� ��
 ��	
��	� ���� �� ��
�
vi

'
	��� ����*��#' �����

c(vi, vj)
��	

cij

� 
������ ��� ��  ��������� ���� " ������
vi

��

vj

��
���# �	� �� 
�-�	��� �����!�� $

P
�� �����
 � ��	
��	��������	� ��	������ �� �� �� � "���	������ ��

V
�
P = (VH , VS)

' ���	�
VH ∪ VS = V

��

VH ∩ VS = ∅

$ ����� ����
VH = ∅

�	
VS = ∅

�� ���� �����"�� $� %�� ��� ��
��� �
��� � ��� 	��� ��� �� ��	������

P = (VH , VS)
�� 
�,��
 �� �

EP = {(vi, vj) : vi ∈ VS, vj ∈ VH

�	
vi ∈ VH , vj ∈ VS} .

%�� ��	
��	� ���� ��
P
�� �

HP =
∑

vi∈VH
hi

� ��� ������	� ���� ��
P
�� �

SP =
∑

vi∈VS
si

�
��� ��  ��������� ���� ��

P
�� �

CP =
∑

(vi,vj)∈EP
c(vi, vj)

$
%��� ' � ��	������ �� ���	����	�!�
 "# ��	��  ��	��� � ��� ��	
��	� ���� ' ��� ������	�

���� ' ��
 ��� ��  ��������� ���� $ %���� �	� 	����	 �"��	��� ��
 �#������# ���(������
����  ��	��� ���� �����
 "� ���� �!�
 �������	 $ %��	� �	� ��*�	�� ��#� �� ��	 ����� �
�����
�,��
 ���� �!����� �	 
������� �	�"�� "���
 �� ����� ��	�� ����  ��	��� $ +� ���
������ ��� ' ,*� 
�-�	��� �	�"�� � �	� 
�,��
 � ���� �� ��� �� �� � ��	���� 
����� �	�"�� 

�$
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�� ��� ��� 	���� $�
+� ��� ,	�� ��	�� *�	����� ' ��� �� ��� ����  ��	��� �	� �

�
 $ � �����" �� ����	�	�������

�� ��� ������ ��� � �� ������	� ���� �����	�� �!������� �� � ' ��
 ��  ��������� ���� �����	��
��� �!�	� 
���# ����	���
 "# ��  ��������� ' ���� ��  �&�� ����� �� �

 ��� $ %��� �� '
�� 
�,�� ��� ������� ��� � �� ��� �#��� � ��� 	��� ��� �� ��	������

P
��

RP = SP + CP

$
��� �� �� �����" �� �� �����	��� "���

RP

��

HP

' �	 �����	��� ��� �� ��� ��
  ��� �!�
��� ����	 ��� $ +� ��� ,	�� *�	���� �� ��� �	�"�� ������ � ��� " � 
�����
 "# � �� ���	�
�� "��� � 	������ � �����	���� ' � $� $' � �����	���� ��

RP

' ��
 � ��	
��	� �����	���� ' � $� $'
� �����	���� ��

HP

$ %��� �� � 
������� �	�"�� ' � $� $' �� ��� �� " � 
���
�
 �� � ��	������
������# ��� "��� �����	����� �! ���� $ � �� ����	 *�	����� �	� ���� �!����� �	�"�� � $

+� ��� �����
 *�	���� ������
 � ��
HP

�� �����	����
 ��
 ��� �� �� ��  ��� �!�
RP

$ +�
��� ���	
 *�	���� �� %� ���	� �� � 	������ � �����	���� ' � $� $' � �����	���� ��

RP

' ��
 ��� �� 
�� ��  ��� �!�

HP

����� ������# ��� ���� �����	���� $
+� ��� ���	�� *�	���� ��� � '

SP

��

CP

�	� ��� �

�
 $ � ����	 ' ���	� �� � �����	���� ��
SP��
 � �����	���� ��

HP

��
 ��� �� �� ��  ��� �!�
CP

����� ������# ��� ��� ��� �����	����� $�
� �����" �� ����	�	������� �� ��� ������ ��� $ ��	
��	� ���� �� ��� �������
 �	�� ' ����� ��
�����	����
 "# ��� �*����"�� ���� ��!� $ ������	� ���� �� ��
� ��!� ' ����� �� �����	����

"# �*����"��  � �	#� �� �� � �	��������	�� ' � $� $' �� � �	� ��	
� ' ��� ��!� �� ���  � �	#
��� "� ���  ��� ��	������ �����	���� �� ��� ������	� ��	� ��$
 $ ��  ��������� ���� ��
� ��� �������� �-�	� ' ����� �����
 "�  ��� �!�
 ������ �" �# ��� ��� ��� �����	������ '
" ������ � ��� ������ ��� �������	# � 	����	� �� ���"�� ��  ��������� " ������ ��	
��	�
��
 ������	� �� � ��
���� ���& $

+� ��� ,��� *�	���� �� �� ' ��� �� �� ��	��������� �� ��  ��� �!� ��� �������
 �� ��
��� ��	�� ����  ��	��� $ %�� ������� �	� �� ���,�
 "# ��� 
������	 ' ��
 
�,�� ��� 	�����*�
� ��	����� �� ��� ��	��  ��	��� $ 1 �	� ��	 ���#' ��� ���� � ���� �� P

�� 
�,��
 ��
TP =

αHP + βSP + γCP

' ���	�
α
'
β
' ��


γ
�	� ��*�� ����������*� ��������� ' ��
 ��� �� �� ��

 ��� �!�
TP

$
%� �� �� ' ��� ��	��������� �	�"�� � �� �	� 
������ � ��� ��� "� ��	 �����
 �� ������ � �
� !"$" 1(,' �". %"�-*+*,-$ &(" $#..&(*/"% *- 011"-%*2 � 3� 3
� �+ *$ &$$#. "% *- +!*$ 	&$" +!&+ +!"(" &(" )& �*% 1&(+*+*,-$ � * 3" 3� 1&(+*+*,-$ +!&+ $&+*$

 ',+! 	,-$+(&*-+$ 3

�+ $!,# �% '" -,+"% +!&+ *- +!" 	&$" ,
 �� &-% �	 +!" &-& �,�,#$ &$$#.1+*,- *$ & ��&
$ +(#" '"	&#$" +!"& ���$,
+�&(" 1&(+*+*,- *$ & ��&
 $ )& �*% 
,( �� &-% +!" & ���!&(%�&(" 1&(+*+*,- *$ & ��&
 $ )& �*% 
,( �	 3  !#$-, "2+(& &$$#.1+*,- �&$ -""%"% *- +!,$" )"($*,-$ ,
 +!" 1(,' �". 3
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� � * �*�� ��� �	���
G
� ��� ��� ���� ���������

h
'
s
' ��


c
' ��


R0 ≥ 0
'
H0 ≥ 0

'

���
� ������	 ���	� �� � ��	
��	�
������	� ��	������

P
� ���

RP ≤ R0

��

HP ≤ H0

$

� � * �*�� ��� �	���
G
� ��� ��� ���� ���������

h
'

s
' ��


c
' ��


H0 ≥ 0
' ,�
 �

��	
��	�
������	� ��	������
P
� ���

HP ≤ H0

����  ��� �!��
RP

� ��� ���
���� ��	������� $

� % * �*�� ��� �	���
G
� ��� ��� ���� ���������

h
'

s
' ��


c
' ��


R0 ≥ 0
' ,�
 �

��	
��	�
������	� ��	������
P
� ���

RP ≤ R0

����  ��� �!��
HP

� ��� ���
���� ��	������� $

�� * �*�� ��� �	���
G
� ��� ��� ���� ���������

h
'
s
' ��


c
' ��


S0 ≥ 0
'
H0 ≥ 0

' ����
���� ���	� �	� ��	
��	�
������	� ��	������� � ���

SP ≤ S0
��


HP ≤ H0
' ,�


� ��	������
P
� ���

SP ≤ S0

��

HP ≤ H0

����  ��� �!��
CP

� ��� ��� ����
��	������� $

� � * �*�� ��� �	���
G
� ��� ��� ���� ���������

h
'
s
' ��


c
' ��
 ��� ���������

α, β, γ ≥
0
' ,�
 � ��	
��	�
������	� ��	������

P
� ���  ��� � 

TP

$

�� ��� �� ' ��� ������ ��� ����	���!����� �� ��� �	�"�� � ��� " � �����
�	�
 ������ ���
" � 
�,��
 ��	 ��# �� ��� �"�*� ,*� *�	������ � ��	 �� � ��
�� �� �� �	���	�" �
 ����� �����!�
���# �����
 "�  ��� �
 �� �� $� $' " ������ ��� ����	 � ��� �������� ����
 ���  �&� �����
�	 " ������ �� �� � �! ������ �� ������� ���� �����
 "� �����	���
 ���� ��� �#��� �$ +� ����
���� ' �� ��� �� " � ���� �
 ��� ���# �� ��� ���� �� �� ' "�� ���� �� ��� ���� �� � � ��
 � %
���� ���	� �	� *���
 ��	������� ' " ������ ���� �� ��� ���	�����
 ��# �	� $

�� �� � ������ ' ��� ������ ��� ��������� � ��� ���� " � ���
 $ .�	 � ���
X ⊆ V

���
s(X) =

∑

v∈X s(v)
��
 �� ���	�#'

h(X) =
∑

v∈X h(v)
$ 1��

c(X, V \X)

����� ��� �� �� ��� �����

�� ��� ��� �
��� " �������� �� ��� ��	������
(X, V \ X)

$

��� ����� �� �� � �������� ���

%��� ��	& �� �	����!�
 �� ������ � $ . �	�� ' ��� ����	��� �� �� ���! ��# �� ��� �" �*� �	�"�� �
�� ��*��������
 �������	 � ' %����� �� $ +� ��	������	 ' �� � ��� " � ����� ���� ��� ,	�� ���	
*�	����� �� ��� ��	��������� �	�"�� �	�

NP
���	
 ' ���	��� ��� ,��� *�	���� ��� "� ���*�


�� ���#�� ��� �� � $ %�� �����" ������� ��	 ���	�! � ����� ����	��� � � ��� ���� " � 
�������
 $
+� ��� 	� ���
�	 �� ��� 
����	������ ' ��	�� ���	����� ����	��� � �	� �	�����
 ��	 ���

� % *�	���� �� ��� ��	��������� �	�"�� $ �%���� ����	��� � ��� ���� �����# " � �
����
 ��
��� ����	 *�	����� �� ��� �	�"�� $� +� ��	������	 ' ������	 � �	������ � ������� ����	��� 
�%����� �� ' ������	 � 
���	�" �� �� ����	��� "���
 �� ��� /�	�������1�� ���	����� ��	 �	���
"�������� �%����� �� ' ��
 � �� "�����	��� ����	��� ' �����
 ��� 1.1��"���
 ����	��� 
�%����� � � ' �� �	������
 �� ������	 + $ � ���	��	
� ' ��� ��	�� ���	������ �	� �� ��	�
 "���
�	� �� ����#����� � ���� �� * ��� ��
 � ��	�����# �� � �� "�	 �� " ���� �	& �	�"�� �

��
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�������	 ,� $ . �����#' ������	 � �	������ �� � �	������� ������������ �� ��� �	�����

����	��� � $

-��� ������	 ���	�� � ��� � ���	� ��  �	# �� ��� ������ ���� ��� ������	 �� �" ��� $

��



������� �

��� � ��� 	�� ���� ���

%�� ����	�"������ �� ���� ������	 ��� "� ��  �	�!�
 �� ������ � �
�

�

�

�

�) #�# � � + �	�*�
 ���� �	�"�� � � ��
NP

��� ����� ' ��
 �	�"�� � � � ��
 � % �	�
NP

���	
 $ � 	�"�� �� �� ����
NP

���	
 '  �	��*�	 ' + ���� �	�*�
 ���� ��
P 6= NP

' ����
�*�� �� ���	�! � ����� ����	��� ��� �! ��� ��	 �� $ ����*�	 ' + ��*� � ���#�� ������ �
�!��� ����	��� ��	 ��� � � �	�"�� $

%���� 	������ ��� "� ������	�!�
 ���� ��	�� �	���� �
NP

���	
���� 	������ ' ����� �	�
�	������
 �� ������� � $� ' � ��#�� �����# 	������ ' �	������
 �� ������� � $� ' ��
 ������ 	�����

�� ���	�! � ����� ����	��� � ' �	������
 �� ������� � $� $ ��� ��
�! 4 ��  �	�!�� ��� ���

"���� ������� �� �� ���! ��# ����	#$

� ��
NP ��������� ���� ���

1 ��� ����	�� ��	 �������� �� ��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �	�"�� �	�
NP

���	
 $
�� ����� ' �� �� ��� ���� �
 "# ��*�	�� 	����	���	� ���' � � ' +� ' � �
 ' "�� ���# ��� ��	������	
��	 ������� �� ��� �	�"�� ��� " ��� �	�*�� �� " � 	����#

NP
���	
 �+�
 $ ����*�	 ' ����

��	 ������� ���� �����
�
 ��� ����
����� �	�"�� ' ��
 ��� �	��� ���� 
�� ��
�
 �� ���
��	
���� �� ����
����� $

1 �	��*�	 ' �� � ��� " � 
� ����	���
 �� ������� � $� ' ��� � � �	�"�� ' ����� �� ���� �
����	�� ��	 ������� �� ��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �	�"�� ' ��� " � ���*�
 �� ���#�
�� ��� �� � ' ��
 ���� �� �� ���

NP
���	
 ' ������

P = NP
$ %��	���	� �� �� ��� �	�� ���� ���

��	 �������� �� ��� ��	��������� �	�"�� �	� �������	��#
NP

���	
 $ +� ���� ' ��� �� ���! ��#
�� ����� ��	 �������� ���� 
� ��� �����
� ����
����� �� ��� ����	 $ %��� ���� � ��� � ��	�
����� �� ��� ������ ��� ����	� $ +� �� ��� ,	��

NP
���	
���� ����	� ��	 � ��	 ������� ��

��� ��	��������� �	�"�� ���� 
��� ��� �����
� ����
����� $
�) �
 � � � �� � 	 
 � ������ ��

NP
����� ���� ���� �� �� �� � ��� �� � ��� � � ��� �� ���

���������� 
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� ���� 
 � � �� ��
NP

' " ������ �� ��	��������� �� �����" �� � ��� ��� ��*�� �� ��� ' ���� ���� �
��	������ �� � ���
 � ������ ��	 ���� $

%� �	�*� ���
NP

���	
���� ' ��� &����
NP

��� ����� ����	�
� � �	�"�� ���
 � ��� " �
	�
���
 �� � � $ 1�� �� �������� �� ��� ����	�
� �	�"�� "� ��*�� $ �%��	� �	�

n
�"5 ���� '

��� ������� �� ��� �"5 ���� �	� 
�����
 "#
wi

' ��� �	��� �� ��� �"5 ���� "#
pi

' ��� ������
�� �� "#

W
��
 ��� �	��� �� �� "#

K
$ %�� ���& �� �� 
���
� ������	 ���	� �� � ��"���

X
��

�"5 ���� ' �� ���� ∑

i∈X wi ≤ W
��
 ∑

i∈X pi ≥ K
$� 4���
 �� ���� ' �� �������� �� � � ���

" � 
�,��
 �� ������ � �
V = {v1, . . . , vn}

'
E = ∅

$ 1��
hi = pi

'
si = wi

��	 ����
i = 1, . . . , n

$
������

E
�� � ��#' ���	� �� �� ���
 �� 
�,��

c
$� +��	�
�����

A =
∑

vi∈V pi

' ���
R0 = W��


H0 = A − K
$

��� �� �����
 " � �	�*�� ���� ���� �������� �� � � �� ���*�"�� �� ��
 ���# �� ��� �	������
����	�
� �	�"�� ��� � �������� $

� ��� � ,	�� ���� ���� �������� �� � � ��� � ��������
P = (VH , VS)

' ���	�
VH ∪ VS = V��


VH ∩ VS = ∅
$ %���  ���� ����

RP =
∑

vi∈VS

wi ≤ R0 = W
�� $��

��

HP =

∑

vi∈VH

pi ≤ H0 = A − K =
∑

vi∈V

pi − K.

%�� ���� �)������ ��� ���� " � ��	 �����
 �� �

K ≤
∑

vi∈V

pi −
∑

vi∈VH

pi =
∑

vi∈VS

pi.
�� $��

-)������� �� $�� ��
 �� $�� �	�*� ����
X = VS

�� � �������� �� ��� �	������ ����	�
�
�	�"�� $

��� ���� � ����
X
���*�� ��� �	������ ����	�
� �	�"�� $ %��	���	� �

∑

vi∈X

si =
∑

vi∈X

wi ≤ W = R0

�� $��

��

∑

vi∈X

pi ≥ K = A − H0 =
∑

vi∈V

pi − H0

���� ��
H0 ≥

∑

vi∈V

pi −
∑

vi∈X

pi =
∑

vi∈V \X

pi =
∑

vi∈V \X

hi.
�� $� �

-)������� �� $�� ��
 �� $� � *�	��# ����
P := (V \ X, X)

���*�� � � $
%��� 	����� �����# � ����� ��� ��	
���� �� ��� � � ��
 � % �	�"�� � �� ���� �
��"" 011"-%*2 � 3� 
,( %"+&*�$ 3

�+
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�� ���� ���� �� �� �� � ��� �� � ��� � � ��� �� ��� ���������� 

� ���� 
 � � ��� "� 	�
���
 �� � � � ��� �������� �� � � �� � ��	������ ���	�

HP ≤ H0

��

RP

��  ��� �� � ��� ���� *���� " �
R∗

P

$ � ���	�# � � �� ���*�"�� �� ��
 ���# ��
R∗

P ≤ R0

$
� � ��� "� 	�
���
 �� � % � ��� �������� �� � % �� � ��	������ ���	�

RP ≤ R0

��

HP

��
 ��� �� � ��� ���� *���� " �

H∗
P

$ � ���	�# � � �� ���*�"�� �� ��
 ���# ��
H∗

P ≤ H0

$
+� ������� � $� ' �� � ��� " � �	�*�� ���� ��� �� �	�"�� �� ����

NP
���	
 $

%�� �	���� �� ��� �"�*� ��� ����	� � ���� ���� ' �� ��� �� ����� ���� ���� ��� �	��� ���
�� �
��� ' ��� � � �	�"�� �� �)��*����� �� ��� 
������� *�	���� �� ��� ����	�
� �	�"�� '
���	��� ��� � � ��
 � % �	�"�� � �	� �)��*����� �� ��� ���� �!����� *�	���� $

� ������� ��� ����	�
� �	�"�� ��
NP

���	
 ' ��� �� ���! ��# �	���� ���# " ������ ���
�� "�	� �� �� ���� ������� ' �	���� ' ��
 �� ���� ��� "� �!����������# ��	�� $ +� ���� ' ���	�
�! ��� ����
�����#�� ��� ����	��� � ��	 ��� ����	�
� �	�"�� ' � $� $' ����	��� � �����
	������ �� � �� � ��#�� ��� �� ��� �� "�	� ���� �����	 �� ��� �	�"�� �������� $ ����� '
�� ��� �� "�	� ���� �����	 �� ��� �	�"�� �������� �	� � ��#�� ��� �� ��� ��!� �� ���
����� ' ���� ��� �	�"�� ��� " � ���*�
 �� � ��#�� ��� �� � ���
 $ %��� ' ��� �� � ������� ��
��	
��	�
������	� ��	��������� �� ���� �� ��  ��������� ����� ��� " � ��������
 $

+� ��� ������ ��� �� � ��� " � �	�*�� ���� �� ��� ����	�� ����� � $� $' ���� ��� �	��� ���� ���
�
���� ��� ��	��������� �	�"�� �� �*�� ��	
�	 ���� ��� ����	�
� �	�"�� $ �����,����#'
�� � ��� " � ����� ���� �� ��

NP
���	
 �� ��� ��	��� ����� ' �����  ���� ���� �� ��

NP
���	


�*�� �� ���# � ��#�� ������!� �� "�	� �	� ������
 $ %��� � ��� � ��# �� ��	������	 ���� ���
�*�� � ����
�����#�� ��� ����	��� ��� �! ��� ��	 ��	��������� ������

P = NP
$ � ��� ����

���� ���� �� ��� ,	�� ���� ����	� ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� $
�) �
 � % � �� � 	 
 � ������ ��

NP
����� ���� �� �� � ������ � ��� �


� ���� 
 +� ��� ��	��
# "��� �	�*�� �� %���	� � ���� � � �� ��
NP

$
��� ��� 
������� *�	���� �� ��� �
�
��� �
	�
�
�� �	�"�� ' ����� �� &���� �� " �

NP
��� ����� ���
 ' � ��� " � 	�
���
 �� � � $
�� �������� �� ��� �
�
��� �
	�
�
�� �	�"�� �������� �� � �	���

G = (V, E)
� ���

n
*�	����� ' ���	�

n
�� �*�� '

m
�
��� ��
 � �� ��

K
�� ���

K ≤ m
� ' ��
 ��� ���� �� �� ,�


� ���
(A, B)

' ��	 �����
|A| = |B| = n

2

��
 ��� �� "�	 �� ��� �
��� �� ��  ���
K
$

��� ��������� ��� ������ ��� �������� �� ��� � � �	�"�� �� �� $ %�� �	��� � ��� " � ���
�� � $ 1��

h(vi) = s(vi) = 1
��	 ����

vi ∈ V
��
 ���

c(vi, vj) = 1
m+1

��	 ����
(i, j) ∈ E

$
��,��

R0 := n
2

+ K
m+1

��

H0 := n

2

$ � ���	�# ��� ���� *����� �����	��� �� ���� �������� ��
� � �	� ���#�� ��� ��

n
$

.�	
X, Y ⊆ V

' ��� ��� �� �
��� " ������
X
��


Y
� ��� " � 
�����
 "#

E(X, Y )
$

��� �� ��� �� " � �	�*�� ���� ���	� �! ���� � �����" �� "�������� �� ��
 ���# �� �� �� �������� ��
� � �� ���*�"�� $ +�
��
 ' ��

(A, B)
�� � �������� ��	 ��� "�������� �	�"�� �� $� $'

|A| = |B| = n
2

�� � *$
NP

�	,.1 �"+" � '#+ �� &-% �	 &(" �,- �
 �
NP

�!&(% � '"	&#$" �� &-% �	 &(" -,+ %"	*$*,- 1(,' �". $&-% +!#$ +!"
 &(" -,+ *-
NP

3

�,
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��
�� �����
��� � ��� �
���
��������
�� ������
��

��

|E(A, B)| ≤ K

� ' ����
(A, B)

�� ���� � �������� ��	 � � ' �����
∑

v∈B

s(v) +
∑

e∈E(A,B)

c(e) = |B| +
1

m + 1
|E(A, B)| ≤

n

2
+

K

m + 1
= R0,

��

∑

v∈A

h(v) = |A| =
n

2
= H0.

� ��� *�	�� ' ��� �� ���� � ���� ��� � � �������� ��� � ��������
(VH , VS)

$ %���

|VH | =
∑

v∈VH

h(v) ≤ H0 =
n

2

�� $+�

��

∑

v∈VS

s(v) +
∑

e∈E(VH ,VS)

c(e) ≤ R0 =
n

2
+

K

m + 1
<

n

2
+ 1,

�� $,�

����
|VS| =

∑

v∈VS

s(v) ≤
n

2
,

�� $��

����� �� �� �� ������	 ��

c
�� ����������*� $ � � " ��� ��
�� �� ��� ��	������

(VH , VS)
�	�

��� ��	��	 ���� n
2

��!�	����
 "# �� $+� ��
 �� $��� '
|VH | = |VS| = n

2

 ��� ���
 $ %��� ����
� ������ ����� ����� �� $,�� ���� ∑

e∈E(VH ,VS) c(e) ≤ K
m+1

' �����
|E(VH , VS)| ≤ K

$ ��
(VH , VS)

�� ��
��
 � �������� ��	 ��� "�������� �	�"�� �� ���� $
� ���� ��� �� � 	�
������� �� �� ��� �	��� �� %���	� � ' %���	� � � ����� ��� ������ ���

	����� �
�) �
 � � � �� � 	 � ��� 	 � � ������ � ���

NP
�� ��� �� �� � ������ � ��� �


�����	���� ��� �� ���! ��# �� ��� � � ' � � ' ��
 � % �	�"�� � ' %���	� � ��
 %���	� �
�	� ��	����	 	������ ���� %���	� � ��
 %���	� � $ %�� 	����� ��# %���	� � ��

%���	� � ��*� "��� �	������
 �� ��� ' �� ���� ���# ���� ��� ���������� �� ��	���������
��
 ��� ����	�
� �	�"�� $ %��� �� ' �� ��� �� ����� ���� ���� ��  ��������� ��� " �
��������
 ��
 ��� �� "�	� ��� ��	��� �� ��� �	�"�� �������� �	� ��� ��� "�� ' ��� �	�"�� 
��� "� ���*�
 �2 ������# ����� ��� ����	��� � ��	 ��� ����	�
� �	�"�� $

� �� �� ����� �� ���� ���� ���

.�	�� �� �����
 " � ����
 ���� ��� ����	 �!�	� � ' � $� $' ���� ��  ��������� �� ��� ���#
�����,���� ���� ' ��
 ��	
��	� ��
 ������	� ����� ��� " � ��������
 ' �� ���#' �*�� �� ��� ����
*����� ��� " � �	"��	�	��# ��	�� $ +� �� ����	 	���	������ ��  �
� ' ����� 	���	
���� �� �����
*�	���� �� ��� �	�"�� �� �����
�	�
� ������ �*�	# ��
� �� ��	
��	� ' �	  ������ �*�	#
��
� �� ������	� �	� ���� �� ��������� ' " ������ ����	 ���� �� $ $

��
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��� �����
�	 ��� ����	���!����� �� ����� �� � ��
�� �	� �	���	�" �
 �� " � �� ������	�
��
 �� � ����	� �� ��	
��	� $ 1 �	� ��	 ���#' ���

VS


����� ��� ��� �� ��
�� ���� �	�
�	���	�" �
 �� " � �� ������	� ' ��


VH

��� ��� �� ��
�� ���� �	� �	���	�" �
 �� " � �� ��	
��	� '
���	�

VH∩VS = ∅
' ��
 �� ����� ��� ��

VH

��

VS

�� ��� � ��#$ +� ���� ���� ' ��� ��	���������
�	�"�� 	�
���� �� ,�
��� �  ��� � 

s− t
��� ' �	 �  ��� � ��� ��
 �� �  �
�,�
 �	��� '

�� ����� "���� ' ��
 ��� ���� " � ���*�
 �� ���#�� ��� �� � $ %��� ���
� ��	 ��� �� ���
�	�"�� � � �0� � $

. �	�� ' ��� �� �����
�	 ��� ���� ���� "���
VH

��

VS

�	� ����� ��#$ %��� ��� �	���
�����
 "�  �
�,�
 �� ������ � �

VH

�� ��������
 �� � ������ *�	��!
vh

��

VS

�� ��������
 ��
� *�	��!

vs

$ +� ��	����� �
��� �	��� ' ���# ��� " � ���,�
 �� � ������ �
�� ����� ���� �� ���
�� �� ��� ����� �� ��� ��	����� �
��� $ +� � �� �� �� $� $' �� �
�� ���������� � *�	��! �� ������ �
�	���� ' �� ��� "� �� ��# 
����	
�
 " ������ �� 
��� ��� ��	�������� �� ��# ��� �� ��� �	��� $
� ���	 �����  �
�,������� ' ���  ��� � ����� ��	������ ��� "� 
���	 ���
 "# ,�
��� ���
 ��� � ��� " ������

vs

��

vh

$
+� ' �� ��� ����	 ���
 ' �����	

VH

�	
VS

�� � ��#' ���� ��� ��� �	����
 �� ������ � $
������� ��	 �������� ����

VS = ∅
$ %��� '

VH

�� ����� ��������
 �� � ������ *�	��!
vh

' ��
�"�*� ���	����� �
��� ��
 ����� �	� ���
��
 �� ��� �� � ��# �� �" �*�� $ ����*�	 ' ���
 ��� � ����� ��	������ ��� ��� "� 
���	 ���
 "# ,�
��� ��� ���"���#  ��� � ��� ��
����  �
�,�
 �	��� $ %��� ' �� � ' ��� " � ���*�
 �� ���#�� ��� �� � $ %��� ' ��� ������ ���
����	� ��� " ��� �	�*�� �
�) �
 � � � ��

∀v ∈ V : h(v) = s(v) = 0�
�� �� � � � �� � � ������ � 	 
�	 � ��� �� � ����� ��

� ������ �� � ��� �
�
���� �� � �� � ����� ��� � ��� ������ �� �� �� �������� ��� ��� � ��� ��� ���

� ��� ������ �� �� �� � �� �����

1 �	��*�	 ' ��� �� � �� ���! ��# �� ����� ����	��� � �� ����������# ��� �� � �� ���� ��

,�
��� ���  ��� � ��� ' �	 ���  ��� � 
s−t

��� �� � �	��� $ %�� "��� &���� ����	��� �
��	 ,�
��� ���  ��� � ��� �� � �	��� ��*� �� ���! ��# ��

Õ(n2)
' ��


Õ(nm)
��	 ,�
���

���  ��� � 
s − t

��� ��,
 $
��� + ���*� ��� ����� �� �2 ������# ���*�"�� �� ����� ����� ' ��
 �� �� �� ���� ���� ���

� � �	�"�� �� ���*�"�� �� ���#�� ��� �� � �*�� �� ��� ����	�� ���� $
�) �
 � � � �� � 	 � � ������ ��� �� � ����� �� ��� � � �� �� � ������ �� � ��� �

� ���� 
 +� ��� "� ���� �
 ����

α = β = γ = 1
" ������ ����	� ��� ����

hi

��  ����� ���
 "#
α
' ����

si

"#
β
' ��
 ����

cij

"#
γ
$

3 ��� ����  �
�,������ ��� �	�"�� "��� �� �� ���	 �� ��� ��� ���*�
 "# ����� �� ���
 $
� ������� ����� ���
��� ���# ��� ����  ��	�� ��� �� ��
 ��� ��� �����	 �� "������� ��
��*�	�� ����  ��	��� ' ��� �	��� �� ���� ����	� �� �
������� �� ��� 
 $ %�� 
������ �	� � ����
 '
���# ���  ��� �
�� �� ��� �����	������ �� ��*�� �� ���� ��
�	����
 ��� ����	��� ���� � ���
" � "���
 �� �� $

�� ��! ����	# �	��� ���� .���	� � $��
G′ = (V ′, E ′)

�� �����	����
 "���
 ��
G
�� ������ � �

V ′ = V ∪ {vs, vh}
'
E ′ = E ∪Es ∪Eh

' ���	�
Es = {(v, vs) : v ∈ V }

��

Eh = {(v, vh) : v ∈

��
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V }
$
G′ �� ���� � �� ��� ' ��
�	����
 �	��� ' "�� �� G′ ���# ��� �
��� �	� �������
 ����� � ���

���� �� �
��
e ∈ E ′ �� 
�����
 "# b(e)

' ��
 
�,��
 �� ������ � �

b(e) =











c(e)
��

e ∈ E

hi

��
e = (vi, vs) ∈ Es

si

��
e = (vi, vh) ∈ Eh

���� ���� ��� �
��� ��
Es

�� $� $' ����� ���� ������� ��� *�	����� ��
vs

� �	� �������
 ���
h*����� ' ��
 ��� �
��� ��

Eh

�	� �������
 ���
s
*����� ' ��
 ��� *��� *�	�� $

vh

vs vi vj

cij

G

hi

hj

si

sj

VS VH

.���	� � $� � %�� ��! ����	# �	���

0 ��' � ������ ' ����� � �� � �� �� � �� �� � � �� �� �� �� � �� G′
���� ���

vs

���
vh

�� ���� �
�� �� � �� ��� �� �� �� � ���� ��� � � ��� � �������������� � ������ 


4# 1�  � � ' � � ��� "� 	�
���
 �� ,�
��� �  ��� � ��� " ������ ��� *�	����� �� �
�� ��� ��
�	����
 �	��� ' ��	 ����� ���#�� ������ � ����	��� � �	� &���� ��
 $ ���� ����
��� ��!� ��

G′ �� ��� �����,�����# ��	��	 ���� ���� �� G
� ��

G
���

n
*�	����� ��


m
�
��� '

����
G′ ��� n + 2

*�	����� ��

m + 2n

�
��� $ %��� �	�*�� ��� ����	� $
%�� �"�*� �	��� �������� � ���#�� ������ � ����	��� ��	 ��� � � �	�"�� ' �� ��  ��

	�!�
 �� � ���	��� � $
$ �(�
�	)� � ���#�� ������ � ����	��� ��	 ��� � � �	�"�� 
� $ �	���� ��� ��! ����	# �	��� $
� $ . ��
 �  ��� � ��� " ������

vs

��

vh

�� ��� ��! ����	# �	��� $

����	�#' ��� ,	�� ���� �� ��� ����	��� ��� "� ��	��	 �
 �� �����	 �� � $ .�	 ��� �����

���� '  ��# ����	��� � �	� &���� $ .�	  # � ��� �������� ' + ���
 ���  �!�(��� ���
��� �1.1�� ����	��� �� *��
" �	� ��
 %�	5 �� ��� ' �+
 ' ����� ��	&� ��

O(n3)
�� � '

���	�
n

������ ��� �� "�	 �� *�	����� �� ��� �	��� $ %��	���	� ' ��� ����� �	� ���� ��� " �

��
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� �	��	 �
 ��
O(n3)

�� � $� ���� ����
O(n3)

�� 5 ��� � ����	���� ����	 " ���
 ��	 ��� 	���� �
�� � ���	��� � $ - ��	���� �!� �	����� ��� ����� ���� ��� ����	��� �� �!�	� ��# ���� ��
�	������ ���� ������� + $, $�� $

���� ���� ��� ���
����� ����
α
'
β
' ��


γ
�	� ����������*� �� � ��	���� " ������ ��

���#�� ������ � ����	��� �� &���� ��	 ,�
��� ���  ��� � ��� �� � �	��� � ��� �	"��	�	#
�
�� ����� �� $� $' ���	� ��� �
�� ����� �	� ��� �������	��# ����������*�� $ +� ���� ' �� �� �	�"�� 
��
NP

���	
 �,�
 $
+� �� � ��	���� ��  ������ ���� �� �� ��� ��������� ���� ���	� �	� �!����# ��	�� ����

 ��	��� �� ���� �!� $ %�� �� � ���	���� ��	&� ��	 �� �	"��	�	# �� "�	 �� ����  ��	��� ��
��	 �� ��� �����	 �� "������� �� ��� �����
 "�  ��� �!�
 ���� ������� + $�� $

+� �����
 ���� " � ����
 ���� ��� ����	��� ��� �����# ����  �
��� ��� �!������� ��
��� ��	���������  �
�� ' �� ����� �� � �� ������� �	� ,!�
 �� ������	� ' ����� �� � ����	�
�	� ,!�
 �� ��	
��	� $ +� ���� ���� ' ��� �� �  ����
 �� ���
 �� �� ��� �	��� �� %���	� ,
� ��� ��� ���� 
�-�	���� ���� ��� *�	�����

vs

��

vh

���
 ��� " � �

�
 �� ��� �	��� ' "��
	����	 ���# �	��� "# ���������� ��� ��
�� ���� �	� �	���	�" �
 �� " � �� ������	� ' ��
 "#
���������� ��� ��
�� ���� �	� �	���	�" �
 �� " � �� ��	
��	� ' 	��� ����*��# �5 ��� ��&� �� ���
�	��� �� %���	� +� $

. �����#' + ����
 ��&� �� ����	��� %���	� , �� ��� 	������ �� ������� � $� $ +� ��� " �
���� ����� �������
 ����

P 6= NP
� ��� � � �	�"�� �� �����,�����# �����	 ���� ��� ����	

�	�"�� � $ �+� ��� ��� #�� " ��� �	�*�� ���� ��� �� �	�"�� �� ����
NP

���	
 ' "�� ����
�� ���� �	�� ' ��
 �� � ��� " � �	�*�� �� ������� � $� $� %��� ���
� �� � ����� �� ��� �	����
�� �� ���! ��# �� ��	
��	�
������	� ��	��������� � ��
�	 ��� ���� ����� �� �

���* ��# ��
����� ' ��� �	�"�� �� ���# �� ��� 
�-�	��� ���� �����	� �	� �� "���
 ����� �������
 �� ��
��	 � ������ �"5 ����*� �������� ' ���	��� �� " ��� �� ��	
 �� ���# �	� " ���
�
 �	 ���� �!�

����	����#$

%�� ����	 ������ ���	��
 �	� ����� ����	� � �� ���� ��� ��� ��	 �������� �� ��� ��	�
��������� �	�"�� �	� �������	��#

NP
���	
 $ %�� � � �	�"�� ' ����� �� ����	����# ���#'

�� ���� �  ��������� ��	 ������� �� ��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �	�"�� ���� ���
�����	� � �� "�	 �� 	������	�
 *�	����� �� ��� �	�"�� $ ����� ' ��	� ��� �� " � ��&�� ����
���� ��� ���� ��	��������� ��

NP
���	
 $ ���� �������
��� ' �� ��� 	��� �� ���� ��	& ���  ���

�� ��� � ��� " � �� ���
NP

���	
 *�	����� �� ��� ��	��������� �	�"�� $

� �� ������ �� �� �����

����� � � ' � % ' ��
 �� �	�
NP

���	
 ���� �!����� �	�"�� � ' �� �� � ����	�� )������� ������	
���# ��� "� �� ����� ���	�! � ���
 �� ���#�� ��� �� � $ �

κ
���� ��� �� ����� � �� ������ ����	�

κ > 1
� ��	 �  ��� �!����� �	�"�� �� � � ��#�� ������ � ����	��� ����� 	����� �� ���	�

�����
 �� " � ��  ���
κ
�� �� ��� ���� � ��+
 $ %�� )������� �� ������	 ���	� �! ���

�� !"- �+,-" 1#' �*$!"% !*$ $*. *�&( &11(,&	! *- ���� � +!" & ��,(*+!. $ 
,( �-%*-� & . *-*.#. 	#+ *- &
�(&1! �"(" .#	! $�,�"( 3 �- 
&	+ � �+,-" 	�&*. "% !*$ 1&(+*+*,- *-� & ��,(*+!. +, !&)"

O(n5)
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���	�! � ����� ����	��� � ��	 ����� �	�"�� � $ +� ��� ���� �� �� ' ��� �����	 �� ������*� ��
P 6= NP

�

�) �
 � # � �� � 	� � ������ ��
NP

�� ��� 
 ����� ��� ���
�
��
P 6= NP �

�� �� �� ��� ��� ��
� ����� � �� ������ ��� �� ��� � �� 	� 

� ���� 
 ����	
��� �� %���	� � ' ��� � � �	�"�� ��

NP
���	
 �*�� �� ��� �� ����� ���� ����

�	���� � ��� �� �
��� �	� �����
�	�
 $ ��� ' � /�	��	�
������ � ��� " � �	������
 �	� ����
�� ����� ���� �� � � ���� �� $ +� � ��� ������ �  �
�����# ���� �� ��

NP
���	
 $ 1 �	��*�	 '

��� /�	��	�
������ � ��� " � ���� ���� ��� �����
 ���� � ��� ���� �����# ������ $
1�� �� �������� �� � � � ��� �� �
��� " � ��*�� $ %��� �� ' �� ��� �� " � 
���
�
 ������	

��� *�	����� ��� " � ��	�������
 �� ���� � ��# ���� ∑

vi∈VS
si ≤ R0

��
 ∑

vi∈VH
hi ≤ H0

$
4���
 �� ���� ' �� �������� �� �� �� �����	����
 $ %�� �	��� � ��� " � ��� �� � ' �!���� ����
��� ��� ��
�� ��
 �� �
�� �	� �

�
 $ %�� ��� ��� ��
�� � ��� " � �����


x
��


y
' ��


��� ��� �
�� � ��� " � �����

e
$ %�� ��� ��
������ ��

e
�	�

x
��


y
' ��
 ��� ��  ���������

���� �� � $ %�� ����� �� ��
�
x
�	� ������ �� ���� � ��# ����

x
� ��� ��	��# " � �� ������	� �

s(x) = 0
��


h(x)
�� � ��	�� �� "�	 ����� �� �	����	 ���� ��� ��	
��	� �� �� $ +� ��� ����

��
y
�
h(y) = 0

��

s(y) = M

' ���	�
M

�� � � �����*� �� "�	 � ��� ��� ������ ��� �	���	�# �

R0 + M ≥
∑

vi∈V

si.
�� $��

%�� ����� �� ��� ����	 ��
�� �	� ��������
 $ . �����#' ��� �� ��� �� ��� ��� �# �	����

�	�"�� �������� �	�

H ′
0 = H0

��

S ′

0 = R0 + M
$

��� ' �� ��� �� " � �	�*�� ���� ����� �� ��� �	� �
 ����"�� �� ��� ����� ���� ���	� �� �
��	������ ���� ���, ��� "��� �� ��� $ +�
��
 ' ����	
��� �� +��)�����# �� $�� ' ������� ��� ��
��
"��

y
�� ������	� �� ���� � *���
 ��	������ $

� ����� ���� �� ��� ���� �� �� ' ��� �� �� ��  ��� �!�
CP

' ����� �" �#��� ��� ���
�����	����� $ � ���	�#' ���  ��� � ��

CP

�� ��� ��� �# �	����
 �	�"�� �������� �� �����	 $
�	 � ' 
�� ��
��� �� ������	 �
��

e
�� ��� �	 ��� $ ��� �� ��� �� " � �	�*�� ���� ��� �	������

�	�"�� �������� �� ���*�"�� �� ��
 ���# �� ��� ���� ��
CP

�� $ $ ������� ,	�� ���� ���
�	������ �	�"�� �������� �� ���*�"�� $ %��� ����� ��� ��
�� �� ��� ��� �	�"�� ��������
�� ��� �� � ��# �� ���# �	� �����
 �� ��� �������� �� ��� �	������ �	�"�� $ ����	
��� ��
��� 
�,������ ��

S ′
0

' ���	� �� ������ 	�� ���� �� ��� ������	� ��
� �� ����� ��
�
y
����

������	� �� ���� ' ��
 ����
e
�� ��� ��� '

CP = 0
$

"� ��� ����	 ���
 ' �� ��� ���� ��
CP

�� $ ' ���� �� �� ���� �� ��������
y
��� �� " � ��

������	� ' ��
 ����� ' ���#
R0

	�� �� ���� ��	 ��� ����	 ��
�� �� ������	� ' ��
 �� ���	��
H0	�� �� �*����"�� �� ��� ��	
��	� ��
� $ %��	���	� ' ��� 	� ������ ��
�� "���
 � �������� ��

��� �	������ �	�"�� $ %��� ' ��� �"�*� �����	������ �� ��
��
 � /�	��	�
������ ' ��
 �� ��
��
NP

���	
 $
+� 	� ���� �� ���� ���� ��

P 6= NP
' ���� �� ���	�! � ����� ����	��� ��� �! ��� ��	 �� $

+� ���	� ��	� �
κ
����	�! � ����� ����	��� ��	 �� � ��� �� �

κ > 1
' ���� ���� ����	��� 

����
 #���
 � 	����� �� $ �� ��� ���� � �� $ ' ��
 � 	����� " ������ � ��

κ
�� ��� ���� � 

�� � $ %��� ' ���* ��� ��� ��� �# �	����
 �	�"�� �������� � ��� ���� ����	��� ����
 ���� ��
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������	 ��� �	������ �	�"�� ��� ���*�"�� �	 ��� $ ����� ��� �	������ �	�"�� ���
NP

���	
 '
���� �� ��� � ����" �� �� ���#�� ��� �� � ' ������

P = NP
$

�����	���� ��� ����	 ��� �	�"�� � ' �� �� ����� �� �� �� )������� ������	 ���	� �! ���
��������������	 ���	�! � ����� ����	��� � ��	 ��� � �� ���� ����	��� �� &���� ' "�� �
��	
���� 	����� ��� ��� ����� �� %���	� �� �� ��� &���� �����	 $ ����*�	 ' ��

O(log2 n)
�

���	�! � ����� ����	��� ��� " ��� �	������
 ��	 ��� � � �	�"�� �� ���
 $ ����	�������#'
�� �� ����	��� ��� ������ �	������� 	���*���� " ������ �� ��� ���� ���	�! � ����� �����	 ��

��� ���� �� ���! ��#$

+� �	
�	 �� ������	��� ��� ��	
���� �� ���	�! � ����� ����� �	�"�� � ' + � ��� �	�*� � �� ���
������*� 	����� � ���� ��� �	��
# ����	��� �� ��� �� ���	�! � ����� ����	��� ��	 ��� � %
�	�"�� $� 4# �	��
# ����	��� ' ��� ������ ��� ��  ���� � �� ���	�� �	� ��� ������	
��	�
��	������ ' ����� �� ��	�����# *���
 �� ��� ���� �� � % $ +� ���� ���� ' �� ����&� ����� ��
��
��� "�  �*�
 �	� ��	
��	� �� ������	� � ������ ��	���� ��� �����	���� ��

RP

' ��
  �*��
��� ��
� � ��� ������� ��	
��	� ���� �	� ����� $ +� ����� ���� ��  �	�  �*�� �	� �����" �� $

� 
���#�	��� � � �� � ������ �� �� � � ����� � �� ������ ��� �� ����������� � �� � ��� �� � �� ��� ��
�� �� � 	 � � ������ 

� ���� 
 1��

G
"� � �� ����� �	��� ��

n
*�	����� $ .�	 ���� *�	��!

v
' ���

s(v) = h(v) = 1
'

��
 ��	 ���� �
��
e
' ���

c(e) = 2
$ 1��

R0 = n
$ %��� �� �� ����	 ���� ��� ���� �� �������� ��

�� ��� �*�	# ��
� �� ������	� $ %�� ���� � �� ���� $ $
"� ��� ����	 ���
 ' ��� �	��
# ����	��� ���	�� � ��� ��� ��
�� �� ��	
��	� ' ��
 ��

������  �*� ��# ��
� �� ������	� $ %��� �� " ������  �*��� � ��
� �� ������	� ����
 ���

��

RP = 1 + 2(n − 1) = 2n − 1 > R0

$ %��	���	� ��� ����	��� ����� � ������  �&��� �
 �*� ' ��
 ��� 	����� ��

n
$

� �� ��� � ���

%� �� �� ��� 	������ �� ���� ������	 � � � �� ���*�"�� ���� ���# �� ���#�� ��� �� � ' "�� ���
����	 �	�"�� � �	�

NP
���	
 �� ����	�� $ 1 �	��*�	 ' �� �	��������# ���"�� ���	�! � �����

����	��� � �	� &���� ��	 ��	
NP

���	
 ���� �!����� �	�"�� � ' ��
 �� ����� �� ��� ���� ��
�� ' �� ����
 " � �	�*�� ���� �� ���� ���	�! � ����� ����	��� ��� "� ��� �
 ��	 $

.�	 ����� 	������ ' ��� 	��� �� ���� ��	& �����
�	� ��� ����� �� ���	������ $
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+� ���� ��
 ��� ��!� ��� ������	� ' ��	�� 
�-�	��� ���	����� ����	��� � �	� �	������
 ��	 ���
� % �	�"�� $ %�� ����	�"����� �� ���� ������	 ��� "� ��  �	�!�
 �� ������ � �
'

&

$

%

�) #�# � � + 
�*���� �
 � ������� ����	��� ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� $ +� ��

 �-�	��� �	� �	�*���� ������� ����	��� � �� ��� ������ ��� 	��� ���� �

•
%�� ���������� ��� ���� ������� ��
�* �
���� ���� *������ ��� �����	����� � ����*�	 '
���# �	� �������
 "# ��� ,����� �������� $ %��� ��#' ������� �� �	������ ��� "�
������
 � ������ 	���	������ ' ����� ���"���  �	� �2 ����� ���� �!����� $

•
+ 
�*���� �
 ��
 �����
 
�-�	���  ����
� ��  �&� ��	� ���� ��� �� ����� � ���������
�������� *���
 ��
�* �
���� ' "�� 
��� ��� ���& 
�*�	���#$

•
+ � ��� ����
 ��
 �����
 ��*�	��  ����
� ��	 �	�����*�	 ��
 ��*�	�� 
 �-�	���
,����� ��������� $

� �� �� �� ������ �

����� ���	� �	� *�	# ���
 "��&� ��
 ��	*�#� �� ������� ����	��� � ���� ' ��	 �������� ' ��� ' ++

��
 	���	����� ���	��� � ' + � ��� ���# ��*� ��	� � *�	# "	��� ' 	����	 �	������� ���	�
������ ' ��

���	��# ��������� ��
 ��	 ������#$

+� �	
�	 �� � ��� ��� � ������� ����	��� ' ��� ��� �� 
� ��� ������ ��� $ . �	�� ' �� �������
� ��������� �� ��
�* �
���� 	��	�������� �� � �����" �� ��������� �� ��� �	�"��  ��� " � ���
�� �� ���� $ � ���	 ���� ' �� ���� ���	����� � ��� ���������� �� ����	���
 �	� ��� �	�*����
��� ����� ��� ������� �� �	������ � 	��� "������� '  ������� ' ��
 ��������� ���� �����	 ��
�� ��� �� �����
 ������ �$ �� �� ���� ���� ���	� �	� ��� ����������� $ %�� ��� ����������
�� ,	�� ��	�����# , ���
 ����� 	��� "������� ' ���� ��� 	��� ����� ��������� $ 1������� ��
���� ���
 �� �� � ��
�* �
���� �� ��� ��� ���������� $ ��� � ���	��� � $ %�� �	
�	 ��
��� ���	������ �� � ��	���� " ������ ���� ��# ��
�* �
���� �	����
 "# 	��� "������� ��

 ������� ��	��# ��� ���� ��� ��� ���������� ' �*�� �� ���# �	� ��� *�	# ,� ' �� ���# ��*� ���
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������ �� �	������� ����	 �����" �# ���
 �	�� �	���� $ ���� ���� �� �� ���� �����"�� �� 
�,��
��	���	 ������� �� �	������ ' "�� ����� �	� ���  ��� ��  �� ���� ' ��
 ���# ��2 �� ��	 ���
�� � �� ���� ������	 $
$ �(�
�	)� � �&������ �� ��� *�
� $ �	���� �� ����� � ���������
� $ ��������� ��� ,����� �� ���� ��
�* �
���
� $ ��	��	 

recombination�rate · size�of�population
	��� "�������� ' ��
 ����	� ��� �-�

��	���� ���� ��� ��� ����������
� $ . ��� ��� 	� ������ � �������� �� ��� ��� ���������� ����� ���������
+ $ ��	��	 

mutation�rate · size�of�population
 �������� �� ��� ��� ����������

, $ +� �������� �	���	���  �� ' ����
� $ � ������ ��� ��
 ���������� � ��� ��� ��� ���
� $ *��� � $

1������� �� � ��	���� " ������ �� ���	������ 
�*�	���# ��
 ���� ����� ���*��� �� ���
���� � $ +�� � ��� �������� �� �� ��� � � 	��
� �# ������ ���� �� � 	��
� �# ������
��
�* �
��� �� ����	�
 	��
� �#$ " � ���	�� ���	� ��� "� *�	����� � ��� ��� ����	 ��� ���� ��
� �� � �	  �#"�  �	� ����� �� ���� ' ��� ��� ����� ���# ������  �
�,������� �� � ���� �	
��#  �
�,������ ��� $

%�� �� �� 	��� "������� �� ��  �! ���
 �	�� �	���� �� ��� ��
�* �
���� �� ���� � ��)�����
�� ����� ��		�����
��� �� � ���
 �	���	�# ��� ��	��
 ��	��� ��� ����� ���������� $ +� ��
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 "# �� ��# ���#��� ��� " ��� ��
�* �
���� ���� ��� ��� ���������� $
+� �� � *�	����� �� �� ��� �������	��# ��� " ��� ���� ��� ��	*�*� ' "�� ���# �	� �������
 � ���
� �����	 �	�"�"����#$

+�  ��� ����� ' ��
�* �
���� �	� 	��	������
 �� *����	� �� 	��� �� "�	� ��� ��� �� ������	�
�	 4������ *������ $ %��� ��#' �� ��
�* �
���

x = (x1, . . . , xn)
��� "� 	���	
�
 �� �� ��� ���

�� ��� -����
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IRn $ +� ��� �*�	#

x ∈ IRn �� � *���
 ��
�* �
��� �� $� $' ���	� �	�
�����	����� �� ��� ��
�* �
����� ' ���� ��� ������ � ��� ���� ����� �� � ��"��� T ⊂ IRn $ %��� ' �
� ��������� ��� "� ��	 ���# 
�,��
 �� � ,���� ��"���

Pop ⊂ T
$ %�� �� "�	 �� ��
�* �
����

�� � ���������� �
|Pop|

� �� ������# � ,!�
 �� "�	
N
$ %�� ,����� �������� ��

f : IRn → IR
'

"�� �� ������# ��2 ��� ��
Df = T

$ "� ��� ����	 ���
 ' �� � *�	����� �� *� 	�)��	� ����
Rf ⊆ IR+ $

� �� ��� ����� ��� �� ��� ���� �� ��� ��� ���� ���

+� ���� ������� + �	����� ��� ��# ���� ��� �"�*� ����	�� ���� � ��� "� ���
 ��	 ��� ��	���
������� �	�"�� $
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�
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n
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i
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%�� ���������� �� � ��� �� ��
�* �
���� $ %�� )������� �� ������	 ����*���
 ��
�* �
���� ' � $� $'
����� * �������� ��� 	������ � �����	���� �� ��� ���� �� � % ' �����
 ���� " � ������
 �� ���
� ��������� $ ����� ����*���
 ��
�* �
���� * ������ �� � ��	���� 
����� �����	���� ' �� ��� �
�� " � ������� �� ,	�� ������ �� ��	& � ��� *���
 ��	������� ���#$ ����*�	 ' �� �� ���	����
����
 ��*� ��*�	�� 
	��"��&� � ,	�� ' ��*���
 ��
�* �
����  �# ������� *����"�� �����	��
���� �����
 " � �	�������
 ' ��
 �����
 ' �� �� ��	
 �� ���	����� ���� ������� �� �	������ 
�
��� ����	��� ����*���
 ��
�* �
���� �*�� �	� *���
 ���� $ %��� ���
� ��	 "���  ������� ��

	��� "������� ��� ' �$ ' �� ' ��
 $ .�	 ����� 	������ ' + 
���
�
 �� ����� ����*���
 ��
�* �
����
�� ���� �� ��� � ��������� $ " � ���	�� ��� *�  ��� �	�
��� � *���
 ��	������ �� ��� ��
 ' ��
�� �� � ��	���� �� ����	� �� � *���
 ��
�* �
���� ���� ��� ������� � ��������� ' ��
 ������ ���
,����� �������� �� ���� � ��# ���� �� �������� ��*���
 ��#$ 1 �	� 
������ �� ����� ������ �	�
��*�� �� ������� � $� $� ��
 ������� � $� $� $

%�� ��!� �� ��� ���������� ' 
�����
 "#
N
' �� �� � ��	���� ��	� ���	 �� ��� *� $ %#��

�����#' ���	������
N
���
� �� " ����	 	������ � ����*�	 ' �� ��� ���� �� ���	����
 	������ �� � $

1 �	��*�	 ' �� �� ����� ��� ���� ���� ����	 � ��	���� �� �� ���	������
N

��� ��� � �	�*� ���

	������ �����,�����# ��# �	� �� $� $' �� ���# ���	����� ��� 	������ �� �� $ %��	���	� ' �� ���	��
�	���� �	�
���- " ������ 	������ �� � ��
 	����� )�����# ��� �� " � 
���	 ���
 � ��	�����#$
%��� � ��� " � �	������
� ����� � ��� ��� ������ �� ����	 ��	� ���	�� �� ������� � $� $

� �� �� �� ���
 � � ��	�
����

+� �	
�	 �� ���	����� 
�*�	���# �� ��� � ��������� ' ��� �� ����� � ��������� ������# ��������
�� 	��
� �# ������ ��
�* �
���� $ ����*�	 ' �� ��  ����
 
��� ��� ���	����� ���� ���	� � ���
" � *���
 ��
�* �
���� �� ��� ������� � ���������� �� ���� ' �� ��� �	�"�� ����� �� "�� ��

�����	����� �	� ����� ' ���� ��� ������� �	� *�	# ��� ��	 ���� $ %��� �� �� �����" �� ���� ���
����	��� � ��� ��� ,�
 � *���
 ��	������ �� ��� $ %��	���	� �� ��� �� " � �!�������# ���	�����

���� ��� ������� � ��������� �������� *���
 ��
�* �
���� �� ���� $

+� ��� ���� �� � % ' �� ����� ��� *���
 ��	������ �� &���� � ��� ������	
��	� �������� $ � ���
���# ���	� �	� ����	 *���
 ��	������� �� ���� ' "�� ���# �	� ��� &���� �� �
*���� $ "� ���
����	 ���
 ' �� ����
 "� � ���
 �
�� �� ����	� ��*�	�� 
 �-�	��� *���
 ��
�* �
���� ���� ��� ����
���� � ��������� ' �� ���� ���� �!����� ���	�� � ���  ��# 
�-�	��� ���
 �����	�� $ %� ���� ��
 '
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�� ����
 "� "���,���� �� 	��
� *���
 ��
�* �
���� ����
 " � ����	���
 � ��� ���	�! � ����#
�����	 
���	�"����� $ ����	�������#' ��� ��� �� *���
 ��������� ��� ��*� � *�	# �� ���!
��	����	� ' ��
 ���� �� �� "# ��  ���� ����	 ��� ��� ����
 � ��� ��� ���� � ���� � $

%��	���	� + ����� �� ��� ��� ������ ��� �� �	� ��� � ��� ��	� �� ��� �� ����� � ��������� ��
, ���
 � ��� 	��
� �# �������
 ' ��� �������	��# *���
 ��
�* �
���� ' ��
 ��� ����	 ��	� � ��� *���

��
�* �
���� ����	���
 "# � ���� �	��
# ����	��� $ %��� ��#' ���	� �	� *���
 ��
�* �
���� '
"�� ���� � � �
� *�	���# �� ����	 ��
�* �
���� �� ��� �� ����� � ��������� ' �	� ����� ��� *�
� ��� ���� ��������# " � �"�� ��  �! *���
 ��
�* �
���� � ��� ���� )�����#$

����	�#' ��� 	���� " ������ ��� ��� &��
� �� ��
�* �
���� �� ��� �� ����� � ��������� �� �
�	����� ��	� ���	 �� ��� *� $ %��� ' �� � ' ��
 �� " � ����
 "���
 �� � ��	���� �!� �	����� ����
������� � $�� $

%�� ����	��� 	��� ����"�� ��	 ����	����� ��� *���
 ��
�* �
���� ��	 ��� �� ����� � ���������
�����
 ���, �� ��� ������ ��� 	�)��	� ���� �

•
+� �����
 �	�
��� � *���
 ��	������ $

•
+� �����
 " �  ��� �����	 ���� ��� *� ������ ����� �� �� ���# � �	������ �!����� ����
���� ' �� ��� ����	 ���
 ' � ��� " � 	�� ��*�	�� �� �� $

•
+� �����
 " � � 	��
� �!�
 ����	��� �� ���� 
�-�	��� 	���  �# �	�
��� 
�-�	���
��������� $

.�	 ����� 	������ ' + � ��� ����
 � 	��
� �!�
 �	��
# ����	��� ����� ���	�� �	� 
��� ������	
��	� �������� ' ��
  �*�� �� ���� ���� � 	��
� �# ������ ��
� �	� ��	
��	�
�� ������	� �� ���� �� ���� �� � ����" �� � ������ ��		������ ��� 	������ � �����	���� ����
� ���	��� �� $
$ �(�
�	)� % * ���	����� �� *���
 ��
�* �
���� ��	 ��� ������� � ���������
� $ ��� ��� ��
�� �� ��	
��	� $
� $ �� ���� ��� ��� �� ��
��

X
���� ��� "�  �*�
 �	� ��	
��	� �� ������	� � ������

��		������ ��� 	������ � �����	���� $
� $ +�

X = ∅
' ���� �! �� ��
 	���	� ��� ��		��� ��	������ $

� $ ������ � *�	��! 	��
� �# �	� 
X
��
  �*� �� �� ������	� $

+ $ (�	� � $

� �� �� � ������ �	������

����� + �� ����
 �� ��� � % �	�"�� ' ��� �"5 ����*� �� ��  ��� �!� ��	
��	� ���� $ %��� ' �
,	�� � ����" ����# ��	 ��� ,����� �������� ����
 "� ��� ������ ��� �

f(P ) = Θ − HP .

��	� '
Θ
�� � ��2 ������# ��	�� �������� ' �� ���� ��� ,����� � ��� ����#� " � ������*�

������ �� " ���,���� ��	 ��� � ��� �������� � $ .�	 �������� '
Θ = 1 +

∑

v∈V h(v)
�� � ���


�,



������ ���� 	
�� �
��
� 
��
�� �����
��� � ��� �
���
��������
�� ������
��

������ $ %��� �� ���# ���
�
 "������ ��� ,����� �����
 "�  �!� �!�
 ' ���	���
HP

�����

" �  ��� �!�
 $

����*�	 ' ��� ,����� �������� �����
 ������ ��*���
 ��
�* �
���� $ "�� �����"����# ����

" � ��� ������ ��� �

f(P ) =

{

Θ − HP

��
P
�� *���


0
����	� ��� $

%�� 	����� ��# + ����� �  �	� ������������
 ,����� �������� �� ���� ��*���
 ��
�* �
����
�����
 " �  ���*���
 �� " ��� � 
���� ��*���
 '
 � $� $' ����� ��*���
 ��
�* �
���� ���� �� ���
�� �, �� ��� 	������ � �����	���� �����
 ��*� � �����	 ,����� ���� ����� ���� �	� ��	 �	� 
�� $ %��	���	� ' + ���	�
��� �  ����	� �� ��*���
 ��#' 
�����
 "#

exc(P )
' 
�,��
 �� ���

� �	������� "# ����� ��� 	������ �� � �� ��� �#��� �!���
� ��� 	������ � �����	���� ' � $� $'
exc(P ) = RP /R0

$ 1 �	��*�	 ' ��� ,����� �� �� ��*���
 ��
�* �
��� �����
 ���� " � 
�� ��
���
�� ��� ��	
��	� ���� ' ����� �� ��*���
 ��
�* �
��� � ��� � ��� ��	
��	� ���� ��  �	� ��&��# ��
������� *����"�� �����	�� ���� �� ��*���
 ��
�* �
��� � ��� � ���� ��	
��	� ���� $ 4���
 ��
����� �������� ' ��� ,����� �������� �� 
�,��
 �� ������ � �

f(P ) =

{

Θ′ − HP

��
P
�� *���


Θ′ − HP − c ∗ exc(P ) − M
��

P
�� ��*���
 $

� ���� ' ��� 	��� ��
Θ′ �� ��  �&� ��� ,����� ������*� $ ����*�	 ' Θ′  ��� " � "����	 ��	

���� ��	� ��� ����
Θ
��� $ %�� 	��� ��

c
�� �� 
�,�� ��� 	�����*� � ��	����� ��

HP

��

exc(P )

��	 ��*���
 ��
�* �
���� $ %��� �� ' �� �����	� ��� )������� �� 
���  ��� 
��	���� ��
HP

��� �� ������� ��	 � ���� ���	���� ��
exc(P )� 
 %�� ��	 M


������ � "��� � �����#
��	 �*�	# ��*���
 ��
�* �
��� $ 4���
 �� ��� *���� ��

M
' ��� *�	# 
�-�	��� *�	����� �� ���

,����� �������� ��� " � 
�,��
 � � 	���	��� ��� ' ����� 	��&� �*�	# *���
 ��
�* �
��� �� �	���
�� ��� ��*���
 ���� ' ��
 ��� ���� 	���	��� &��
 ' ����� ����� � ��*���
 ��
�* �
���� �� " ��� *���

���� $ � ���� ' �� �� �� �� ��� ����� �� 
���
� ����� *�	���� ��	&� " ��� �� �	������ $

+�����
 �� �� "�����
HP

��

RP

���� � ������ ,����� �������� ' �� ����
 ���� ��*� " ���
�����" �� �� �����	��� �  ������"5 ����*� ������� ����	��� $ %��� ���	���� ��� ��	��
# "���
��������
 �� ��� ����	���	� ���
 $ +� ��� �� " � ����
 ������ ���� ���� �� ����� � ���# �� ���
�����	����� �	� ��� &���� �� �
*���� ��
 ��� �� �� �� �!���	� ��� �������� ����� � ��� ���
���� �� ,�
��� ��*�	�� ��	�������� �� ��������� ������
 �� ��� ���� � $ ����*�	 ' �� ���
�	�"�� ��	 �������� �

	����
 �� ���� 
����	������ ' ��� �����	����� �	� ��*�� ' ��
 �����
���	� �� �� ����� �� � �	��	 ��� �  ������"5 ����*� ���	�� $

� �� �� ������� �� ��
�����
1������� ' 	��� "������� ' ��
 ��������� �	� ���
 $

1������� �� 
��� �� ��� ��� ���������� � ���� ���� �� ���� ��
�* �
��� �� ����	�
 � ���
��� �� � �	�"�"����#$ %�� �� "�	 ��  �������� � �	 ����	����� ������
  ������� 	���� ��
������	 ��	� ���	 ��	 ������� $

+� ��� ���� �� 	��� "������� + � ��� ����
 ��
 �����
 "��� ����� ���� �	����*�	 ��

��������� �	����*�	 ���� .���	� � $�� $ +� "��� ����� ' ��� ��	���� �	� 	��� "�����
 �� #���
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�& � �-"�1,*-+ 	(,$$,)"( �' �  �,�1,*-+ 	(,$$,)"(

.���	� � $� � � ��� "������� �� ��� ��
�* �
����

��� ����
	�� $ %�� ����� ��� �� ����� ��� ��	� ��� �� �	� ��� �� ��	�� ������ 	��
� �#$
1 �	��*�	 ' + � ��� ����
 ��� 
�-�	��� ���� �� ��	 �������� ��� ��
�* �
���� ��	 �	����*�	 �
�� ��� ,	�� ��� ' ��� ��
�* �
���� �	� ������ � ��� ��� �� � �	�"�"����#' �� ��� �����
 ��� '
��� �	�"�"����# �� �������� � ��	������	 ��
�* �
��� 
�� ��
� �� ��� ,����� ' �� ���� " ����	
��
�* �
���� �	� ������ � ��� � �����	 �	�"�"����#$ �� + �����
 ���	 
�-�	��� *�	����� �� ���
	��� "������� �� �	����� $

��������� �� ������# 	����!�
 �� , ����� �� � ��	� �� ��� ��� ���������� � ��� ��� " ��� ���

�* �
���� �� ��� ��
 � ��������� $ ����*�	 ' ����� ��� 	���	��� *�	���� �� ��� ,����� ��������
	��&� ��� ��*���
 ��
�* �
���� " ����
 ��� *���
 ���� ' �� �� ����
  ��� ���� ��*���
 ��
�* �
�
����  �# "� �� ������# � ����
 �	� ��������� $ %��	���	� ' � ��*�� 	���� �� ��� �������

��
�* �
���� �� ��&�� �	� ��� ��*���
 ��
�* �
���� ' �� ���� ��������� *����"�� �����	�� ����
�	� �	����� �� ��� ��*���
 ��
�* �
���� � ��� ��� " � ���� $

4��� ��� 	���� �� �������
 ��
�* �
���� ��
 ��� 	���� �� �������
 ��*���
 ��
�* �
���� ���
�� " � 
���	 ���
 � ��	�����#$

� �� �� ����� ��� �� ���� ���
%#������#' ��� " ��� ,����� �� ��� � ��������� ������# ���	����� �� ��� ,	�� ����	������ ' "��
��� � �	�*� ��� " ��� ��  ��� �����	 �� ��� ���� 	�� $ +� ��	������	 ' ����	 � ��	����
�� "�	 �� ����� ' ���	� �� ��	
�# ��# �������"�� � �	�*� ��� ��# �	� $ %�� ��������
�	���	��� �����
 "� 
���	 ���
 �� ���� � ��# ���� ��� ����	��� ����� ���� ���	� �� ��
� �	�*� ��� ��# �	� $ ����*�	 ' �� �� 
��� ��� ������ ����	 � ,! �� "�	 �� ����	������ '
��
 ���� ��� �������� �	���	��� �����
 "� ���� ����$

+�  # � ��� �������� ' ��� *� ��&�� � ��*��  ��� � �� "�	 �� ����� �����	������� $
� ���	 ���� ' �� ����� ����	

x
����� �� ��� " ��� ����
 ��	������ 
�
 ��� � �	�*� �� ��� ����

ϑ ·x����� $
0 < ϑ < 1

�� ���� � ��	� ���	 �� ���� ' 5 ��� ��&� ���  ��� � �� "�	 �� ����� $

� �� ��� �� ��� � ��� ���� ���

� � ��� "� ���� �	� ��� �"�*� ' ��� *� ��� ��*�	�� ��	� ���	� ���� ��*� � �����,����
� ���� �� ��� �2 �����# ��
 � �	��	 ���� $ %�� "��� �������� ��	 ����� ��	� ���	� ��
 ��
" � 
���	 ���
 ����� � ��	���� ����� �� �	������� �	�"�� ��������� $ %�� ��	� ���	� ����
��
 �� "� �����
 �	� ��� ������ ��� �

��
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•
%#�� �� 	��� "������� �� *�	������

•
%�� ,����� �������� �	���	��� *� $ ����	���	��� ' ��� *���� ��

M
�� ��� ����	���	���

���� '� ��� *���� ��
c
�

•
%�� ��!� �� ��� ����������

•
%�� 	���� �� *���
 ��
�* �
���� �� ��� �� ����� � ���������

•
1������� 	���

•
� ��� "������� 	���

•
����� �� �������
 ��*���
 ��
�* �
����

•
1 �� � � �� "�	 �� ����	������ ' ��


ϑ

.�	 ���� ��	� ���	 ' �� ����� ��� 
�-�	��� *����� ��
 �� "� �	��
 $ %�� ���� �� "�	 ��
��	� ���	�  �
� �� ���	����"�� �� ���� ��� ���,��	������ ���	�����#' ����� ���� ��	� ���	
���,��	����� �����
 " � �����
 �� � �� "�	 �� " ���� �	&� ' � ��� ��*�	�� 
 �-�	��� 	��
� 
���
� $ �����	 ' + ,	�� ,!�
 ��� ��	� ���	� �� � ������" �� *���� ' ��
 ���� ����
 ��� 
��� ����	 ��� ����	 ' �	 �� ����� �� � ����	 ' ��
�� ��
��� �	���� $ .�	 �������� ' ��� ��!� ��
��� ���������� ��� " � ����
 ��
�� ��
����# �	� ���  ������� ��
 	��� "������� 	���� $
1 �	��*�	 ' ,	�� ��� ���� �������*� ��	� ���	� ��	� ����
 $ ����	�������#' �� �� ��� ���# ��

���
� ����� ��	� ���	� �	� ��
�� ��
��� ��
 ��� �������*� ���# �	� $ + "���
  # 
��������
 ����# �� ����� ��
 �	�*���� �!��	����� � ��� ������� ����	��� � $

.�	 ������� ' + ���
 ��� ��� �� " ���� �	&� �	������
 �� ������� , $� $� $ ����� ��  ��#
����� ��� " ��� ������ �� ��� ��	� ���	� ��� ��� �)��*���� �� $� $' �� �� � ����" �� ���� ��	� ���	
���,��	�����

A
��	&� " ����	 �� �� � "���� �	&� ���� ��	� ���	 ���,��	�����

B
' "��

B
��	&� " ����	 �� ����	 " ���� �	&�� ' + ���
 ��� �*�	��� �� ���  ����	� ��� 	������ ��

�*������ ��� )�����# �� � ��*�� ��	� ���	 ���,��	����� $
+� �	
�	 �� �����	*� ����� ' + � �� ��� 
������ �� ����� �!��	� ���� ' ���# ��� �!� ���

�� ����� �� .���	� � $� $ %��� ,��	� ���� � ��� ��� �*�	��� 	����� 
�� ��
� �� ��� 	����
�� �������
 ��
�* �
���� �� $� $' ��� 	���� �� ����� ��
�* �
���� �� ��� ��� ���������� ���� �	�
�����
 � ������ ��# ������ ' ��
 ��� ����	���
 "#  ���� �� 	��� "������� � $ "� ���

x
�! �� '


 �-�	��� *����� ��	 ��� ��������� 	��� �	�  �	&�
 $ %��
y
�! �� ���� � ��� ��		��� ��
���

�*�	��� ��	 ���!�
 ���� $ %��� ' ����	 *����� �	� " ����	 $ +� ��� "� ���� ���� ���  ��� � 
�� ��� ��	*� �� �� �	���
 $ $� $ 1 �	��*�	 ' ��� ��	*� ��	
�# ������� �� ��� �����"�	���

�� $ $� ' ����� ���	� �� �� � ���� �� �	# ��� �� �� ���� ��� " ��� ������  �	� ����	����#$ %��� '
��� ��������� 	��� ��� "� ,!�
 �� $ $� ' �����  ���� ���� ��� 	��� "������� 	��� �����

" � $ $�+ �" ������ �$� �� ��� ���������� ��� �� " � ����	���
 "# 	��� "������� ' ��
 ����
	��� "������� #���
� ��� �-��	����� $

� ���� ����  ����
����#' +  �
� ��� ������ ��� ,�
���� �
��- +!" (*�,(,#$ 	&$" � * 3" 3� *


M
*$ $#� 	 *"-+ �
 �&(�" � +!" "2&	+ )& �#" , 


M
%,"$ -,+ .&++"( &-
.,(" 3
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.���	� � $� � %�� �-��� �� ��� ��������� 	��� �� ��� ���� �� ��� ����
 ��������

•
� ��� "������� � ����� *�	����� ���� ������ ��� ��
�* �
���� �� 	��� "����� "���
 ��
����	 ,����� ��*� ����	�# " ����	 	������ ���� ����� ���� 
� ��� $ %�� 
�-�	���� " ������
��������� ��
 ��������� �	����*�	 ��� *�	# � ��� � ��������� �	����*�	 �	�*�
 �� " �
�������# " ����	 $

•
.������ �������� � ��� 	���	��� *�	���� ����	�# ��� $

•
��!� �� ��� � ��������� �  �	� ���� �$$ ��� ��� ����� � ��  ��� ���� ����� ' ���� + ,!�

�� �� �$$ $

•
����� �� *���
 ��
�* �
���� �� ��� ������� � ��������� � ��� " ��� ������ ��� �	���
 $ $� $
%���  ���� ���� ��� ��
�* �
���� ����	���
 "# ��� 	��
� �!�
 �	��
# ����	��� �� ��
��	��� � �� ���� �,� ��*� � *�	# � ��	���� 	��� �� ��� �� �	����� �� ��� *� $

•
%�� " ���  ������� 	��� ��� �	���
 $ $�+� $ %���  ���� ���� �� � ���������� �� �$$
��
�* �
���� ' �" ��� ���  �������� � �	 ����	����� ��&� ����� �� �*�	��� $

•
%�� "��� 	��� "������� 	��� ��� �	���
 �+� ' �����  ���� ���� �$� �� ��� �������
���� �����
 "� ����	���
 "# 	��� "������� ��
 �$� "# ��������� ���� �" �*�� $

•
" � ��� ��� �������
 ��
�* �
���� ' �"��� �$� �����
 "� ������ �	� ��� ��*���
 ���� $
%��� �� )���� ���!�����
 � �� ���� � ���� � ��	�� � �	������� �� ��� " ��� �����	�� ���
"� ����
 �� ��� ��*���
 ��
�* �
���� � ��� 	�����*��# ���� ,����� $

�$
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•
�������� �	���	�� � 5 ��� ��&� ��� ��!� �� ��� ���������� ' ���� ������� ���� 
�	����# �-����
��� �	�
���- " ������ �� ��
 ��
 	����� )�����#$ %�� ������ ��� *����� �	�*�
 �� " �
" ��� �  ��� � �� "�	 �� ����	������ � +$$ '

ϑ = 0.4
$

� ���	 ����� ����� ' + ,!�
 ��� ��	� ���	� �� ����	 " ��� *����� $ ���� ���� ������	 ,
�	������ �  �	� 
������
 �	������� �*�������� ��
 � �� ��	���� "������ ��� *� ��
 ����	
��	��������� ����	��� � $ ��	��� ���� �� ��	���� ' ��� ��	� ���	� �	� ,!�
 �� ����	 " ���
*����� $

. �����#' �� �����
 " � ����
 ���� ��� ����� ������ �	� ���� ��� )���� ��
���� ' ����� ���
 �	� �-�	� ���� ��� � ��� �������� �� ��� ����	��� $ +� 	����� #��	� ' �� ��� � �	��
 ��
�� ����	������ 	����	�� ,��
 �� ��� ��� ��� ������ �� ���	������ ��� "� ���� ���
 �	 ��
����� �����	��
 "# �� ����	 ������	� $ �� � �	� ����� ���	������ �����
� ��� ����� ��
�������� ���	�! � ���	� ���
 ��
 �!��	� ����� 
����� ��+ ' �
 $ ��� �����# ���� 	����	�� � ���
�	�
��� 	�"��� ��
 	����"�� ����� ��	 ��� ������ �� ��	� ���	� �� ���	������ �� � ������ ��
#��	� ' "�� ��� ��� � �
��# �	������
  ����
����# �� �����  ����� ������ $

� �� � ���������

��*�	�� ����	 ������� ����	��� � ��*� ��	��
# " ��� ��������
 �� ��� ����	���	� ��	 ��	
�
��	�
������	� ��	��������� $ %�� ��*���# ��  # *� ���� �� ��� ���������� ���
���� �� ��*���

��
�* �
���� $ +� ��	������	 �

•
+�*���
 ��
�* �
���� �	� ���� ������
 �� ��	�������� �� ��� ���������� $ +� ����	��� '
�� ����
 ���� " � �����"�� �� ����� ���# *���
 ��
�* �
���� ' ��
 �����*�	 �� ��*���

��
�* �
��� �� ����	���
 "# � ������� �� �	����� ' �� ����
 " � 
�����
 $ + ���� � ��� ����

��
 �����
 ���� ���� � ' "�� �� ��*�  ��� ��	�� 	������ � ��� ���������� "��� �

�����	���
 ����	 � ��� ����	������ ' ��
 �� ��	���	 � �	�*� ��� ���& ����� $

•
%�� ,����� �������� �� ������ �� ���� � ��# ���� �� �������� ��*���
��#$ %��� �
��
��� ���
 �� �	�* ���� ��	&� �� ���� � ����*�	 ' �� ���	���� �*�������� �� ��� 
�-�	���
������� ��	 ��� ,����� �������� ��
 "��� ��		��
 ��� $ + �����
 ��*�	�� 
 �-�	��� ��������
��	 ��� ,����� �������� ' ��
 �!��	�����
 �����,���� � ���� �� �������� )�����# ��

���*�	����� �� ��
 $ %��� + � �	�*�
 ��� �2 �����# �� ��� ����	��� �����,�����# "#
��&��� ���  ��� ��������� � *�	���� �� ��� ,����� �������� $

•
-!�	� ��	� �� ��&�� �� �����
�  ��# 
�-�	��� *���
 ��
�* �
���� �� ��� �� ����� � ���������
� ������ ���	�,���� 
�*�	���#$ %��� �� � �����	� ���� ���� �� ��� �	�*�����# �	�����

*� � ��������
 $ ����*�	 '  # �!� �	� ���� �����
 ����	�# ���� ���� �� *�	# � ��	���� $
�� ����� ���� �$� �� ��� �� ����� � ��������� �����
 "� *���
 �� +� ��	������	 ' �� ��� �� �����
� ��������� 
��� ��� ������� *���
 ��
�* �
���� ' ���� �� �� � ����" �� ���� ��� ����� *�

��� ��� ,�
 � *���
 ��	������ $ 4��� ��� ��# ���� ��� *���
 ��
�* �
���� �	� ����	���

��	 ��� �� ����� � ��������� ��
 ����	 	���� ���#� � �����,���� 	��� $

� �
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•
%�� �2 �����# �� ��� ��������� �� �	����� �� �����,�����# � �	�*�
 "# ��� ���� ���� ���
" ��� ��*���
 ��
�* �
���� �	� �������
 ����	����# ��	 ��� ��!� ����	����� $ %��� �� �����
� ���)�� �����	� �� ���� *� $ %�� � ��	���� ����� ��*� ����� ���� ���� �����	� �����
�������� ��	 �� �"��� �+� � �	�*� ��� �� 	����� )�����#$

. �����#' �� �����
 " � ������
 ��� ���� ��� �	������
 ����	��� ��� "� �!���
�
 ��
����  �
��� ��*�	�� ����	���!������ �� ��� �	�"�� �

•
�� � ��
�� ��� " � �	���	�" �
 �� " � �� ��	
��	� ' �� � ����	 �� ������	� $ %��
����	��� ��� "� �	�* ����# �!���
�
 $

•
��*�	�� 
�-�	��� ����  ��	��� ��
 �����	����� ��� " � �����
�
 $ �.�	 �������� ��
�� �������"���
 ��	
��	�
������	� ���
����� ��
 �� �� ��  �� �� 
�,��  �	� ����
��� �� � ��� � �� ��� �#��� ' ��
 ���� ����� � ����	��� 	������ � �����	���� � ��� ����
��� ���� $� "��# ��� ,����� �������� ��� �� " � �!���
�
 ����	
����#$

•
��	��������� ����  �	� ���� ��� �����!�� ��� "� �����*�
 $ +� ���� ���� ' ��� �����
����
 "�

k
�*����
 ������
 �� "���	#' ��	 �� �

k > 2
$

•
� � 
�������
 �� ������� � $� ' �� � ��	��������� ���	������ ���� �����
� ����
����� $
����
����� ��� "� ����	��	���
 ���� ��� *� �� ��� 
�-�	��� ��#� �

�

3��� ����������� ��� ,����� �� �� ��
�* �
��� ' �� �!��	��� ����
����� ����	��� 
 �# " � ���
 �� �� ���� ���

RP

*���� ��	 ��� ��*�� ��
�* �
��� $
�

%�� *� ������ ��� ���� �!� ��� ����
��� �� ���� $ +� ���� ���� ' ��� ��	� ��� ��
�	� �!���
�
 �� ���� �����
� �� ����
��� �� ��� ����
��� $

��



������� �

� ��� 	������ 	����� � � ����	���

%�� ����	�"����� �� ���� ������	 ��� " � ��  �	�!�
 �� ������ � �
'

&

$

%

�) #�# % � + 
�*���� �
 � ��	
��	�
������	� ��	��������� ���	����� "���
 �� ��� ���
�	���*� � �	�*� ��� �	����� �� ��������
 "# /�	������ ��
 1�� $ 3 ��� �� ��	�
 ��
�	�*���� ��	& �	������
 �� ��� ����	���	� ' ���  ��� � ��	���� ��*������ ��  # ���	����
�	� ��� ������ ��� �

•
+ ��*��������
 �� 
����� ��� ��� �� �	��� � �	�*� ��� �����" ������� ���� ��

"��� ��������
 ��	 ��� �	������ /�	�������1 �� ����	��� ��� "� �
����
 ��
��	
��	�
������	� ��	��������� $ +� ��	������	 ' + �*������
 
�-�	��� ����"	��&���
��	������� ' �� �&��� ���� �� ' ��
 ��#� �� ����	��� ��� �� ����� ��	������ $

•
+ ��*��������
 ��� 
�-�	���  �
��� ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� �-��� ���
�������"����# �� � /�	�������1 ����#� � ����	��� $

•
+ �	�*�
�
 �� �2 ����� � ��� �������� ��	 ��� ����	��� "���
 �� ��� 	���� �	��

��� ��	����	� $

� �� � �� ���� ���

����	
��� �� ����
 ���
 ' ��� �� ���  ��� �	� ����� 
�	������� �� ��� 	����	�� �� ��	
�
��	�
������	� ��	��������� �� ��� ����������� �� ��� /�	�������1 �� �/1� ���	����� $ " 	���
�����#' �� �� ����	��� ��� 
�*���� �
 ��	 � ��	 ������� �� ��� ��	���� ��	��������� �	�"�
�� �+� 
 $ +�� �� �� �� ��	������ � �	��� ���� ��� ��	�� �� �)��� ��!� � ��� �  ��� �� �� "�	
�� ������� �
��� $ +� �� � ��������
 ���	���*� � �	�*� ��� ����	��� '  ������ ���� �� ���	��
�	� �� �	"��	�	# ��	������ ' ��
 ����� ���	� �� ��
�� �� �	
�	 �� � �	�*� ��� ���� �� ���
��	������ $ %�� 	����� �� ��� ������� �� ��� /1 ���	����� �� ���� �� �� ���� �� � �	��
#
����	��� ' "�� �� ��� ����� � �� � �� ��� ���� � $

����� ��� ��������� ' ��*�	�� � �	�*� ���� ��*� " ��� ��������
 �� ��� /1 ���	����� $
%��  ��� � �
��# &���� �� ��� ��	& �� .�
����� ��
 1 �����#��� ���
 $ %��# �	������
�

��
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� ��� ����	�� � ����	��� 
��� ��	����	� �� ���"�� � �����	��� � � ��� �������� �� ����	
����	��� ' ����� + � ��� 	���	 �� �� ��� .1 ����	��� $ " ���	 ��	&� ��*��������
 ����"	��&���
��	������� ��
 
�-�	��� �� �&��� ���� �� �� ������� ��� �2 �����# �� ��� ����	��� $ %��
/1 ����	��� ����� � ��� ����� � �	�*� ��� � ����" ������� �� 	�*����
 �� ������� � $� $� $

%�� ����������� �� ��� /1 ���	����� �� ��� �����!� �� ��	
��	�
������	� ��	���������
��� ��������
 "# ����
 ��� ' ��
 $ � � �!���
�
 ��� /1 ����	��� �� ���� �� ���� �!�� ��
�!���������� �  ��	�� ������
 �� ��� �	������ ���  ��	�� $ � ������� ��� ����	��� �����*�

�	� ����� 	������ ' �� 
�
 ��� ��� ��� ���� � �������� �� ��� /1 ���	����� � �� ��	������	 ' �� 
 �

���  �&� ��� �� ���  ��# � �	�*� ���� ���� �	� &���� ��	 /1 $ �� ���� �	��
 �� 
�*���
�� �2 ����� � ��� �������� "# ����� � �� ���	 
��� ��	����	� �� ��� ��� ���� ��
 "���
��������
 �� ��� .1 ����	��� � ����*�	 ' � ��� ��	���� ������� ���#$ .�	  �	� 
������ ' ���
������� � $� $� $

1# �� ��� �� 	� �
# ����� ���	��� ���� $ 1 �	� �� ���,����#' + �	����� � /1��#� �
����	��� ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� � ��� ��� ������ ���  �	��� ���� �� ��	�
 ��
�	�*���� ��	& �� ���� ,��
 �

•
��	���� �
�������� �� ��� ��������
 � �	�*� ���� �� ��� /1 ����	��� �� ��� �����!�
�� ��	
��	�
������	� ��	���������

•
+�*���������� �� ��� 
�-�	��� ��	 �������� �� ��� ��	
��	�
������	� ��	���������
�	�"�� ��(����� ��� �������"����# ��
 �2 �����# �� ��� /1 ���	�����

•
-2����� � ��� �������� �� ��� /1 ����	��� ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� "#
 �&��� ��� �� �  �	� �
*����
 
��� ��	����	� $

1 �	� �� ���,����#' + �	����
 �� ������ � $ � ���	 	�*��� ��� �	�*���� ��	& �� ������� � $� ' +
���	� � ��� ��� 
���	������ �� ��� ���������� ���� �	� ���������
 � ��� ��� �
�������� �� ���
/1 ���	����� �� ��	
��	�
������	� ��	��������� �������� � $�� $

%�� �&������ ��  # ����	��� �� 
���	�" �
 �� ������� � $� $ � ���	��	
� ' ��� 
������ �	�
�	������
 �#��� �������#$ +� ��	������	 ' + ��*�������� ��� ��� 
�-�	��� ����  ��	��� ���
" � 5 ����
 �� � ������ ���� *���� ��	 ���� ��
� � �� �� ��	�� ��� ' ���� ������ ��� � ��	����
� ���������� �� ��� �2 �����# �� ��� ����� ����	��� �������� � $+� $ + ���� 
������ 
�-�	���
��	������� ��	 ����	����� ��� ������� ��	������ �������� � $,� ' ��	 ����"	��&��� �������� � $�� '
��
 ��	 �� �&��� �������� � $�� $

%�� ����	�������� ��	 �2 ������# � ��� ������ ��� ����	��� �	� 
�������
 �� ����
���� � $� $ + �	�*� ����� ��
�	 �����"�� ���
������� ��# � ��� �������� �� ��� ����	��� 
	�)��	�� �� �����

Ω(n log n)
����� � �	 ���� ' ��
 ���� �� �����	��� � � ��� �������� �� ����

��" �� ' ����&� �� ��� ���� �� ��� .1 ����	��� $ + ���� �	����� �� � ��� �������� "���
 ��
��� 	���� �	�� 
��� ��	����	� ���� �����*�� ���� ����	 "���
 ��	 ���	�� �	���� $

%�� � ���������� �� ��� �	�"�� ��	 ������� �	� ���"�	���
 ��  �	� 
���� �� ����
���� � $�$ $ +� ��	������	 ' + 
���	�" � ���  �	� ���� ��� ����  ��	��� ��� "� ����	��	���

���� ��� ����	��� � ������ ���	�,���� �2 �����#$ + ���� ��*�������� ��� ����
����� ��
 ����	
�#����� ���&� �� ��	
��	�
������	� ���
����� ��� "� �����	���
 ���� ��	��������� ���� �����
� /1��#�� ����	��� $

��
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+� �	
�	 �� �� ��	� ��� 
�-�	��� ���,��	������ ��  # ����	��� � ��� ���� ����	 ' + 	��
��*�	�� � ��	���� ����� �� " ���� �	& �	�"�� � $ %�� 	������ �	� �	������
 �� ������� � $�� $

� �� � ��� ���� ���	

� �� �� ��� � ������
��� �� 
���� ���� 
�� ��� �
� �
���
" 	�������#' ��� /1 ����	��� ��� 
�*���� �
 ��	 ��	���� ��	��������� �+�
 $ +�� �� �� ��
��	������ � �	��� ���� ��� ��	�� �� �)��� ��!� �� $� $' �� ,�
 � ��������
 "�������� �� ��� �	����
� ��� �  ��� �� �� "�	 �� ������� �
��� $ %�� ����	��� ��	&� "# ���	���*� � �	�*� ��� '
���� �� ' �� ���	�� �	� �� �	"��	�	# "�������� ' ��
 ����� ���	� �� ��
�� �� �	
�	 �� � �	�*�
��� ���� �� ��� ��	������ $

%�� ����	��� ��	&� �� ������ � �� ���� ���� �*�	# ��
�  �*�� �!����# ���� $ �� ���
" �������� �� ��� ���� ' ���� ��
� �� � ���$ +� ���� ���� ' � ���	 �� �	�� ��
�� �� �������
 ��

������
 $ %�� ����� �
 ��
�� " ��� � ���� �� �� $� $' ��� �	��� ����	��	
� $ %�� ����	��� ��
�	��
# �� ��� ����� ���� �� ���� ���� �� ������� ��� ���	 �� ��
�� � ��� ��� ������� � ��� '
���	� ��� ���� �� � ���	 �� ��
�� �� ��� 
��	���� �� �����!� �����*�
 "# �������� ��� $

%�� ���� ��
� ���� ���	� �	� ��  �	� �	�� ��
�� $ %��� ����  ���� ���� ' �� ���� ��
���	� �	� �	�� ��
�� ' �  �*� �� ����#� 
��� ' �*�� �� �� �� � ��	������  �*� $ %��� �� ���
��� ����	��� ��� ����� � �� ��� ���� � $ �� ��� ��
 �� ��� ���� ' ��� ����	��� 	�*�	�� ��
��� ������ ���� ��	������ �"��	*�
 
�	��� ��� ���� $ � �� ��
�� �	� ���� �&�
 ��
 � ��� ����
���	�� �	� ���� ��	������ $ %�� ����� ����	��� ��	 ������ ���� � ���� 
��� ��� ,�
 �
" ����	 ��	������ ���� ��� ���	���� ��	������ $

%��  ��� � ��	���� *�	���� �� ��� /1 ����	��� ��� ��������
 "# .�
����� ��

1 �����#��� ��� 
 $ 4���
� ����	���! ��� ��� /1 ����	��� �� �#��	�	���� ������
 �� �	���� '
���# �	������
 ��� * ���� � �	�*� ���� $ . �	�� ' ���# �������# 	���!�
 ��� ��	��� "��������
�����	���� �� /1 ' ��
 ��������
 ��  �*� ��� ��
� �� � �� � ������
 �� �������� � ���	
�� ��
�� $ �����
 ' ���# �	������
 �� �2 ����� 
��� ��	����	� ' ��� � ��� �� �� �� ����� ' � ���
����� � ���� ��� " � � ��� ����
 ��

O(n + m)
�� � ' ���	�

n
�� ��� �� "�	 �� ��
�� ��


m
�� ��� �� "�	 �� �
��� �� ��� �	��� $
%�� ���� "��&�� �		�# ������� 
�� ��
� �� ��� ���� ���� ��� ���� �� �*�	# ��
� �� ��

������	 �	� ��� ����	*��
[−dmax, dmax]

' ���	�
dmax

�� ��� ������� 
��	�� �� � ��
� $ �����
�� �� � ����" �� �� ��
�! ��� ��
�� "# ����	 ����� $ +� �	������ ' �� �� 	�)��	�� �� �		�# �� ��!�
2 ·dmax +1

' ��
�!�
 �	� 
−dmax

��
dmax

$ %�� ��� ��� �� ��� �		�# � ��� ��
�!
i
�� � � �����	

�� � ���&�
 ���� �� ��� ��
�� ���� ��*� ����
i
$ 1 �	��*�	 ' ���	� �� � ����	��� ������	 ��

��� ���� ��		�����
��� �� ��� ������� ���� $ 4���
� ���� 
��� ��	����	� ' ��� �2 �����# �� ���
����	��� 
�� ��
� �� ��� �"��	*����� ���� ����	  �*��� � ��
� ���# ��� ��� ���� ��
 ���
���� �� ��� �����"�	� ��*� �� " � ��
���
 ' ��� ����	 ����� 
� ��� ������ $

� �� "�	 �� ��	&� �� ����
 �� ����"	��&��� ��	������� �� ��� /1 �	 .1 ����	��� $
- ��	���� ����� ��*� ����� ���� �����  ��# ��
�� ���	� ��� �� � ���� *���� ' �� �����
���� ��� ����"	��&��� ��	����# ��� �� � ��	���� 	��� ���
 $ / 	����� �	��# ��������
 �
���&�����
  ������� ��  �	� �	������# ���� ��� ��� �������	 ���� �� �  �*� ' ��
 ����

�+
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"	��&��� ���� �+�
 $ %���  ������� ��� ���� " ��� ����	���!�
 ��	  ������# ��	��������� ���
 $
����*�	 ' ����� �-�	�� �	� " ���,���� �	� �	��# ��	 �#��	�	���� $ "� ��� ����	 ���
 ' ��
����� �� ���
 ' ����"	��&��� � ������ �� �&�����
 ��� ���� " � �2 ����� ' �� ��	������	 ' ��� 1+."
��	����# ��  �	� �2 ����� ���� ��� .+." �	 ��� 	��
� ��	����#' �	 �*�� ��� ���&�����

 ������� � $

������	 �	�� �� �������*� 	����	�� ��� " ��� ��� ������ �� ��� �� �&��� ��	����#$ 1 ��#
	����	���	� ���� ���� ��� �	������ �� �&��� ���� � ��� ��� 	���
 $ +� ��,
 ' � 
#�� �� �� �&���
 ������� ��� ��������
 � ���� � ��
� ��  �*�
 �	� ��	�

A
�� ��	�

B
' �� " ��� �� �� �&�
 '

"�� ��� �����"�	� �� ��	�
A
"��� � �	�� $ %��� �� " ���,���� " ������ ���� ��� �����"�	� ��*�

��� � ����" ����# �� ������ ���� ��
� $ +� �	
�	 �� �	�*��� ��
���� �#���� ' ��  ��� ���  �*��
� �	 ���� �	� ������
 ��	 ���� ��
� $ .�	���	 	���!������ ��	� �	������
 �� ��� ' �+
 � ����*�	 '
���# �	�  ����# " ���,���� ��	  ������# ��	��������� ' ���	� ��� �� "�	 �� ��	�� �� � ��� $

� ���
 ��	*�# �� ����� ��
 ����	 ��	���� ��	��������� ����	��� � ��� "� ����
 �� �+
 $

� �� �� �� �� ��� ������� � � �
���
����� ���
�� �
���� ��� ���
%�� ���� ������� �� ��� /1 ����	��� ��
 ��� *�	����� �� ��*�	�� 
� ���� ��������
 ����
����� ����	��� �  ���� " � ���
 ��	 ��	
��	�
������	� ��	��������� �� ���� $ + &��� �� ���
���� ���� ��� $

%�� ,	�� ��� �� 
�� �� ����
 ��
 �� �� 
���	�" �
 �� ��� ����	� � ���
 ��
 ���
 $ ����
 
�
��	&  ����# �� ����
 �� 	�������� ��� ���  ��	�� �� /1 � ��� �  �	� ���	��	���� ��
  �	�
�� ���! �!���������� �  ��	�� $ - ���������#' ��� �!������� �� � �� ��� �#��� ' � ��� 	��� ���
�� � ��*�� ��	������ ' ��� "� �� ����
 �� ��� �� �� ��� �!������� �� �� �� ���� ��
� ����
��� �� �� ��� �	�����	 �� �� ����� ��� �
��� $ ��	� ' ���� ��
� 
� �!������� �� � 
����
�
�� ������	 �� �� �� ��	
��	� �	 ������	� ' ��
 �� ���	�#' ���� �
�� 
� �	�����	 �� � 
����
�
�� ������	 ��� �
�� �	����� ��� ��	
��	�
������	� "���
�	#$ %��� �� �� ��� ��� �� �
 �
�� �� ��	� ' � ��� ��� 
�-�	���� ���� ����
 
��� ��� ������� ��� �!������� �� � �� ���
��
�� �� ��	
��	� ' ��	 ��� ��  ��������� ������# ����		�
 "# ������� �
��� $ ����
 ����
� ������� ��� 	������� " ������ ��� ��
�� �� " � �"�� �� ��������� �2 ������# ��� �� � �� ���
�� � ��*�� ��
� ��
 ��� 
�����
���� $ �� ����  ������� ���� ����	  ��	��� ' ���� �� ��	
��	�
��!� ��
 ������	� ��!� ' �����
 ���� " � ��&�� ���� ������� ' "�� 
� �� ��� ���"�	��� ���� ����� $

���	� �	� ���� �!���
�
  ��	�� ' ����
 ���
 ��� �������� �� ��� .1 ����	��� � ������
��
�  �*�� �� ���� ���� ' ��
 � ���� "��&�� �		�# ��	 ��
�! ���  �*� �����" ������� "# ����	
���� �����
 ���� *����� $ ����	�������#' ����� ��� �!������� �� �� ��� " � *�	# ��	�� �� "�	� '
��� ���� "��&�� �		�# ���� " ��� �� ���� $ +� ���� ' ����� ���# ��� ����	��� �� ����� �� "�	�
�����	� �� ��� ��!� �� ��� ����� ' ��� 	�������� ����	��� ��� � ����� 	�)��	� ��� ���� ��
�!��������� �� ��� ��!� �� ��� ����� ' ��
 �����)�����#' ��� 	������ �� � �� ��� ����	��� 
�� ���� �!��������� �� ��� ��!� �� ��� ����� $ %� ��	& �	���
 ���� �	�"�� ' ����
 ��������

��	 ���!��� ��� �!������� �� �� �� " � ������	� " ������ $ ��
 �$$$ $ ����	�������#' �� ��
���� �� �	������� ��� ���* ��# 
��	�
� ��� ����	��� � �� ' ��	 �������� ' ���	� �� � ��
� �����
�!������� �� � ��  ��� "����	 ���� ���� �� ��� ����	� ' ���� ��� ����	��� � ��� ��� " � �"��
�� 
���������� " ������ ��� ����	 ��
�� ' � $� $' �� � ��� 	��
� �#  �*� ��� ��
�� �	���
 $

����*�	 ' �*�� �� �� ������ ��� ��	&�	���
 ��������
 "# ����
 ' ��� 	������ �� � �� ���
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O(n2)

�� ��� ��	�� ���� ' ����� �� �� ���	��  ��� ��	�� ���� ��� 	������ �� �
��

O(n+m)
�� ��� �	������ .1 ����	��� $� ����
 �	���� ���� ��� ��	�� ���� � ��� ��&��# ���

������ �� �	������ � ����*�	 ' ������� ���	������ ���� $ %�� ��	& �� ����
 ���� ���� �� ��
��� )������� �� ��� ������	 ��� � �	�*� ���� ��������
 �� ��� /1 ����	���	� ��� "� ���

�� ��� �����!� �� ��	
��	�
������	� ��	��������� �� ���� ' ��
 ���� �� ���� ����	 ��	 ��������
�� ��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �	�"�� ����� ��� ����� �� � /1��#�� ����	��� $

%�� �����
 ���� �� �� ��� � /1��#�� ����	��� ��	 ��	
��	�
������	� ��	���������
�� ��� 	����� ��	& �� 1���! ��
 1�� �!������5 � �, �
 $ ����	�������#' ���# ��*� ��	
�# ��#

������ �� ��� ���# �
����
 ��� ����	��� $ +� ��� � ���� ���# �

	����
 ' �� ����� ��	�����#'
��� �����
 )������� �"�*� � ���# ���
 �  �	� ������������
 �	�"�� 
�,������ ��
 ������
)�����# �  �	� �� ���! ���� �������� $ � � ��� 
��� ��	����	� ��	 ���	��� ��� ���� *����� '
���# ���
 ��� 1 �� � ��� �������� �� ��� ����
�	
 %� ����� 1�"	�	#' # ���
��� ����	��� ��
�� � ��	 ��������� ��� ���� *����� $ ����*�	 ' " ������ �� ���  �	� �� ���! ���� �������� '
�� �� ��� �	�� ��# �	� ���� ���# ��� ����� �� ��� �����"�	� �� ��� 	������#  �*�
 ��
�
��*� �� " � ��
���
 $ �����	 ' ��� ���� �� ���� ��
� ��� �� " � 	����������
 ����	 ����  �*� '
�����  �&�� �� ���������	# �� ���	� ��� ���� *����� �� ��� $

� �� ��� �������

%�� ����������� �� ��� /1 ���	����� �� ��� �����!� �� ��	
��	�
������	� ��	��������� �� �
����	�� �
�� " ������ �� ��� �"����# �� ���� ���	����� �� ����� � �� � �� ��� ���� � $ �����
�	
����� � 	�� ������� � �� ���� �� � ��  ���� ���� �� ��� ���� �� ��	
��	�
������	� ��	���������
�� ���  ��� � ��� "� �� *�	# ��� )�����#' ��
 �������� �� ���  ��� � �� �!����# ���	� � /1�
�#� � ����	��� ��� �!��� $

����*�	 ' �
������ ��� /1 ���	����� �� ��	
��	�
������	� ��	��������� ��*��*�� 	����*�
��� ��� ������ ��� ���	  ��� ���������� �

� $ %�� �	������ ����	��� ���� �!�� � ������ ' )���� �� ��� ���� �������� � ��� �� "�	 ��
��� �
��� $ +� ����	��� ' ��	
��	�
������	� ��	��������� �#������# 
���� � ��� ��*�	��
���( ������ ���� ��������� $ � ���	����*��#' ��� 
�-�	��� ����  ��	��� �	� �� ��� ��
���,�
 �� � ������ ���� �������� ' "�� �� ���� ���� ' ��� ���� �������� ��  ���  �	�
�� ���! ���� ��� ���  ��	�� �� ��� �	������ /1 ����	��� $ %��	���	� ' ��� ����	��� 
��� �� " � �!���
�
 �� ���
�� ���  �	� �� ���! ����  ��	�� ��� $

� $ %�� �	������ /1 ����	���  �������� � *�	# ��	��� "������ �	���	��� ' �� ��# ���� ���
��� ��	�� ��*� �� " � �� �)��� ��!� $ %�� .1 �!������� �������# 	���!�� ��� "������
�	���	��� � �� �� � �� ,�
��� � ��	������ � ��� � ��*�� ��	������� �� ��� ��
�� �� ���
��	� �  �	��*�	 ' � ��� 
�*������� �	� ���� 	���� �	� ������
 $ +� ��� ���� �� ��	
�
��	�
������	� ��	��������� ' ���	� �� �#������# �� �!������ "������ �	���	��� $ ����*�	 '
���	� �	� ����� �����	����� ���� ��*� � �� ���	 �-��� $ .�	 �!� ��� ' � 	������ � ����
��	���� �#������# �� ��� ��� �� "�	 �� ��
�� ���� ��� " �  ����
 �� ������	� ' ���	���

�0+ �"&$+ 
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O(n2)
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� ���� ��!� �����	���� �� ��� ��� �� "�	 �� ��
�� ���� ��� "�  ��� �
 �� ��	
��	� $
%�� ���� �����	����� �������	 ��	& ��� �� �� � ������ "������ �	���	��� $ � �����	 ���
�	������ /1 ����	��� ' ��	 ��� .1 �!������� �����	� ���� �����	����� $

� $ � � 
�������
 �� ������� � $� ' ��� ���� � �� ��	
��	�
������	� ��	��������� ��� *�	#
�����,�����#$ �� � ��	��������� ���	������ ���� �����
� �	�"�� � �� *�	# 
�-�	���
����	� ' ���� �� ����
����� ' 	������ ' �	 ����	���� �#������� $ +� ����	��� ' ��� �	������
/1 ����	��� �

	����� ���# ��� �	�"�� �� ��	��������� �	���� $ +� �� )��������"��
�� �� ��� ���� " � �!���
�
 �� ���
�� ��� ����	 �	�"�� �  �������
 �"�*� $

� $ .1 �� � *�	# ���� ����	��� $ ����*�	 ' �� ��� " � ���� �	� ��� �"�*� ' �� ��� �� " �
�!���
�
 �� ��*�	�� ��#� ��	 ��� ��	� ���� �� ��	
��	�
������	� ��	��������� $ %��	��
��	� ' �� �� �� � ��	���� "�� �����	�* ��� �"5 ����*� �� &��� ��� �!���
�
 ����	��� 
���� �� ���� �� � ����" �� $ %��� ���� ��*��*�� ,�
��� ��� 	���� 
��� ��	����	� ��	 ���
� ��� �������� $

%�� "���,� �� ����� ��� � % �	�"�� ��	 ������� �� ���� �� ������	���� ���� ��� �� 
���
� ���  �	� ���� ��� ' ���( ������ ����  ��	��� $ +� ���� ������	���� ��� ����  ��	��� ���� �	�
" ���
 �	� �"�*� �

RP

�� ���� ����� ��
 ����  ��	��� ���� ��*� �� " �  ��� �!�
 �
HP

�� ����
����� ��� "� ���
��
 �������	 $ ����*�	 ' �� ����	�� ��� ���	
 �� ��� �" �*� ���	 ���������� $
+� � ��� " � ��*��������
 ����	 �� ������� � $�$ ��� ����	 ����� ' ���� �� ����
����� ' ��� " �
�����
�
 $

� �� ��� �	� ����� � � ��� � ���� ����

� � 
�������
 �� ������� � $� ' ���	� �� �#������# �� �!������ "������ �	���	��� �� ��	
��	�
�����
��	� ��	��������� ' �����  # ����	���  �&�� ������ ��
�  �*�� 	����	 ���� ��
� ����� '
5 ��� �� ��� .1 ����	��� $ ��	��� ��� ����	��� ' ��� ��	������� �	�  ��������
 �

•
%�� ��		��� ��	������

Pcurr

•
%�� ��	������ ���� ��� " ��� ��� " ��� �� ��	 �

Pbest

$

%�� �&������ ��  # ����	��� �� �	������
 �� ����
� ��
� �� � ���	��� � $ %�� 
������
�	� 
���	�" �
 �� ��� ��!� �������� $

� �� ��� �� �� ����� ���

%�� ���� ������� �� ��� �	������ /1 ����	��� ��� �� " � �!���
�
 ��	 ���  �	� �� ���!
����  ��	�� $ +� ��� �	������ ����	��� ' ��� ���� ��
 ��� 	���� � ��� �� ���"��
 ���� ��
�����
�� ��� ���� �� ��� ��		��� ��	������ �� ������ �������# 	��� ������ ��� ����	 � ��
� ��
 "���
 �*�
 � ��
 ���� �� ��� ��� "���� ��	 �������� ��� ��!� ��
� ��  �*� $ +�  # ����	��� '
����� 	���� ��*� �� " � ����	���
 ' " ������ ���� ����  ��	�� ��� �� " � ��
���
 ����	����#
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v
" � � �	�� ��
� � ���  �!� � ����

 �*�
v
�� ��� ����	 ��	�

� 
Pcurr

�� " ����	 ����
Pbest

	) �
�

���
Pbest = Pcurr�

� �	��	 ���&���
��
��� �����

�
�

�
� � �

 /1 ��
�

�	���� �� ����� ��	������ ' ���
Pcurr

��

Pbest

�� ��

 �  '	
�

������� ��
���

Pcurr = Pbest� 
�	�� ��� ���� 
�
 ��� � �	�*�
Pbest
 	

�

Pbest�

"�� ��� ������ �� ��� ��!�  �*� �����
 
�� ��
 �� ��� ����  ��	��� $ %��	���	� ' + 
�,�� ���
������ ��� ��	�� �� "�	� ������
 �

• ∆R(v)
�� ��� � ���� "# �����  �*���

v
�� ��� ����	 �����!� ���	�����

R
$ ��� ��

�� �� '
−∆R(v)

� ��� " � �����
 ��� ������	� ���� �� ��
�
v
$�

• ∆H(v)
�� ��� � ���� "# �����  �*���

v
�� ��� ����	 �����!� ���	�����

H
$ ��� ��

�� �� '
−∆H(v)

� ��� " � �����
 ��� ��	
��	� ���� �� ��
�
v
$�

• gain(v) = f(∆R(v), ∆H(v))
�� ��� "���� ��	 �������� ��� ��!� ��
� ��  �*� $ �����

����� �������� �� �� ��� ����� �!�������# ��	 ��� ��&� �� 	��
�"����#�
f
��� ����


�� ��
 �� ����	 *�	��"��� ' ���� �� ��	 �������� ��� ��	� ���	� ��
Pcurr

$�
%�� ������ �� ��� ��������

f
�� �	����� " ������ �� 
���	 ���� ��� �	
�	 �� ����� ���

��
�� �	�  �*�
 $ %��� �������� ����	��	���� ��� ������ �	�
���- "������ ��� ���(������
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����  ����	�� $ �� ���,����#' "# #���
 ��� ��� ���� �� �  �*� � ��� ��*��
∆R(v)

��

∆H(v)*����� ' �� 
�,��� ��� 	�����*� � ��	����� �� ��� 
����� ����� $

" � ���	�� '
f
��� " � ������ �� ��*�	�� ��#� $ ����� ��� ����	��� ����#� ������� ��� ��
�

� ��� ��� ������� ���� ' � $� $' � ����	
f
*����� �����
 ��
����� " ����	  �*�� ' "��

∆R(v)
��


∆H(v)
�	� ����	 ��	 " ����	  �*�� ' �� ��  ���� ����

f
��� �� " �  ����������# 
��	������

�� "��� �� ��� �	�� ���� $
�� ���� � ���� �� �����
 " � ����
 ����  # ����	��� ' �� ����� �� ��� ��		��� ����	�� ��	 '

�������� ��� �	������ .1 ����	��� �� � �� ����� ���� $ +�
s(v) = h(v) = 0

��	 ���� ��
�
v
'
c(v, w) = 1

��	 ���� �
��
(v, w)

' ��

f(∆R(v), ∆H(v)) = −∆R(v)

' ���� ��� ���� �� �
��
� �� �!����# ��� � ���� "# �����  �*��� �� ����
 
��	���� ��� �� "�	 �� ��� �
��� $

4�� ��� ���� �� ��� 
�-�	��� ' ��
 ���	���	�
f
�����
 "� �� ������!�
 �� ������	 ��# � ���

�� �� ��  ��� �!�
HP

' ����� " ���
���
RP

$ %�� ��	������ �������� ��	 ���� �� ��� ������ ��� �

gain(v) = f(∆R(v), ∆H(v), RPcurr
, R0) =

{

−∞
��

RPcurr
+ ∆R(v) > R0

−∆H(v)
����	� ��� �� $��

%��� �� ' �����  �*�� ���� ��� ��� ��	������ ��	� ��� 	������ � �����	���� �	� ��,�����#
"�
 ' ��� ����	  �*�� �	� 	��&�
 ����	
��� �� ��� ���� �� ��	
��	� ���� ���� �����
 � ���
��� $ + � ��� 	���	 �� ���� �������� �� ��� ������ � ��� � ������� $

����*�	 ' ���	� �	� �	�� ���� �� ��*�	 �� ���� ��	��� ��������� $ ������� ��	 �!� ��� ����
�  �*� ����
 �������# ��	� ��� 	������ � �����	���� "�� ����
 	����� �� � 
	� ���� 
��	����
�� ��	
��	� ���� $ %���  �*� �� ��,�����# "�
 ����	
��� �� ��� �"�*� �������� ' #�� �� ��� �
�� " � � ���
 �
�� �� ����� ����  �*�� $ +� ����	 ��	
� � � ��2 ������# ��	�� 
��	���� ��
��	
��	� ���� ��� 5 �����# � � ��� �!���
��� �� ��� 	������ � �����	���� $ "�� ��� ���� ����
���� ��# �  ��� "����	 ��	� �� ��� ���	�� ����� ��� " � 	�����
 $

� ������� � ����" ����# �� �� ��� � ���� �������� �� ��� ������ ��� ��	 �

gain(v) = f(∆R(v), ∆H(v), RPcurr
, R0) = −∆H(v) − p(RPcurr

, ∆R(v), R0)
�� $��

��	� '
p
�� � � ��� ��� � ������� ���� � �����!�� ��� �!���
��� �� ��� �� � �� �� $ %#������#' p�����
 
����
 �� ��� � �	������� "# �����

RPcurr
+ ∆R(v)

�!���
�
R0

' 5 ��� ��&� ��� ,�����
�������� �� ��� ���� �� ��� *� $� ���� ���� �� ����
 ���� " � � ����" �� �� 
�,��

p
�� � ��������

�� ��� �� ���� �������
 �� � �	�������� "# �����
R0

�� �!���
�
 � ����*�	 ' �� ��  ���  �	�
����	 ���*� �� ��# ���� ' ��	 �������� ' ��� �� �� �� �!���
�
 "# �$� ���� "# �$ ����� $ �� '
�� ��� ���� � ����

p
���# 
�� ��
� �� ��� )������#

exc =
RPcurr

+ ∆R(v)

R0%�� �� � �	�� ��� ���
� ���� ��	 ��� ����	 ��	 �� ��� �!�	������ � ������
 ��
∆H(v)

��
��  �	� ����	 ���*� �� ��� ��� � �	������� "# �����

HP

������� �� �� �� ��
� ��  �*�
 ' � $� $'
� !" $*. *�&(*+
 &-% +!" %*�"("-	"$ ' "+�""- +!*$ &11(,&	! &-% +!" �0 � *�� '" *-)"$+*�&+"% *- .,("%"+&*� *- �"	+*,- � 3� 3

�$
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∆H(v)/HPcurr

$ %��� ��#' ��� ���� ��� ��	 ��� ��	 ��� ���� �������� "��� �� �� ������ � �+
� ��� 	���	 �� ���� � �������� �� � � ��� ������ � ��� � ������� � �

gain(v) = −
∆H(v)

HPcurr

− p(exc).
�� $��

�

p

exc

+∞

.���	� � $� � ��	��� � �����# ��������

���� ���� -)������ �� $�� �� � �� ����� ���� �� -)������ �� $�� ' �� ����� ��� � �����# ��
∞
��

R0

�� �!���
�
 ' ��
 $ ����	� ��� ���� .���	� � $�� $ ��	����# �� ��&��� ' -)������ �� $�� �� ��� �
�� ����� ���� �� -)������ �� $�� " ������ �� ��� 
�* ����� "#

HPcurr

�� -)������ �� $�� $ ����*�	 '
���� ����� ��� ��	��� � �����# �������� �� .���	� � $� ' ��� 
�* ����� "#

HPcurr


��� ��� ������
��� 	��&��� �� ��� ��
�� $ %��� ' ���� ���&��� ���# �� ��� 	��&��� �� ��� ��
�� ��
 ���
�� ��� �!��� ���� *����� ' ���� -)������ �� $�� �� ���� � �� ����� ���� �� -)������ �� $�� $ %���
�	�� ��� ���� ���� � ��# �� ��� ��� �������	# �� 
�* �
�

∆H(v)
"#

HPcurr

�� -)������ �� $�� $
+� ��� ����	�� ���� ' �� �� ���� ������� �� ���

p = 0
�� ��� �� �� �� ��� �!���
�
 $ 1 �	��*�	 '

� ��	�����

q > 1

��� "� ��� ' �� ����
p = ∞

�� �*��
qR0

�� �!���
�
 $ ����	�#'
p
�����


" �  ����������# ���	������ ��
exc

�� �� ��� ����	*��
[1, q]

$ ���� � �������� �� ����� ��
.���	� � $� $

��� ���� ��� 
�-�	��� � ����" ������� ��	 ��� ���� �������� ��*� " ��� ���	�
���
 ' � *�	#
� ��	���� �	�� �	�# �� ����� ��������� � ��� " � ��*��������
 $

+� ��� ������ ��� ' � ��������
ϕ : V → IR

�� ���
 �� ������� ���
(∗)

�� ��� ���� �� ��� ������ ���
���
� � ����  �*��� � ��
�

v
�	� ��� ��	� �� ��� ����	 '

ϕ(w)

��� ��� ������ ��	 ��#

w���� �� ��� �
5 ����� ��
v
��	 ��� �� � ��

v
$ +� ����	 ��	
� � ���# ���

ϕ
*���� ��

v
��
 ���

�����"�	� ��� ������ ' ��� ����	
ϕ
*����� 	� ��� ��������
 $�

���� ���� �� ��� ���� �� ��� �	������ .1 ����	��� ' ��� ���� �������� ' ����� ��� 
�,��

�� ��� 
��	���� �� ��� �����!� ' ��������� ���

(∗)
��	�� �	�#$ +� ���� ' �� �� ��� ��� �� ��� �	�����

�"��	*������ �� .�
����� ��
 1 �����#��� ���� ���
 �� ����	 �����# �2 ����� � ��� �������� $
��"-	" +!" -,+&+*,-

(∗) �
+!" -,%"$ 
,( �!*	!

ϕ
	&- 	!&-�" %"�-" & $+&(�$!&1"% �-,+ -"	"$$&(*�
 *-%#	"% �$#'�(&1! , 


G
3

� �
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exc

p

q
�

������ � �	 
 � �
���� �� � ��� ������ � ������ ������
�

��� �
��
� ��� ���
��������� � ��� ���� ���
����� �
���������� �� �����
� � �� �� ���!
��
� � �"� ��
� � ��� �
������
� � ������ ���

(∗)
!��
� ���� �� ���  �#����� ���� �
��
��

 �$�� ���� 

%&'()'* +,
-./

∆H 0 122 322 32 45 3 (∗)60 710 3748 9-../
∆R 0 122 322 32 45 3 (∗)60 710 3748 9-.../
gain :132 ; 14 ; 3<322=7.>8 0 122 322 45 3 (∗)60 710 3748 9 ?; @ =<4A ; 14 3B3; 45 3 247.<4 C =.;

@ D; <4.1; :132 9E 711@ 9F�G ��
� ���  �$����
� 
�
∆H

�� �� 
���
�� ����

∆H(v) =

{

h(v)
��

v ∈ VS

−h(v)
��

v ∈ VH .
������
�� H ���� �
����

v
��
� 
�� �
���I� �
 ��� 
���� H 
��� ��� 
�� ��� ���� ����

������� H ���� 
� ��� 
���� �
 �� ��� ���� �������� H �� ����
∆H

�
������� ���
(∗)

!
��
� �����
F��G ��� ������H �� �� ����� ��
� ���  �$����
� 
�

∆R
����

∆R(v) =

{

−s(v) +
∑

w∈VS ,(v,w)∈E c(v, w) −
∑

w∈VH ,(v,w)∈E c(v, w)
��

v ∈ VS

s(v) −
∑

w∈VS ,(v,w)∈E c(v, w) +
∑

w∈VH ,(v,w)∈E c(v, w)
��

v ∈ VH .

�� ��� �� ���� H
∆R(v)

 �� �� � 
� ��� �
���I� 
�
v
�� ���� 
� ��� ������
�� � J���� H ����

�
���� � �
 � H ���
∆R(v)

����� 
� ������ �� ���� 
� ��� ������
�� ��� ������ K ���� 
�

���� �
 �� ��� ���� ��� ��� � � ���� �� H

∆R
�
������� ���

(∗)
!��
� �����

�	
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����� � � ����	��� �	� -)������ �� $�� '
gain


����
� ��
RPcurr

$ 3 ��� � ��
� ��  �*�

�	� ��� �����!� �� ��� ����	 '

RPcurr

������� ' ��
 ���� � ���������# ��� ���� �� ��� ��
��
��� ������ $

. �����#' + ����
 ��&� �� � ���� ��� ���� ����� � ��	 ����*� ���� �������� �� $� $' ��� ����

��� ��� ��*� ��,���� � �����# �� ����*���
 ��	�������� 	�)��	�� �!�	� �	��������� $ � �������
���  ���� ��� " ����	 	������ "# �� ��	�	��# ����� ��� � � ��� �!���
��� �� ��� 	������ �
�����	���� ' �� ��� �� " � ���	�����
 ���� �� ��� ��
 ��� ������ � ��� " � � *���
 ��	������ ' � $� $'
��� ���� �" �#� ��� 	������ � �����	���� �5 ��� ��&� �� ��� ���� �� ��� *� � $ .�	 ���� ��	� ��� '
��� �� ������ ��

Pbest

�����
 "� ������
 �������# �
Pbest

�� ����#� ��� " ��� �� ��� ��	������
����
 �� ��	 $ %��� �� '

Pbest

�� ��
���
 ���# �� � " ����	 *���
 ��	������ ��� " ��� ����
 � ����
,�
��� � ��	������ � ��� ����	 ��	
��	� ���� "�� �!���
��� ��� �� � �� �� '

Pbest

�����
 ���
" � ��
���
 $

� �� ��� ����� ��� ���� �� ���

+� �	
�	 �� ���	����� ����
Pbest

� ��� ����#� " � � *���
 ��	������ ' �� �� ���� �������	# �� ���	�
�	� � *���
 ��	������ �5 ��� ��&� �� ��� ���� �� ��� *� � ��� ������� , $� ��	 � �� ��	����� $
%��	� �	� ��*�	�� �����" ������� �� ����	��� � *���
 �� ����� ��	������ �

•
%�� ������	
��	� ��	������ �� *���
 ' ����� �� �� � ���
 ���
�
��� ��	 ��� ���	����
��	������ $ 3 ���� ���� ���	���� �� *�	# �� ��� ' �� ��� ��� 
	��"��& ���� �#������# ���
������	
��	� ��	������ �� ��	 �	� ��� ���� � $ � ���	���� ��	������ �� �����	 )�����#
����
  �&� ��  �	� �	�"�"�� ���� ��� ����	��� �*�������# ,�
� � ���
 ��	������ $

•
��# ����	��� ���� �	�
���� � *���
 ��	������ ��� " � ���
 �� ����	��� ��� ���	����
��	������ $ ����� ��� ����� /1 ����	��� �� �#������# )���� ���� ' ��� ����	��� ��
�	���� ��� ���	���� ��	������ �����
 ���� " � *�	# ���� $ +� ��� " � ��	 �!� ��� � �� ���
�	��
# ����	��� ' �	 ��# ����	 ���� ��	��������� ���	����� $ "� ��� ����	 ���
 ' �� ��
���� ����	������ �� ���� ������	 ��� /1 ����	��� ��� � �	�*� ��� ��	������ ����

"# ����	 �� ���(�
��
 ��	��������� ����	��� � $ %��� ��#' /1 ��� " � ����	��	���
 ����
�#"	�
 ����	��� � $

•
� ����	�� ��# �� � �	�*��� ��� 	������ �� ���	������ �� �� 	�� ���  ����� �� �� ��
��
 ��&� ��� " ��� 	����� $ " � ���	�� ' �� �� �� ���# ����� � ��	 	��
� �!�
 ����	��� � �
����� ' �� ����
 "� ������ �� ���	� /1 �	� � 	��
� ��	������ $ ����*�	 ' �� �� "#
��  ���� �"*���� ��� ��� ��� )���&�# ����	��� 	��
� *���
 ��	������� � ��� �� ��
����� ���	�! � ����# �����	 
���	�"����� $ ��	� ' + �	����� �  ����
 ���� ����	����
*���
 ��	������� 	��
� �# ���� � ���	��� +�� "�� ��� � ��� �����	 
���	�"����� $ %��
�
�� �� �� 	��
� �#  �� ���� ��
� �� �����	 ������	� �	 ��	
��	� ' ��
 ����& �� ���
	�������� ��	������ �� *���
 $ +� �� �� ��� ' ���� ��� �	�"�"����# ��  ������ ��
�� ��
������	� �� 
��	����
 $ �����	 �	 ����	 � *���
 ��	������ �� ��	��# 	�����
 � �� ��� ��	��
���� ���� ��� �	�"�"����# ��  ������ ��
�� �� ������	� " ��� �� $ ' ��� ������	
��	�
�������� �� �"�����
 $ 4�� ��� ,	�� *���
 ��	������ ���� �� ����
 �� ���� ��# �� 	���	��
 $

��
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$ �(�
�	)� � � ��
� �# ����	��� � *���
 �� ����� ��	������
� $ ���

r = 1
��


N
" � � ������*� ������	 � ���

dr = r/N� $  �� ���� ��
� ��
�� ��
����# � ��� �	�"�"����#
r
�� ������	� ' � ��� �	�"�"����#

1 − r
��

��	
��	�
� $ �� ��� 	�������� ��	������ �� *���
 ' 	���	� � ��� ��
� $ ����	� ��� � ���

r = r − dr
��
 ���� � $

%�� 
�-�	���  ����
� ��	 ����	����� ��� ������� ��	������ �	� �*������
 �� ������� � $�� '
"���
 �� �!� �	� ����� 	������ $

� � ��� " � ���� �	� ��� �"�*� ' ���	� �	�  ��# �� ���	����� ' "�� ���� �� � 
�-�	�����
" ������ ���� ����	��� ��
 ��� *� $ %���� )�������� �	� �

	����
 ��  �	� 
���� �� ����
���� , $� $

� �� � �������	���
3����*�	 ��� ��
� � ���  �!� � ���� �� ��� ���)�� ' � ����"	��&��� ��	����# ��� �� " �
���
 �� ������ ��� �� ��� ��
�� � ���  �!� � ���� $ � � 
�������
 �� ������� � $� $� ' ���
����"	��&��� ��	������� ��������
 �� ��� /1 ����	���	� ��� " � 	�����# ������	�!�
 ���� ���
�	���� � ����� ���� �	� "���
 �� ���&�����
  ������� � ��
 ����� "���
 �� �	�*����
" ���*��	 $ ����� ��� ��������
 �� �&�����
  ������� � �	� ����� �  ����# ��	 �#� �	�	���� '
�� � ��� �����
�	 ��	� ���# ��� �����
 �	��� $ +� �������� "�����# �� ��� ������ ��� ��	�������
�
M


������ ��� ��� �� ��
�� � ���  �! � � ���� � �

•
���
� ' � $� $' � ��
� �� 	��
� �# �������
 �	� 

M

•
1+." ' � $� $' ��� ��
� ����� ��� ��� ���� �� ��� ����

M
�� �������


•
.+." ' � $� $' ��� ��
� ����� ��� ��� ,	�� �� ��� ����

M
�� �������


+� ��� " ��� 	�� �	��
 ���� �� ����	�� ' ��� 1+." ��	����# ���� �	��	 � ��� ����	 ��� ���
 $
%��� ��� " � �������*��# �!������
 �� ������ � $ "�� �� ��� ���&������ �� ��� .1 ����	��� ��
���� �� ���#  �*�� ��� ��
� �� � �� � ' ��
 ����� �� ����� 
� �� ��� 	������!� ���� �  ���
" ����	 ��	������ ����
 " � 	�����
 ��	����  �*��� � �����# ��������
 ��"�	��� �	� ���
�� ��� ��	�� �� ��� ����	 $ %��	���	� ' �� � ��
� ��  �*�
 �	� ��� ��	� �� ��� ����	 ' ����
�� �� ����� "���,���� �� ���� ��� ��� �����"�	� ������ �� $ %�� 1+." ��	����# �����	���� ���� '
" ������ �� ��� .1 ����	��� ��� ���� �������� ��������� ���

(∗)
��	�� �	�#' ����� ��� ����

�� � �	�� ��
� �� ������
 ���# �� ��� �� ��� �����"�	� ��  �*�
 ' ��
 ���� ��� ��
� �������

"# ��� 1+." ��	����# � ��� " � ��� ����� �����"�	 ���  �*�
 	������#$

��� ��� �� ��*�������� �� ���� �!���� ���� ��� "� �	�����		�
 �� ��� ���� �� ��	
�
��	�
������	� ��	��������� $ ����&� �� ��� �	������ /1 ����	��� ' ��� ���� �������� �� ���
	����*����
 $ ����� ' �� ���� ���� �� �� *�	# ����&��# ����  �	� ���� ��� ��
�� ��*� �!����#
��� �� � ���� *���� $ %��� ��� ����
 �	��� ���� �� ����"	��&��� �� ���
�
 $ ����*�	 ' ��
���	� �	� �� � ��
�� � ��� *�	# �� ���	 ���� *����� ' ��  ���� " � " ����	 �� 	���	
 ��� ��

��
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�� ���# ��
 ��� �� � ���� *���� ' ��
 ��� ��� �� ��� �" �*� ����"	��&��� ��	������� �� ������
��� � ����	 �	� ��� $

%��� �� ��� � ���� �� ���� � ����
� �������� ������	��� �	�"�� ���
 � ��*��
n
������

� ��� ����	 ���� *����� ' �� ��� �� " � 
���	 ���
 ����� ��
�� ��*� �� ���	 ����� $ ����*�	 '
��� �	�"�� �� �������# �� ���	 " ������ ���# ��� " ��� ������	 ��� �� " � 
���	 ���
 ' � $� $' ���
������	 � ��� ��� ������� ���� *���� �
�����
 "#

M
�"�*�� $ � �����"��  ����
 ��	 ���� ���&

�� ��� ������ ��� $ 1�� �� ,! � ��������
0 < τ ≤ 1

' ��
 ���
B

����� ��� ������� ���� *���� $

��� 
�,��
M

�� ��� ��� �� ��
�� � ��� ���� *����� �� ��� ����	*��
[τ · B, B]

$
τ
�����
 " �

������ ���	 � ' �� ���� ���# � ��� ��
�� � ��� " � �� ��� ����	*��
[τ · B, B]

$ ����� ���� ���
����

τ = 1
��		�����
� �� ��� ��	����# �� �����
�	��� ���# ��� ��
� � ��� ��� ������� ����

*���� $�
� �����
 
�-�	���� " ������ ��	
��	�
������	� ��	��������� ��
 ��� �	������ .1 �����

	��� �� ���� ' ����	
��� �� %���	� � �� ���� �� ' ��� ���
(∗)
��	�� �	�# 
��� ��� �������	�

��# ���
 $ ����	�������#' ��� 1+." ��	����# � �������# ���� �� ���
(∗)
��	�� �	�# �� ���� ���

��
� ����� ���� ������
 ��� ���� �� � �� ��� �� � �� ��� ��� ����� �����"�	 ���  �*�

��� ���� �� � $

%��	���	� ' ��� ��	��������	��	
 �
�������� �� ��� 1+." ����"	��&��� ��	����# ����

�	��� �"�# " � ���� �2 ����� ���� �� ��� ���� �� ��� .1 ����	��� $ ����� ' + ������� �  �	�

�	��� � ��� �������� �� ��� ������ �� �� ���� ����"	��&��� ��	����#' � $� $' �� �����	���
 �*��� ��� �����"�	� �� 	������#  �*�
 ��
�� $ 1 �	� �� ���,����#' � *�	��"��

`(v)
�� 
�,��


��	 ���� ��
�
v
' ����� ���	�� ��� ���� �� � ���� ���� � �����"�	 ��

v
���  �*�
 $ �%��� �� '

� ������	
ctr

��  ��������
 ' ����� �� �� ������!�
 �� " � !�	� �� ��� " �������� �� ���� ���� '
��
 �� ���	� ����
 "# ��� ���� �� � ���� � ��
� ��  �*�
 $ 1 �	��*�	 ' ���� ��
�

v
��

 �*�
 ' ���
`
*����� ��		�����
��� �� ��� �����"�	� �	� ��
���
 � ��	 ���� �����"�	

w
' ���

`(w) = ctr
$� ��� ��� 1+." ��	����# ��� " � �
����
 �� ��������� ��� ��
� � ��� ��� �������

`
*���� �	� 

M
' ��
 �� ���	�#' .+." �� �
����
 �� ��������� ��� ��
� � ��� ��� ������

`*���� �	� 
M
$

� �� �� �	��� ����� ��

.	� ���  ��# ����	����*� �� �&��� ���� �� ���� ��*� " ��� ��������
 ��	 /1 ���� ����
���� � $� $� ��
 �+
� ' ���  ��� �	� ����� ��	 ��� ��	� ���� �� ��	
��	�
������	� ��	���������
�� ��� 
#�� �� �� �&��� ���� � �	�� ���
 "# ��- �� ��,
 $ %�� ����	 ��������
 �� �&���
���� �� ��*� " ��� 	���	��
 �� " �  ����# " ���,���� ��	  ������# ��	��������� � ���  ��#
��	�� ' ���	��� ��	
��	�
������	� ��	��������� �� ����	����# � "���	��������� �	�"�� $

��- �� 
�  ����
 �� "���
 �� ��� �� � ��������� �� ��� 1+." ����"	��&��� ��	����#

�������
 �"�*� � ����	  �*��� � ��
� �	� ��� ��	� �� ��� ����	 ' ��� �����"�	� �����
 " �
�����	���
 �� ������ �� $ ����� ' ��- �� �������� ���� ����	  �*��� � ��
� �	� ��	�

A�� ��	�
B
' ��� �����"�	� ��

A
�����
 "� �	��
 ����  �*�
 ��
� ����*�	 " ��� �� �� �&�
� $

+� �	
�	 �� �	�*��� ��
���� �� ��� ' � ��
� ��� ���# " � �	��
 � ��*�� �� "�	 �� �� ��� ���
�� ��- �� 
� ��	&� 
�	��� � ���� $

.�	�������#' ���� �� �&��� ���� � ��� " � �
����
 �� ��	
��	�
������	� ��	���������

�+
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� ������ ��# �	�"�� � $ ����*�	 ' �� �� )��������"�� ������	 ��� �� ��� 	���� �� "�	 �� ����
�����!� �� ���� $

� �� �� � �����

"�� ���� �� ��� .1 ����	��� ��� " � � ��� ����
 �� �����	 �� � ' � $� $' ��
O(n + m)

�� � $
%��� 
�� ��
� �� ��� ������ ��� ��� �	����� ����� � ��� ��� � ����" ��  �*�� ��� "� ��
�!�
 "#
����	 ���� �����
 ���� *����� ' ��
 ���� ���	�
 �� ��� ���� "��&�� �		�# 
��� ��	����	� � ����
���

(∗)
��	�� �	�# ���
� ��	 ��� ���� �������� ' � $� $' ����	  �*��� � ��
� ' ���# ��� ��� ����

��
 ��� ���� �� ��� �����"�	� ��� �� " � ��
���
 $
����	�������#' ���� �� ����� ��� �	���	���� ���
� �� ��� ���� �� ��	
��	�
������	�

��	��������� � ��� ����� ��� "� ��	�� 	��� �� "�	� ' ����� �	���"��� ��� ����� �� � ����
"��&�� �		�#' ��
 ���

(∗)
��	�� �	�# 
��� ��� ���
 ���� %���	� � �� ���� ��� $ +� ���

������ ��� ' �� �� ��*��������
 ��
�	 ����� ��	�� ������� �� �� ����� � ����" �� �� �	�*�
� ��
�2 ������ "��  �	� �	��&#� � ��� �������� $

� � �� ��	�� ��� ' ��� �2 �����# �� ��� ����	��� 
����
� *�	#  ��� �� ��� ���� �������� $
. �	�� ' ��� �� �����
�	 ���  ��� ����	�� ���� � ��� ���� �� �� ���,�
 "# �� � ��������

f
' ��

����� �� 	���	������� �	� � ����
 ' �!���� ���� �� ��� "� ���������
 ��
O(1)

�� � $ +� ���
��	�� ���� ' ��� ���� �� ��� ��
�� ��� ������ ����	 ����  �*� $ ����� � ���� �������� ��

Θ(n) �*�� ��!����#
n
 �*�� ���� ����� ��� �	������ �� �&��� ���� � ' ��
 ��  ���

cn
 �*��

���� ����� 
#�� �� �� �&��� ' ���	�
c
�� � � ��� ��������� ' ��
 ����	 ����  �*� ' ��� ����

�� ��� �	�� ��
�� ��� �� " � ���������
 ' ��
 ���	� �	�
n/2

�	�� ��
�� �� �*�	��� ' ����  ����
���� ��� 
�	����� �� ��� ���� ��

Θ(n2)
$ � ��� ���� ���� ���� ��� "� �����*�
 � ������ ��#

�� �������
 
��� ��	����	�� � ���  �!� � ���� ��� "� �������
 ����� ����������� ��� �����
�� ��� ��
�� ' ��
 ���	� �� �� ���
 �� �*�� ���	� ��� ���������
 ���� *����� ' ����� ���# ����	
 �! � � �� ���
�
 ' ��
 ��� �� ��� � ��� " � 	��� ����
 ����	 ���  �*� ��#��#$

����*�	 ' �� �	� ����	����
 �� � �� ����� ����� �� ���� ��������� ' �� ���� ��� ��� ���� ��	
�  �	� �2 ����� � ��� �������� $ "�� ����
 �*�� ���� ��	 � �����	��� � � ��� �������� '
�� ��� ��� ���� � ��� .1 $ ����*�	 ' �� �� �� ��� �����" �� �
�) �
 � � � �� �� ����� �� � ������ � ��� � �������� ����� ��� ��� �������� ��� �� �����
Ω(n log n)

��� � ���� ��� ��� 

� ���� 
 +� � ��� " � ����� ���� �� �� � ����" �� �� ��	� �� "�	� ����� ��� �	������
 ����	��� $
����� �� �� &���� ���� ��	����

n
�� "�	� ��&��

Ω(n log n)
�� � ��,
 ' ��� ����	� � ��� ������ $

� ��� � ���� ��� �� "�	�
x1, . . . , xn

��*� �� " � ��	��
 $ � �	���
G
�� 
�,��
 � ���

n*�	����� �
v1, . . . , vn

� ��
 �� �
��� $ .�	 ���� ��
�
vi

' ���
s(vi) = 0

��

h(vi) = xi

$ 1��
R0

"� ��# ����������*� �� "�	 ' ����
RP ≤ R0

� ��� ����#� ���
 ������
RP

� ��� ����#� " �
$� $ � ��� � ���� ��� ������� ��	������ �� ��� ������	
��	� ��	������ ' ��
 ��� �	������ �� �&���
���� � �� ���
 $ %��� ��� ���� �� ��
�

vi

� ��� ����#� " �
h(vi) = xi

$ ����� ��� ����	��� 
 �*�� ��� ��
�� �� 
��	������ �	
�	 �� ����	 ���� *����� ' �"��	*��� ��� �	
�	 �� ����� ���
��
�� �	�  �*�
 #���
� ��� 
��	������ �	
�	 �� ���

xi

� $

�,
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����� ��� � �	 ����*� ���� �������� �� ��# �������� ��� ��	��� ���� �������� �� � �� �����
���� ' ��� �� � ���
� ���� ��	 ��� � �	 ����*� ���� ��������� $

��� + �	����� �� � ��� �������� ����� �� �� ��� �� �2 ����� �� ���� ����	 " ���
 $ .�	�� '
��� ���� �� ��� ��	��� ���� �������� �� �����
�	�
 $

����	
��� �� %���	� � �� ���� �� ' ��� �*�� ��� ��	��� ���� �������� ��������� ���
(∗)
��	�� �	�#' ��
 ���� �� �� "# ��  ���� �"*���� ��� ��� ����	��� ��� " � �����	 ���� ���

�	�* ���
O(n2)

$ %�� &�# �
�� �� ����
∆H

��

∆R


� ������� ���
(∗)
��	�� �	�#' ��
 ��� ��	���

���� �������� ��� ���� � �� ��� ��	����	� ���� ��� ��
� � ��� ������� ���� ��� " � ����

���� �� � ����� � �� ������� �� ���� ���� � ���� �� � � ��� �� �� �� �� ���� ���� ��� ������� $ �����	 '
���# ���

∆H
��


∆R
*����� �	� ���	�
 ��	 ���� ��
� $ 4������ �� ���

(∗)
��	�� �	�#' �����

��� "� ��
���
 �2 ������# � ��� ��
����� ����� �������	 	�)��	�
O(n + m)

�� � ��	 ���� $
%�� ���� 
�� ��
� " ���
�

∆H(vi)
��


∆R(vi)
���� ��

RPcurr

$ +� � ��*�� ���� �� ���
����	��� '

RPcurr

��� � ����	��� *���� $ 3� �	� ���# ����	����
 �� ����� ��
�� ��	 �����
RPcurr

+∆R(vi) ≤ R0
"������ ��� ����	 ��
�� ��*� ����

−∞
$ ��
 �	� ����� 
���
 
 ��
�� '

��� ��� � ��� ��� ������� ��	
��	� ���� ��� �� " � �������
 $
%�� ��
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$ %,.&, �##- #( �! !� #+ � /!!( �+�(#;!� #�%##' �3 ##( �'( >��4.�0182,.� %�0$ �,# )+�� 3,��# &�' )'( �,# �33+!7 .- ��#40  #�� "�4�#� *!+
α

�'(
γ
$  �� .�.� 3!��. 4# �,�� �,# �4/!+.�,- ,�-3� !"#+ �,#  #�� "�4�#� 1 2,.� .� &!++#&�#( .' �,# �#&!'(3,��# 1 <4#�+40$ �, .� �33+!�&, %!+=� )'# .* �,# &!�� *�'&�.!'� �+# �-!!�, #'!�/, �'( ,�"#� +#4��."#40 �.- 34# ��+�&��+# 1 2,.� .���# % .44  # .'"#��./��#( .' -!+# (#��.4 $ ) +�� *+!- ��,#!+#�.&�4 3!.'� !* " .#% .' �#&�.!' � 1� $ �'( �,#' #-3.+.&�440 .' �#&�.!' � 1� 1

� �� � ������ �����

Q#� P (α, β, γ)
(#'!�# �,# 3�+�.�.!' *!+ %,.&,

αHP + βSP + γCP

.� - .'.- �4 1 5:* �,#+# �+#- !+# �,�' !'# ��&, 3�+�.�.!'� $ �,#' !'# !* �,#- 182,# �.- !* �,.� �#&�.!' .� �! .'"#��./��#
HP (α,β,γ)

�'(
RP (α,β,γ)

�� � *�'&�.!' !*
α
$
β
$�'(

γ 1 2,#�# �+# �.7 �#3�+��# ���=� 12,# .'��.�."# #73#&���.!' .� �,�� $  0 (#&+#��.'/
α
$ ,�+(%�+#  #&!- #� &,#�3#+ $ �'(,#'&# �,# �4/!+.�,- 3��� -!+# '!(#� .'�! ,�+(%�+# $ �,��

HP (α,β,γ)
�,!�4( .'&+#��# �'(

RP (α,β,γ)

�,!�4( (#&+#��# 1 � .- .4�+40$ �,# !33!�.�# #� #&� .� #73 #&�#( %,#'
β

.� (#&+#��#( 12,.� %!�4(  # � 3!��. 4# 3!�.�."# �'�%#+ �! �,# >�#��.!' +�.�#( �� �,# #'( !* �,# 4����#&�.!' X %,#�,#+ �,# &!�� *�'&�.!'� ,�"# � �.-34# ��+�&��+# 1 P!+ &,�'/.'/
γ
$ �,#+# .� '!��&, #73#&���.!' 1Q#� �� ���+� % .�, � 3!�.�."# +#��4� X

��
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������� �� �
HP (α,β,γ)

$� " !%!'!%!*� )
 �+ (+&� $%� $%
α �

� (!!�
� Q#� P = P (α, β, γ)

�'(
P ′ = P (α′, β, γ)

$ %,#+#
α′ < α 1 �!% .� % .44  # �,!%' �,��

HP ′ ≥ HP 1� .'&#
P

.� !3�.- �4 % .�, +#�3 #&� �!
(α, β, γ)

$
αHP + βSP + γCP ≤ αHP ′ + βSP ′ + γCP ′.

� .- .4�+40$ �.'&#
P ′ .� !3�.- �4 % .�, +#�3 #&� �!

(α′, β, γ)
$

α′HP ′ + βSP ′ + γCP ′ ≤ α′HP + βSP + γCP .

O�.'/ �,# �  +#".��.!'�
A = βSP + γCP

�'(
B = βSP ′ + γCP ′

$ �,#�# &�' �4�!  # % +.��#'��
αHP + A ≤ αHP ′ + B,

5� 1�8
α′HP ′ + B ≤ α′HP + A.

5� 1�8O�.'/ 5� 1�8 �'( 5� 1�8 $
A ≤ B + α(HP ′ − HP ) ≤ (A + α′(HP − HP ′)) + α(HP ′ − HP ) = A + (α′ − α)(HP − HP ′).

2,#+#*!+# $
0 ≤ (α′ − α)(HP − HP ′).

� .'&#
α′ − α < 0

$ �, .� .� !'40 3!��. 4# .*
HP − HP ′ ≤ 0 1

O'*!+��'��#40$ .' �,# !�,#+ )"# &��#� $ '! - !'!�!'.&.�0 &�'  # /��+�'�##( 1 W#+# .� �3+!!* *!+ !'# !* �,# '#/��."# +#��4�� X
������� ���

RP (α,β,γ)

$� %+$'� +( " !%!'!%!*� )
 $%  (+&� $%� %!( " !%!'!%!*� )
 �+ (+&� $%�
$%

α �
� (!!�

� 2%! #7�-34#� % .44  # �,!%' 1 :' #�&, #7�-34# $
α

.� (#&+#��#( $
β

�'(
γ

+#- �.'�'&,�'/#( 1 :' �,# )+�� #7�-34# $
RP (α,β,γ)

(#&+#��#� $ .' �,# �#&!'( #7�-34# $ .� .'&+#��#� 1�7�-34# � 1 2,# /+�3, &!'�.��� !* � �.'/4# "#+�#7
v
% .�,

s(v) = 1
�'(

h(v) = 1 1 9� �,# #/.''.'/ $
α = 3

�'(
β = 2

5�,# "�4�# !*
γ

(!#� '!� - ���#+ $ �.'&# �,#+# �+# '! #(/#�8 1 :'�,.� &��# $ �,# !3�.-�- .� &4#�+40 �! 3��
v
�! �!*�%�+# $ 0 .#4( .'/

R = 1 1 �!%
α

.� (#&+#��#(�! � 1 2,# '#% !3�.-�- .� ! ".!��40 �! 3��
v
�! ,�+(%�+# $ 0 .#4( .'/

R = 0 1�7�-34# � 1 2,# /+�3, &!'�.��� !* �%! "#+�.&#�
u
�'(

v
$ &!''#&�#(  0 #(/#

e 1 2,# &!����+# �� *!44!% � X
s(u)

X �
s(v)

X �
h(u)

X �
h(v)

X ���
c(e)

X �

��
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P.+�� $ α = 100
$
β = 10

�'(
γ = 1 1 2,#' �,# !3�.-�- .� �! 3��  !�, '!(#� �! �!*�%�+# $ #&���# �,.� 3�+�.�.!' ,�� �!��4 &!�� �� $ %,#+#�� 3���.'/ �'0 '!(# �! ,�+(%�+# .'(�&#� ��!��4 &!�� !* �� 4#��� ��� 1 2,.� 0 .#4(�

R = 2 1
�!% $

α
.� (#&+#��#( �! � 1 2,# �!*�%�+#;!'40 3�+�.�.!' ,�� ��.44 �!��4 &!�� �� � ,!%#"#+ $3���.'/

u
�! ,�+(%�+# �'(

v
�! �!*�%�+# '!% !'40 ,�� �!��4 &!�� �� 1 2,# !�,#+ �%!3�+�.�.!'� ,�"# -�&, ,./,#+ &!���  #&���# .' �,!�# &��#� $

v
.� .' ,�+(%�+# $ .'(�&.'/ � �!��4&!�� !* �� 4#��� ��� 1 2,�� �,# !3�.-�- .� �! 3��

u
�! ,�+(%�+# �'(

v
�! �!*�%�+# $ 0 .#4(.'/

R = 3 1:' !+(#+ �! &!'�#+"# �3�&# $ �,# 3+!!* !* �,# !�,#+ *!�+ '#/��."# +#��4�� .� !- .��#( 19 � &�'  # �##' $ �,# .'��.�.!' 3+!"#( !'40 3�+�.�440 �+�# $ �'( �,# &!�� *�'&�.!'� (! '!�'#&#���+.40 !�#+ �,# &!', #&��+#( �.-34# ��+�&��+# 1 W!%#"#+ $ �� �,!%' .' �#&�.!' � 1� $ .'3+�&�.&�4 &��#� �,#+# .� � �.- 34# ��+�&��+# 1
� �� ������� �	

�� ���

α � β � 	��
γ

:' �,.� �#&�.!' $ �,# (#�&+.3�.!' !* �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- 59 4/!+.�,- � !' 3�/# ��8 .�&!'�.'�#( $ �'( �,# �.- .� �! &4�+.*0 �,# *!44!% .'/ >�#��.!' X %,.&, +#/.!' !* �,#
α−γ

34�'#�,!�4(  # �&�''#( *!+ - #�'.'/*�4 �!4��.!'�� 2,# .'��.�.!' .� �,�� �*�#+ &#+��.' #7�+#- #"�4�#� !*
α

!+
γ
$ �,#+# .� '! 3 !.'� .' &!'�.'�.'/ �,# �#�+&, $  #&���# '! '#% �!4��.!' % .44 # *!�'( 12! *!+- �4.6# �,.� $ �,# *!44!% .'/ '!���.!'� % .44  # ��#*� 4 1 Q#� P ∗H

(#'!�# �,# �+." .�43�+�.�.!' .' %,.&, �44 '!(#� �+# .' ,�+(%�+# $ �'(
P ∗S

�,# �+." .�4 3�+�.�.!' .' %,.&, �44'!(#� �+# .' �!*�%�+# 1 Z!+#!"#+ $ �,# *!44!% .'/ �.-34# 4#--� % .44  # ��#( X
����� � � �!( &%
 %!% �%+�&'$�+ %*" #+(�

x1, . . . , xk

&%� � !� $'$�+ %*" #+(�
y1, . . . , yk �

min
1≤i≤k

xi

yi

≤

∑k

i=1 xi
∑k

i=1 yi

≤ max
1≤i≤k

xi

yi

� (!!�
�

∑k

i=1 xi
∑k

i=1 yi

=

∑k
i=1

xi

yi
yi

∑k
i=1 yi

≤

∑k
i=1

(

max1≤j≤k
xj

yj

)

yi

∑k
i=1 yi

=

(

max
1≤i≤k

xi

yi

) ∑k

i=1 yi
∑k

i=1 yi

= max
1≤i≤k

xi

yi

2,# !�,#+ .'#>��4.�0 &�'  # 3+!"#' .' �,# ��- # %�01
2,.� 4#--� +#- �.'� �+�# .* �!- # !* �,#

yi

� &�'  # � 5
c/0

.� (#)'#( �!  #
+∞

*!+
c > 08 12,# !'40 &!'��+�.'� .� �,��

∀1 ≤ i ≤ k : xi > 0
!+

yi > 0
-��� ,!4( 1 9&&!+(.'/40$ .� % .44 # ����- #( .' �,# *!44!% .'/ �,��

∀v ∈ V : h(v) > 0
!+

s(v) > 0
,!4(� 5�! �,�� Q#--� �&�'  # ��#( *!+ �,#�# '�- #+�8 1 � * &!�+�# $ �, .� .� '!� � �#+.!�� 4.- .���.!' .' � 3+�&�.&�4�#��.'/ 1

�!% .� .� 3!��. 4# �! *!+-�4��# �,# )+�� +#��4� %,.&, ����#� �,�� �,#+# .� .'(##( '! 3!.'�.' �&�''.'/
α

"�4�#� �,�� �+# 4!%#+ �,�' � /."#' #7�+#- # X
��
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������� �� � ��
α ≤ β ·minv∈V

s(v)
h(v) �

'� +% '� + �&('$'$!% P ∗H
$� !� '$" &) � $'� (+�� + ' '!

α�
β � &%�

γ �(+�&(� )+�� !� '� + �&)* + !�
γ� �

� (!!�
�
� .'&#

α ≤ β · minv∈V
s(v)
h(v)

$ ��.'/ Q#--� � .� *!44!% � �,��

∀∅ 6= X ⊆ V : α ≤ β ·
s(X)

h(X)
.

2,#+#*!+# $
∀∅ 6= X ⊆ V : α · h(X) ≤ β · s(X) + γ · c(X, V \ X).

9((.'/
α · h(V \ X)

�!  !�, �.(#� X
∀∅ 6= X ⊆ V : α · h(V ) ≤ α · h(V \ X) + β · s(X) + γ · c(X, V \ X).

O�.'/ �,# '!���.!'
Y = V \ X

$ �, .� &�'  # +#% +.��#' ��
∀Y ( V : α · h(V ) ≤ α · h(Y ) + β · s(V \ Y ) + γ · c(Y, V \ Y ).

W#+# $ �,# 4#*�;,�'( �.(# .� #7�&�40 �,# �!��4 &!�� !*
P ∗H

$ �,# +./,� ,�'( �.(# .� �,# �!��4&!�� !* �'0 !�,#+ 3�+�.�.!' 1
� .- .4�+40$ �,# '#7� �,#!+#- �,!% � �,�� �,#+# .� '! 3 !.'� .' �&�''.'/

α
"�4�#� �,�� �+#/+#��#+ �,�' � /."#' #7�+#- # X

������� �� � ��
α ≥ β ·maxv∈V

s(v)
h(v) �

'� +% '� + �&('$'$!% P ∗S
$� !� '$" &) � $'� (+�� + ' '!

α�
β � &%�

γ �(+�&(� )+�� !� '� + �&)* + !�
γ� �

� (!!�
�
� .'&#

α ≥ β · maxv∈V
s(v)
h(v)

$ ��.'/ Q#--� � .� *!44!% � �,��

∀∅ 6= X ⊆ V : α ≥ β ·
s(X)

h(X)
.

2,#+#*!+# $
∀∅ 6= X ⊆ V : α · h(X) + γ · c(X, V \ X) ≥ β · s(X).

9((.'/
β · s(V \ X)

�!  !�, �.(#� X
∀∅ 6= X ⊆ V : α · h(X) + β · s(V \ X) + γ · c(X, V \ X) ≥ β · s(V ).

W#+# $ �,# +./,�;,�'( �.(# .� #7�&�40 �,# �!��4 &!�� !*
P ∗S

$ �,# 4#*�;,�'( �.(# .� �,# �!��4&!�� !* �'0 !�,#+ 3�+�.�.!' 1
P .'�440$ �,# '#7� �,#!+#- �,!% � �,�� �,#+# .� '! 3!.'� .' �&�''.'/ �!! ,./,

γ
"�4�#� 1O'4.=# .' �,# 3+#".!�� �,#!+#- � $ ,#+# .� -���  # ����- #( �,�� �,# /+�3, .� &!''#&�#( 1W!%#"#+ $ �, .� .� �/�.' '! �#+.!�� 4.- .���.!' %,#' &!'�.(#+.'/ +#�4 &!--�'.&��.!' /+�3,� 1

�T
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������� �� � �*�� !� + '�&'
G

$�  !%% + '+�� &%� )+'
cmin

�+%!'+ '� + �"&) )+� ' +�� +  !� '
���

min (α · h(V ), β · s(V )) ≤ γ · cmin � '� +% +$'� +(
P ∗H

!(
P ∗S

$� !� '$" &) � $'� (+�� + ' '!
α�

β � &%�
γ �

� (!!�
� 9���-# �,�� '#.�,#+ !*

P ∗H
�'(

P ∗S
.� !3�.- �4 1 2,#' $ �.'&#

G
.� &!''#&�#( $ �,#!3�.- �4 3�+�.�.!'

P (α, β, γ)
&��� �� 4#��� !'# #(/# 1 W#'&# $ .�� �!��4 &!�� .� �� 4#���

γ · cmin 1�' �,# !�,#+ ,�'( $ �&&!+(.'/ �! �,# 3+!3 #+�0 �,��
min(α ·h(V ), β · s(V )) ≤ γ · cmin

$ #.�,#+
P ∗H

!+
P ∗S

!�#+� � �- �44#+ �!��4 &!�� �,�' �,.� 1
����.'/ �,#�# �,+## �,#!+#- � �!/#�,#+ $ !'# &�' &!'&4�(# �,�� �,# +#/.!' �,�� �,!�4( # �&�''#( .� (#)'#(  0 �,# *!44!% .'/ .'#>��4.�.#� X

α ≥ β · min
v∈V

s(v)

h(v)

5� 1�8
α ≤ β · max

v∈V

s(v)

h(v)

5� 1[ 8
γ ≤ α ·

h(V )

cmin

5� 1�8
γ ≤ β ·

s(V )

cmin

5� 1�8
��33!�# �,��

β
.� )7#( 1 2,.� +#/.!' .�  !�'(#( .*

cmin > 0
�'(

hmin > 0
,!4( 19/�.' $ �,.� &�'  # ����- #( % .�,!�� .- 3!�.'/ �'0 �#+.!�� 4.- .���.!'� .' �,# &��# !* +#�4&!--�'.&��.!' /+�3,� 1 2,#' �,# +#/.!' �!  # �&�''#( 4! !=� 4.=# �,# !'# (#3.&�#( .'

P./�+# � 1� 1:' !+(#+ �! �## �,.� $ !'# !'40 ,�� �! 3+!"# �,�� �,# 3!.'� .' %,.&, �,# 4.'#
γ = α · h(V )

cmin.'�#+�#&�� �,# ,!+.6!'��4 4.'#
γ = β · s(V )

cmin

.� .'(##(  #�%##' �,# �%! "#+�.&�4 4.'#�
α =

β · minv∈V
s(v)
h(v)

�'(
α = β · maxv∈V

s(v)
h(v)

1:' �,# .'�#+�#&�.!' 3!.'�
α · h(V )

cmin
= γ = β · s(V )

cmin

$ �'( ,#'&# $
α = β · s(V )

h(V )
1 9&&!+(.'/ �!

Q#--� � $ �, .� .� .'(##(  #�%##'
β ·minv∈V

s(v)
h(v)

�'(
β ·maxv∈V

s(v)
h(v)

�'( �! �,# .'�#+�#&�.!'3 !.'� .� +#�440  #�%##' �,# �%! "#+�.&�4 4.'#� 1
� �� � ����� �� ��	 
���� ��
���

9� - #'�.!'#( #�+4.#+ $ �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- &�' �4�! .'&!+3 !+��# �,# *#���+# !* (#�#+;- .'.'/ 4!%#+  !�'(� !' �,# &!�� !* �,# !3�.- �4 �!4��.!' !* �,# /."#' �� 3+! 4#- .'���'&# 12,.� .� � �'.>�# *#���+# !* �,.� �4/!+.�,- $ �,�� .� !� #+#(  0 '! !�,#+ &!-3#�.'/ ,#�+.��.& 1
� .�, �,# ,#43 !* �,.� *#���+# $ �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- &�' - �.'��.' �' #��.- ��# !*,!% *�+ �,#  #�� �!4��.!' .� *!�'( �! *�+ .� *+!- �,# !3�.-�- 1 2,.� .� "#+0 �("�'��/#!�� #&���# .� ,#43� #"�4���# �,# 3 #+*!+- �'&# !* �,# �4/!+.�,- 1 Z!+#!"#+ $ .* �,# 4!%#+  !�'(�'( �,# *!�'(  #�� �!4��.!' �+# '!� *�+ *+!- #�&, !�,#+ $ �, .� - �0 .'(.&��# �,�� �,#+# .�'! 3 !.'� .' &!'�.'�.'/ �,# �#�+&, 1 P!+ .'���'&# $ .* �,# &!�� "�4�#� ���./'#( �! �,# '!(#�

�U
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� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

α

γ γ = α · h(V )
cmin

α = β · minv∈V
s(v)
h(v)

α = β · maxv∈V
s(v)
h(v)

γ = β · s(V )
cmin

P./�+# � 1� X 2,# +#/.!' �!  # �&�''#(
�'( #(/#� !* �,# /+�3, �+# - #���+#( "�4�#� % .�, � 3+#&.�.!' !* �� $ �,#' �,#+# .� '! 3!.'�.' &!'�.'�.'/ �,# �#�+&, .* �,# /�3  #�%##' �,# 4!%#+  !�'( �'( �,# *!�'(  #�� �!4��.!'.� �'(#+ �� !* �,# 4!%#+  !�'( 1 2,.� %�0$ %# &�' +#(�&# �,# +�'�.- # !* �,# �4/!+.�,-% .�,!�� �'0 3+�&�.&�4 4!�� .' �,# >��4.�0 !* �,# *!�'( �!4��.!' 1:'*!+- �440$ �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- .� � 4# �! (#�#+- .'# �,# 4!%#+  !�'(�  #&���##"#+0 &�'(.(��# 3�+�.�.!' �,�� .� #"�4���#� .� !3�.- �4 *!+ �,# �� 3+! 4#- % .�, �!-#

α
$
β
$�'(

γ
"�4�#� 1 W#'&# $ #�&, #"�4���#( &�'(.(��# 3�+�.�.!' 0.#4(� �!- # .'*!+- ��.!' � !���,# &!��� !* &) ) 3�+�.�.!'� 1 2,.� .� *!+- �4.6#(  0 �,# *!44!% .'/ �,#!+#- 1

������� �� � �*�� !� + '�&'
P

$� &% !� '$" &) �!)*'$!% !� '� + � � � (!#)+" � $'� '� + � +$�� '�
α� β � &%�

γ � �+'
Q

#+ &%
 �!)*'$!% !� '� + � � � (!#)+" �$�+�� & �&('$'$!% '�&' �&'$�� +� '� +
#!*%�

RQ ≤ R0� � �� +%

HQ ≥ HP +
βSP + γCP − max(β, γ)R0

α

5� 1�8
� (!!�

�
� .'&#

P
.� !3�.- �4 % .�, +#�3 #&� �! �,# %#./,��

α
$
β
$ �'(

γ
$ .� *!44!% � �,��

αHP + βSP + γCP ≤ αHQ + βSQ + γCQ,

�'( ,#'&#
HQ ≥ HP +

βSP + γCP − βSQ − γCQ

α
.

5� 1T8
��
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� * &!�+�# $ �, .� .� �4�! � 4!%#+  !�'( !'
HQ

$  �� �,# +./,�;,�'( �.(# &�''!�  # &!-3��#( #&���#
SQ

�'(
CQ

�+# '!� ='!%' 1 W!%#"#+ $ �.'&#
Q

.� � "�4.( 3�+�.�.!' $ .� *!44!% � �,��
SQ + CQ = RQ ≤ R0

�'( �,#+#*!+#
βSQ + γCQ ≤ max(β, γ)SQ + max(β, γ)CQ = max(β, γ)RQ ≤ max(β, γ)R0

�� ��.���.'/ �,.� .'�! 5� 1T8 3+!"#� �,# �,#!+#- 1
�!�# �,�� �,# +./,�;,�'( �.(# !* 5� 1�8 &!'��.'� !'40 ='!%' '�- #+� 1 2,#+#*!+# $ �,#�4/!+.�,- &�' &!-3��# � 4!%#+  !�'(  ��#( !' #�&, #"�4���#( &�'(.(��# 3�+�.�.!' $ �'( ��#�,#  #�� !'# !* �,# 4!%#+  !�'(� (#�#+- .'#( �! *�+ 1 O'*!+��'��#40$ �,#+# .� '! /��+�'�##�,�� �,# 4!%#+  !�'( % .44 '!�  # *�+ !� �,# !3�.-�- 1 W!%#"#+ $ �� �,!%' .' <,�3�#+ � $�,# /�3  #�%##' �,# *!�'(  #�� 3�+�.�.!' �'( �,# 4!%#+  !�'( .� '!�  ./ *!+ 3+�&�.&�4 #'&,-�+=� 1

� �� ���
�����	���� 	�� �������	
 ���

��
� �� �� ��BHL� LDKIKCJD
: .-34#- #'�#( �,# 3!40'!- .�4;�.- # �4/!+.�,- *!+ �,# �� 3+! 4#- 59 4/!+.�,- � !' 3�/# �U8�'( �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- 59 4/!+.�,- � !' 3�/# ��8 ��.'/ �,# - .'.-�- &�� �4/!;+.�,- !* �!4( #+/ �'( 2�+, �' S�T $ ��V 1 : ,�( �! - !(.*0 �,# &!'��+�&�.!' .' �,# 3+!!* !*
2,#!+#- � 53�/# �T8 $ %,.&, .� �,#  ��.� !* 9 4/!+.�,- � $ �4./,�40  #&���# �,# ��#( - .'.-�-&�� �4/!+.�,- %!+=� !' (.+#&�#( /+�3,� 1� #'#+�440$ .' !+(#+ �! )'( �,# - .'.-�- &�� .' �' �'(.+#&�#( /+�3, ��.'/ �' �4/!+.�,-*!+ (.+#&�#( /+�3,� $	 #"#+0 �'(.+#&�#( #(/# ,�� �!  # +#34�&#( % .�, �%! (.+#&�#( #(/#�/!.'/ .' !33!�.�# (.+#&�.!'� 1 W!%#"#+ $ #(/#� (.+#&�#( �! �,# �!�+&# !+ *+!- �,# �.'= &�'  #+#- !"#( $  #&���# �,.� (!#� '!� &,�'/# �,# "�4�# !* �,# - �7.-�- 	!% $ �'( ,#'&# .� (! #�'!� &,�'/# �,# "�4�# !* �,# - .'.-�- &�� 1 :' !�+ &��# $ �, .� - #�'� �,�� �,# #(/#� .' �,#!+./.'�4 /+�3, �+# .'�+!(�&#( .' �%! &!3.#� .' �,# '#% /+�3, $ .' !33!�.�# (.+#&�.!'� $  �� .'�,# &��# !* �,# �((.�.!'�4 #(/#� 5. 1# 1$ #(/#� .'

Es

�'(
Eh

.' �,# �#+- .'!4!/0 !* 2,#!+#- �!' 3�/# �T8 $ !'40 !'# &!30 .� '##(#( $ (.+#&�#( �!
vh

$ !+ *+!-
vs

$ +#�3 #&�."#4012,# �4/!+.�,- � ,�"#  ##' .-34#- #'�#( .' < 1 2,# (#��.4#( �#��� �'( &!-3�+.�!'� % .�,!�,#+ �4/!+.�,- � �+# 3+#�#'�#( .' <,�3�#+ � 1 :' �,# +#�� !* �,.� �#&�.!' $ �%! ��3 #&�� !*�,# #-3.+.&�4 +#��4�� �+# 3+#�#'�#( %,.&, (! '!� �� #&� �,# !�,#+ ,#�+.��.&� X �,# �3 ##( !*�,# 3!40'!- .�4;�.- # �4/!+.�,- *!+ �,# �� 3+! 4#- 59 4/!+.�,- � !' 3�/# �U8 !' 3+�&�.&�43+! 4#- .'���'&#� �'( �,# �-!!�,'#�� !* �,# &!�� *�'&�.!'� 1
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� �� �� ��B LMCLD�L � CK� � H�JMCK�� �
� .'&# 9 4/!+.�,- � )'(� �,# !3�.- �4 �!4��.!' *!+ �,# �� 3+! 4#- $ : !'40 ,�( �! �#�� .���3 ##( !' 3+�&�.&�4 3+! 4#- .'���'&#� 5�'( '!� �,# &!�� !* �,# *!�'( �!4��.!' 8 1 Y#&�44 *+!-
�#&�.!' � 1� �,�� .� .� �'

O(n3)
�4/!+.�,- $  �� �,.� .� !'40 �' ��0-3�!�.& �33#+  !�'( !'.�� +�''.'/ �.- # 1P!+ �#��.'/ 9 4/!+.�,- � $ �#"#+�4 +�'(!- /+�3,� !* (.�#+#'� �.6# �'( % .�, +�'(!- &!���,�"#  ##' ��#( 1 :' !+(#+ �! +#(�&# �,# '�- #+ !* �#�� +�'� �'( �,# �-!�'� !* �#�� (����! 3+! &#�� $ : )7#( �,# +��.! !* #(/#� �'( "#+�.&#� .' �,# �#�� /+�3,� �! � $ %,.&, -#�'��,�� !' �"#+�/# $ #�&, "#+�#7 ,�� *!�+ '#./, !+� 1 � +#".!�� #73 #+.#'&# % .�, +#�4;%!+4( ���=/+�3,� S�V ,�� �,!%' �,�� �,.� �"#+�/# .� �03.&�4 1

n Y�''.'/ �.- # !* 9 4/!+.�,- � S�#&V
��� � 1�������� � 1� �UT
���� � 1�������� � 1���[���� � 1�U������� � 1�TU�
2� 4# � 1� X Y�''.'/ �.- # !* 9 4/!+.�,- �

2� 4# � 1� �,!% � -#���+#- #'� +#��4�� &!'&#+'.'/ �,# +�''.'/ �.- # !* 9 4/!+.�,- � !'/+�3,� !* (.� #+#'� �.6# 1 9 � &�'  # �##' $ �,# �4/!+.�,- .� #7�+#- #40 *��� X .� )'(� �,#!3�.-�- .' �,# &��# !* � /+�3, % .�, ����� "#+�.&#� �'( ����� #(/#� .' 4#�� �,�' � 1��#&!'(� 1 Z!+#!"#+ $ �,# 3+�&�.&�4 +�''.'/ �.- # !* �,# �4/!+.�,- �##- � �!  # +!�/,40 4.'#�+ 1
� �� �� 	� JJK�DLEE
9'!�,#+ >�#��.!' �,�� : �((+#��#( #-3.+.&�440 .� %,#�,#+ �,# �%!;(.- #'�.!'�4 �#�+&, �3;3+!�&, !* 9 4/!+.�,- � .� �(#>���# 1 Y#&�44 *+!- �#&�.!' � 1� �,�� �,.� �#�+&, �33+!�&, %!+=�%#44 .* �,# &!�� *�'&�.!'� ,�"# � �.- 34# �'( �- !!�, ��+�&��+# 1 Y#&�44 �4�! *+!- �#&�.!' � 1��,�� .� &�'  # 3+!"#' �,��

HP (α,β,γ)

.� - !'!�!'!��40 (#&+#��.'/ .'
α
$  �� �,�� �,# !�,#+&!', #&��+#( -!'!�!'.&.�0 +#��4�� (! '!� ,!4( 1

�' �,# !�,#+ ,�'( $ �,# #-3.+.&�4 +#��4�� ,�"# �,!%' �,�� �,# ��+�&��+# !* �,#�# *�'&�.!'�.� .'(##( �- !!�, �'( �.-34# $ �'( �,#0 �+# ?�4-!�� - !'!�!'!�� 1? 9 �03.&�4 #7�-34# &�'  #�##' .' P./�+# � 1� �,!% .'/ �,# ,�+(%�+# &!�� !* �,# !3�.- �4 3�+�.�.!' .' �,# �� 3+! 4#-*!+ (.� #+#'� "�4�#� !* �,# ,�+(%�+# %#./,�
α

�'( &!--�'.&��.!' %#./,�
γ

5�,# �!*�%�+#%#./,�
β

%�� )7#( �! ��� .' �,.� #7�-34#8 1�!�.&# �,��
HP (α,β,γ)

.� .'(##( -!'!�!'!��40 (#&+#��.'/ .'
α
$ ,��� �� 3+!"#' .' �#&;�.!' � 1� 1 :' &!'�+��� $ .� .� '!� -!'!�!'!�� .'

γ 1 W!%#"#+ $ .� .� �4-!�� - !'!�!'!�� .' �,#*!44!% .'/ �#'�# X *!+ �- �44 "�4�#� !*
α
$
HP (α,β,γ)

.� - !'!�!'!��40 .'&+#��.'/ .'
γ
$ %,#+#��

��
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P./�+# � 1� X W �+(%�+# &!�� !* �,# !3�.- �4 3�+�.�.!' .' �,# �� 3+! 4#- �� �,# *�'&�.!' !*�,# %#./,��
α

�'(
γ

*!+  ./ "�4�#� !*
α

.� .� -!'!�!'!��40 (#&+#��.'/ 1 9'!�,#+ .'�#+#��.'/ ! �#+"��.!' .� �,��*!+ �- �44 "�4�#� !*
γ
$
HP (α,β,γ)

&�'  # "#+0 3+#&.�#40 ��'#(  0 -!(.*0 .'/
α
$ %,#+#�� �,.�.� '!� 3 !��. 4# *!+ 4�+/# "�4�#� !*

γ 1 2,.� .� '!� ��+3+.�.'/ $ �.'&# *!+ 4�+/# "�4�#� !*
γ

�,#3+! 4#- .� (!- .'��#(  0 �,# #(/# &!��� $ �'( �,�� .� .� , ./,40 '!';4.'#�+ 1 :� .� ! ".!��40 �&!'�#>�#'&# !* �,.� *�&� $ �,�� �,#  #��
(α, γ)

3!.'� *!�'(  0 �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,-�03.&�440 ,�� � +#4��."#40 �- �44
γ

&!!+(.'��# 1:' �!- # �#�� &��#� : �4�! +�' � -!(.)#( "#+�.!' !* �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- .' %,.&,�,# �%!;(.- #'�.!'�4 �#�+&, �3�&# .� �#�+&,#( �'.*!+- 40 .' �- �44 ��#3� $ % .�,!�� ��/- #'�.'/
dα

�'(
dγ 1 2,# �#�� +#��4�� �,!%#( '! .-3+!"#- #'� .' �,# +#��4�� � ,!%#"#+ $ �,# �3 ##( !*�,# �4/!+.�,- %!+�#'#( �./'.)&�'�401 2,.� �4�! ,���.)#� �,# �#�+&, ��+��#/0 !* �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- 1

� �� ��������� ������ �
�����

2,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- #��#'�.�440 ,�� �%! -�.' &!-3!'#'�� X 5.8 �,# 3 !40'!- .�4;�.- # �4/!+.�,- *!+ �,# �� 3+! 4#- 59 4/!+.�,- � !' 3�/# �U8 .� ��#( �! /#'#+��# &�'(.(��#�!4��.!'� � �'( 5..8 �,#�# &�'(.(��#� �+# #"�4���#(  ��#( !' �,#.+ - #+.� &!'&#+'.'/ �,# ��3+! 4#- �! &,!!�# �,#  #�� 1 9&&!+(.'/40$ �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- &�'  # #7�#'(#( .'�%! -�.' %�0� X
•

�7�#'�.!'� �! �,# 3 !40'!- .�4;�.- # �4/!+.�,- *!+ �,# �� 3+! 4#- 59 4/!+.�,- � !'3�/# �U8 1 9 4/!+.�,- � &�' ,�'(4# �'0 '�- #+ !* &!�� - #�+.&� ���./'#( �! �!*�;%�+#�,�+(%�+# �.(# $ 3+!" .(#( �,#.+ %#./,�#( ��- �,!�4(  # - .'.- .6#( � *!+ #7�-34#
��
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#"#+0 "#+�#7
vi

-./,� ,�"# � �!*�%�+# #7#&��.!' �.- #
sti

$ � �!*�%�+# .- 34#- #'��;�.!' #�!+�
sei

$ � ,�+(%�+# #7#&��.!' �.- #
hti

$ � ,�+(%�+# &,.3 �+#�
hai

$ �'( #�&,#(/#
e

-./,�  # ���./'#( � &!--�'.&��.!' &!��
c(e) 1 :* !�+ �.- .� �! - .'.- .6#

αSTP + βSEP + γHTP + δHAP + εCP

% .�,
STP , SEP , HTP , HAP

(#)'#( .' �,#! ".!�� %�0$ �,#' � �.- .4�+ ��7 .4.�+0 /+�3, &�'  #  �.4� �� .' �,# &!'��+�&�.!' !*
2,#!+#- � 53�/# �T8 $  �� �,# '#% #(/# %#./,��

b(e)
�+# �� *!44!% � 1

b(e) =











εc(e),
.*

e ∈ E

γhti + δhai,
.*

e = (vi, vs) ∈ Es

αsti + βsei,
.*

e = (vi, vh) ∈ Eh

Q#--� � 53�/# �U8 +#- �.'� �+�# *!+ �,.� /+�3, $ ,#'&# �,.� #7�#'(#( 3+! 4#- &�' # �!4"#( �.- .4�+40 �� �,# !+./.'�4 �� 3+! 4#- 1 2,.� %�0$ �,# %,!4# ZPZ<; ��#(�4/!+.�,- &�'  # #��.40 #7�#'(#( �! .'&4�(# -!+# �,�' �,+## &!�� *�'&�.!'� 1
•

�7�#'�.!'� �! �,# #"�4���.!' !* �,# &�'(.(��# �!4��.!'� 1 P!+ .'���'&# $ �&,#(�4.'/ !*�,# '!(#� &�' �4�!  # .'&!+3!+��#( .' �,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- 1 2,# �� +!��.'# !*
9 4/!+.�,- � +#��+'� % .�, � 3!��. 4# �!4��.!' &�'(.(��# 1 �'# &�' ��# �'0 �&,#(�4.'/�4/!+.�,- �"�.4� 4# .' �,# 4.�#+���+# �! #"�4���# �,.� &�'(.(��# 1 2,# �&,#(�4.'/ �,!�4( # .'�#+�#( ,��� �*�#+ �,# &�44 �! 9 4/!+.�,- � .' 4.'# [ !* 9 4/!+.�,- � 1 � * &!�+�# $��&, �' #7�#'�.!' - �=#� �,# �4/!+.�,- -!+# &!-34.&��#( �'( �./'.)&�'�40 �4!%#+ 1
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2,.� &,�3�#+ �.- � �� &!-3�+.'/ �,# �,+## 3+#�#'�#( ,#�+.��.& �4/!+.�,- � X
• 2,# �9 $ 3+#�#'�#( .' <,�3�#+ �
• 2,# �Q;�03 # �4/!+.�,- $ 3+#�#'�#( .' <,�3�#+ [
• 2,# ZPZ<; ��#( �4/!+.�,- $ 3+#�#'�#( .' <,�3�#+ �

2,# -�.' /!�4 .� �! .'"#��./��# �'(#+ %,.&, &.+&�- ���'&#� %,.&, �4/!+.�,- %!+=�  #�� 1��&, �' �'(#+���'(.'/ !* �,# 3 #+*!+- �'&# &,�+�&�#+.��.&� .� !* &!�+�# ".��4 *!+ �,# 3+�&�.&�4�334.&� .4.�0 !* ,#�+.��.& �4/!+.�,- � 1 W!%#"#+ $ �,# W�<� 4.�#+���+# (! #� '!� &!'��.' �'�' .��#( $ �0��#- ��.& �+#��- #'� !* �,.� .-3!+��'� .���# 12,# &!-3�+.�!' .� 3 #+*!+- #( .' �%! ���/#� X )+�� �#&�.!' � 1� 3+!".(#� � -!+# �,#!+#�;.&�4 &!-3�+.�!'  ��#( !' �,# �'�40�.� !* �,# �4/!+.�,- � 1 �#&�.!' � 1� !' �,# !�,#+ ,�'(&!-34#- #'�� �,.� % .�, #-3.+.&�4 #73 #+.#'&# !' �,# 3+�&�.&�4 3 #+*!+- �'&# !* �,# �4/!+.�,- � 1
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� ����-.� .��.� � 4/��.�,- � ,��� �,� �������/� �� ��3��� � .! 4� ��� 4�� 1 :� �������� " ���;

��-.6�� �4/��.�,- � ,��� �,� �������/� �,�� �,�0 ��� !� � � ������ 4 � .- �� " ��� �,� ! ���
��� 4� ��� ! � ��=�� 1 2,.� #�0" .� � @ � .��� � .- � .� ���.4�! 4� " �,� ��� 4� �� �����- � 4/��.�,- �
��� !� .-3����� 1
� �� �������	
 ����	�����
:� �,.� ����.�� " �,� 3��3���� ,� �.�� .�� ��� ��-3���� !���� �� �-3.�.�� 4 �73 ��.���� /� .���
���- � �� .�/ �,�- �� � - ��� � ! ���,- ��= 3��! 4�- � 1
� �� �� ��L � LD��� IMNE
:� ����� �� ,��� � ��3��������.�� - .7 �� ! ���,- ��= 3��! 4�- � " :  ��� �,��� � .������ �� ���� X

• 2,� Z.
 ���, ! ���,- ��= � .�� S[�V
• 2,� �#� ���./�� �� � � �������, /�� 3
• Q��/� �����- /��3,�
2,� �,�������.�� .�� �� �,� ���� ����� ��� � -- ��.6�� .� 2�! 4� � 1� 1 n

���
m

������ �,�
� -!�� �� ����� ��� ��/�� " ���3 ��� .�� 40" .� �,� ��-- � .��� .�� /��3, 1 � $$ + ������� �,�4��/�, �� �,� �����.3� .�� �� �,� /��3, 1 2,.� .� ��������0 !��� �� �,� 3 �����- ���� �� ��
� 4/��.�,- .�  � � 440 ��� 4 ���� �� � � ��� .�� �� �,� 4��/�, �� �,� .�3 � 1 : ��4� 4���� �,� �.6�
��

2n+3m
!��� �� ���, ���� .� ���./��� �#� �� 4 ��� .�� ,���#��� ��� ����#��� ������ ���

���, ��/� .� ���./��� �,��� � -!���� �,� :� � �� .�� ���3 � .��� ��� .�� ��-- � .��� .�� ���� 1:� ,�� �� ! � ����� �,�� - ��� 3��� .� � �4/��.�,- � .� �,� 4.����� �� #��� ������ �� /��3,�
# .�, �� 40 ��- � ��6��� �� ���� .��� " 4.=� �,� % &%'( " )*+ &,% ,* " �� - ,. /0+ &* ! ���12��=� 1 21�
��7� 3�� ! ���12 ��=� 5045647+ " 89::; " &%< " 6*&0 " ��� &*; = ��� �>?�>3����@A @��?�� " ���
�1�A ��� �AB>��@ �� � ����� >�� ���>�@ B��!@�2 � C W�#���� " �1� �A���2 � �� ! � ���>?���
! ���2� 2��� ��� 2��� ��2B@�D " ��� �1������� E �@�� >��@ ��� ��2� ���@@A @��?� �����2
!���12��F� �� #�@@ " #1>�1 ��� �! ��� ����A G� �AB>��@ B��!@�2 �>H�� C ���� �@�� �1�� �1�
?��B1� ������B���>�? �� �1� ���@ ���>?�� ��� �B���� " > C� C" �1�A 1��� ��# ��?�� C I1� �������
>� �1� - ,. /0+ &* �D�2B@� # >�1

m/n = 2.73
" ��� �1� �B������ >� �1� &%< ! ���12��F # >�1

m/n = 1.39
C I1������� " �1� �����2 ?��B1� #��� �@�� ?�������� # >�1 �>2 >@��

m/n
���>�� C

E� ����� �� >@@ ������ �1� ���J��>� >�@ ��� �� �� �1� B���>�>��>�? B��!@�2 " P >? �� � C�
��B>��� �1� ��22 �>���>�� ?��B1 �� �1� 045647+ ! ���12��F C I1� B@�� #�� ������� # >�1
�1� � ��2��>� ?��B1J���# >�? ���@ K LM S��V C P�� �1� ��F� �� � >�>! >@>�A" �1� ���� ��@ �� ���
��� �1�#� C

E� �1� ���� �� � � �#� ���>?�� " �@@ ���� ��@ �� #��� ���>@�!@� C W�#���� " >� �1� ���� ��
�1� ! ���12 ��F� ���2 Z >
 ���1 ��@A � ����#��� >2 B@�2 �����>�� #�� ���>@�!@� "N �1 � �1�
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�
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�
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�
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� �2�
n m

� >H� � ����>B�>��
% &%'( �� �[ ��� ��J! >� �A�@>� ��� �����A �1��F C P��2�1� I�@���22 �>���>��� ����?��A ��

Z >
 ���1 C
)*+ &,% ,* �� �� �U� Y� �>�� �� >����� ��@ �� >��� ����>�>���>�� " #1>�1 ���  ��� �� ����� �� �>�?

��!@�� C P��2 �1� � ��#��F ����?��A ��
Z >
 ���1 C

- ,. /0+ &* �� �� ��� ��2B ��� �1������ B��1� >� � ?��B1 C
P��2 �1� � ��#��F ����?��A ��
Z >
 ���1 C

045647+ ��� ��� ��UU E2 �?� ��?2 �����>�� �@?��>�12 >� �
2��>��@ �BB@>���>�� C

89::; �� � [�� ��TT � @ ����>�? �@?��>�12 !���� �� � HHA
@�?>� C

&%< ��U [[T ���� Y�� ��AB��?��B1>� �@?��>�12 C
6*&0 [ �� ��� ���[ Z�Y� �>B1�� C
&*; [U� U�T ���[ Y�AJ����>�? �@?��>�12 ��� ��@ 2 � �>� J

�@>H��>�� C
&* 7-�6 � ���� ���� ���� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6( ���� ���� T��� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6' ���� ���� ����� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6� ���� ���� ���� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6� ���� ���� ����� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6< ���� [��� ����� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6� ���� ���� ����� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6� ���� [��� ����� Y����2 ?��B1 C
&* 7-�6� ���� ���� ����� Y����2 ?��B1 C

I�!@� � C� X � 22��A �� �1�  ��� !���12 ��F�

����#��� ����� �� @� ! � �����2 >���  �>�? B��3 @>�? " ! � �1� ��1�� ���� ��@ �� #��� ���
���>@�!@� C ��� �� �� ��� >� �1� ���� �� �1� �����2 ?��B1� " �� ���� ��@ �� #��� ���>@�!@� ��
�@@ C

I1������� " E 2 ���  �� �� �1� ��@@�# >�? 2 ��1���@�?A �� ?������� �1� 2 >��>�? ���� ��@ �� X
• � 1��� ����#��� ����� #��� ��� ���>@�!@� " �1�A #��� ?�������� ��  �>���2 �����2

� 2!��� ���2 �1� >������@ S� "���V C
• � 1��� 1���#��� ����� #��� ��� ���>@�!@� " �1�A #��� ?�������� �� �����2 � 2!���

���2 � ���2 �@ �>���>! �>�� # >�1 �DB ����� ��@ �
κ · si

��� �������� ���>��>��
λ ·κ · si

"
#1���

si

>� �1� ����#��� ���� �� �1� ?>��� ���� C I1�� >� " �1��� >� � �����@��>�� " ��

��



������ ���� ���� ���� �� ��� ��� 	 ������
�� ��� 
���������������� ���������

P >? �� � C� X I1� ��22 �>���>�� ?��B1 �� �1� 045647+ ! ���12��F

��3��� !A �1� ��@ � ��
λ
" ! ��#��� � ���� G� 1���#��� ��� ����#��� ����� C �� 1��

λ = 0
" �1��

hi = κsi

# >@@ 1�@� ��� ���1 ���� C 
 � #1��
λ
>� 1 >?1�� " �1�

hi

��@ �� ���
��� >��� ���2 �1� ���B ���>��

κsi

��@ �� " ��� �1 � �1� �����@��>�� !���2 �� @�#�� C= I1>�
������B���� �� �1� ���� �1�� 2��� ��2B@>����� ��2B������ ���� �� 1��� !��1 1>?1��
����#��� ��� 1>?1�� 1���#��� ����� C E ������ �#� �>������ ��@ �� ���

λ
X � C� �1>?1

�����@��>��= ��� � C� �@�# �����@��>�� = C I1� ��@ � ��
κ
��@A ������B���� �� �1� �1�>��

��  �>�� ��� ����#��� ��� 1���#��� ����� " ��� �1 � >� 1�� �� �@?��>�12 >� >2 B@>���>��� C

• � 1��� ��22 �>���>�� ����� #��� ��� ���>@�!@� " �1�A #��� ?�������� ��  �>���2 ���J
��2 � 2!��� ���2 �1� >������@ S� "

2 · µ · smax

V " #1���
smax

>� �1� 1>?1��� ����#���
���� C I1 � " ��22 �>���>�� ����� 1��� �� �DB����� ��@ � ��

µ · smax

" ���
µ

>� �1�
��J��@@�� ��22 �>���>��J��J��2B ���>�� ���>� ���Y = C E ������ �#� �>������ ��@ ��
���

µ
X � ���2B ���>��J>�����>�� ����= ��� �� ���22 �>���>��J>�����>�� ����= C

• P >��@@A" �1� @>2 >�
R0

��� !� ��!>����>@A ��3��� ��� ����A ! ���12 ��F C ���� �1��
R0 = 02���� �1�� �@@ ��2B������ 1��� �� ! � 2 �BB�� �� 1���#��� " #1�����

R0 =
∑

si2���� �1�� �@@ ��2B������ ��� !� 2�BB�� �� ����#��� C � @@ ����>! @� ��@ �� ��
R0

@>�
! ��#��� �1��� �#� �D���2 �� C E ������ �#� �AB �� �� ��@ �� ���

R0
X ��� ?�������� ��

�  �>���2 �����2 � 2!�� ���2 �1� >������@ S� " 1
2

∑

si

V ����>�� ���@J�>2 � �������>��=
��� ��� ��F�� �����2 @A ���2 S1

2

∑

si

" ∑

si

V �@���� ���@J�>2 � �������>��= C

��
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E� #� @� 2 �F� �1� ���� ��� @�� 2��� >����2 ��>�� >� �1� ��� @�� �� �1� 1� �>��>�� �� @� ! �
��2B���� �� �1� �B�>2 �@ ��@ �>�� �� �1� B��!@�2 � C W�#���� " �>��� �� >� ��

NP
J1���

B��!@�2 " >� >� ��� @>F�@A �1�� �1� �B�>2 2 �� @��?� B��!@�2 >�������� ��� !� �� �� # >�1>�
�������!@� �>2 � C

E  ��� �� �D��� �@?��>�12 !���� �� >���?�� @>���� B��?��22 >�? �EQ� = " #1>�1 #�� B��J
������ >� S�V " �� ��A �� ��@�� �� @���� �1� �2 �@@�� B��!@�2 � �B�>2 �@@AC � � �DB ����� " �1�
EQ� J!���� �@?��>�12 �� @� ��@�� �1� �1��� �2 �@@��� ! ���12 ��F B��!@�2 � � >�� � >�F@A" ���
>� � �� B@� �� 1� �� " >� �� @� ���� ��@�� ��2 � �� �1� !>??�� ���� �� #�@@ C E� �� @� ��� ��@��
�1� &*; B��!@�2 # >�1>� ��� ��A" ��� �@�� ��2 � ���3? ���>��� �� �1� 6*&0 B��!@�2 B����� ��
! � ��� 1��� �� ��@�� �B�>2 �@@A >� �1>� B ��>�� �� �>2 � C � � �� ��� " ���� �� �1� @��?� �����2
>�������� �� @� ! � ��@��� �B�>2 �@@A # >�1>� � ��A �� ��2B ���>�� �>2 � C

I� � 2  B X ��� �1� ! ���12��F�  B �� �1� &%< B��!@�2 " �1� ��� @�� �� �1� 1� �>��>�� ���
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