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Aufgaben

1 Kombinatorik

1.1 Elementare Kombinatorik

1.1.1. Was ist die Anzahl der Reihenfolgen von 2 weissen und 6 schwarzen Kugeln, wenn die
zwel weissen nicht nebeneinander stehen diirfen?

1.1.2. Was ist die Anzahl der Moglichkeiten, wie Konig Arthur und seine n — 1 Ritter
(insgesamt n Personen) an dem runden Tisch sitzen konnen? (2 Reihenfolgen werden nicht
unterschieden, falls jeder die gleichen Nachbarn hat.)

1.1.3. Es gibt zwei Schachteln. In Schachtel A sind alle Dominosteine genau einmal darin, die
an beiden Hélften eine Zahl zwischen 1 und 8 haben. In Schachtel B sind alle Dominosteine
genau einmal darin, die an beiden Halften eine Zahl zwischen 1 und 9 haben, aber die Dop-
pelsteine (z. B. (7,7)) sind nicht enthalten. In welcher Schachtel gibt es mehr Dominos? (Die
Dominos (2,1) und (1,2) sind gleich.)

1.1.4. Man wiirfelt 10-mal mit einem gewdhnlichen Spielwiirfel. Was ist die Anzahl der mdog-
lichen Ergebnisfolgen, falls mindestens einmal die 6 gewiirfelt werden muss?

1.1.5. Auf einem n x n-Schachbrett soll der Konig aus der linken unteren Ecke die rechte
obere Ecke erreichen, wobei er in jedem Schritt entweder ein Feld nach rechts oder ein Feld
nach oben gezogen werden kann. Was ist die Anzahl der verschiedenen mdoglichen Wegen?

1.1.6. Es gibt 2n Kinder, die alle unterschiedlichen Grossen haben. Wir miissen sie in 2 Reihen
stellen, so dass sie fotografiert werden koénnen. (Jedes Kind in der zweiten Reihe muss grosser
sein als das vor ihm stehende.) Was ist die Anzahl der verschiedenen Fotos?

1.1.7. Was ist die Anzahl solcher Kopf-Wappen Reihen der Linge n, die in beiden Richtungen
gelesen gleich sind? (Z. B.. WKKWWKKW)

1.1.8. Ein Club hat 25 Mitglieder. Wieviele Moglichkeiten hat man, einen Prasidenten und 2
Vizeprasidenten zu wahlen?

1.1.9. Beim Skat bekommt man 8 Karten aus 32. Was ist die Anzahl der Mdoglichkeiten, dass
man genau

a) 2 Asse

b) 2 rote Karten und einen Konig

bekommt?

1.1.10. Man finde eine geschlossene Form fiir die folgenden Ausdriicke:

2> (1)

k=0



1.1.11. Man zieht 4-mal nacheinander (ohne Zuriicklegen) aus einem Hut, in dem sich die
Zahlen 1,2,...,7 befinden. Was ist die Anzahl solcher Moglichkeiten, wo die gezogenen Zahlen
eine monotone Folge bilden? (Z. B. 1,4,5,6 oder 5,4,2,1)

1.1.12. Im Totospiel muss man 14 Tippe angeben. Was ist die Anzahl solcher Tippfolgen, die
in einer konkreten Woche genau 13 Treffer haben?

1.1.13. Beim Lottospiel in Wunderland z#&hlt als ein Treffer auch wenn die Zahl neben der
vom Spieler markierten Zahl gezogen wird. Joachim spielt mit folgenden Zahlen:

1,10,13,20,75
Wie viele Méglichkeiten hat man, aus 90 Zahlen 5 so auszuziehen, dass Joachim 5 Treffer hat?

1.1.14. Auf einem 8 x 8 Schachbrett méchten wir einen Turm von der linken unteren Ecke in
die rechte obere Ecke in 3 Schritten ziehen. Was ist die Anzahl der moglichen Wege?

1.2 Rekursionen

Bei diesen Aufgaben soll die Antwort immer als eine Funktion von n in expliziter Form ange-
geben werden.

1.2.1. Wieviele Moglichkeiten hat man, auf eine Treppe von n Stufen hochzulaufen, wenn
man in jedem Schritt entweder eine Stufe oder zwei Stufen hinterlegen kann?

1.2.2. Wieviele verschiedene Matchings hat eine “Leiter” von n Stufen? (Fiir eine Leiter,
siche Abbildung 1. Ein Matching ist eine n-elementige Menge der Strecken der Lénge 1, die
alle Kopplungspunkte abdeckt.)

Abbildung 1: Eine Leiter mit 6 Stufen

1.2.3. Man lése die folgenden Rekursionen:
a) ap = 2ap-1—2ap-92,a0 =1, a1 =2
b) ap = 20p-1 —ap-2, a0 =1, a3 = -1



1.2.4. Wieviele Moglichkeiten hat man, ein 2 X n-Schachbrett mit 1 X 2-Dominosteinen ab-
zudecken?



2 Graphentheorie

Bei diesen Aufgaben geht es immer — falls nicht anders angedeutet — um endliche, einfache
Graphen. Wenn jedoch auch Schlingen erlaubt sind, dann erhéhen sie die Gradzahl des jeweili-
gen Punktes um 2 (und nicht um 1). Unter der Lénge eines Weges versteht man die Anzahl der
enthaltenen Kanten (und nicht die Anzahl der enthaltenen Knotenpunkte). Isomorphe Gra-
phen werden nur dann als verschieden betrachtet, wenn die Aufgabe explizit aussagt, dass die
Knotenpunkte verschieden, z. B. numeriert sind. Die Anzahl der Knotenpunkte wird immer —
falls nicht anders angedeutet — mit n, die Anzahl der Kanten mit e bezeichnet.

2.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1.1. Wieviele nicht-isomorphe Bédume gibt es mit 7 Knotenpunkten?
2.1.2. Wieviele nicht-isomorphe Graphen gibt es, die 5 Knotenpunkte und 3 Kanten haben?

2.1.3. Wie kénnen jene Graphen, wo jeder Punkt
a) genau 2

b) hochstens 2

Nachbarn hat, charakterisiert werden?

2.1.4. Wie sehen solche Graphen aus, wo jede Kante hichstens in einem Kreis vorkommt?

2.1.5. Sei G, ein Graph, dessen Knotenpunkte den k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge entsprechen. Zwei Punkte sind mit einer Kante verbunden, falls die ent-
sprechenden Teilmengen disjunkt (fremd) sind.

Ist G52 isomorph mit dem Petersen-Graphen (siehe Abbildung 2)?

Abbildung 2: Der Petersen-Graph

2.1.6. Gebe alle nicht-isomorphen gerichteten Graphen an, die im ungerichteten Sinne Bdume
sind und 4 Punkte haben!



2.1.7. Im Graphen G sei e = n + k — 1. Beweise, dass es mindestens k Kreise in G gibt!
2.1.8. Wie konnen jene Graphen charakterisiert werden, wo beliebige 2 Kanten inzident sind?

2.1.9. Sei G ein d-reguldrer Graph mit 2n Punkten. Was ist das kleinste d, damit G sicherlich
zusammenhingend ist?

2.1.10. Beweise, dass es nicht méglich ist, dass weder G, noch sein Komplement G zusam-
menhéngend ist.

2.1.11. Sei G ein einfacher Graph. In G habe jeder Punkt mindestens & Nachbarn. Beweise:
a) es gibt einen Weg in G, der aus mindestens & Kanten besteht
b) fiir £ > 2 es gibt einen Kreis in G, der aus mindestens k£ + 1 Kanten besteht

2.1.12. Wie kdnnen solche Kanten in einem nicht unbedingt schlichten Graphen G charakte-
risiert werden, die

a) in keinem aufspannenden Baum von G

b) in jedem aufspannenden Baum von G

beinhaltet sind?

2.1.13. Sei d der maximale Grad in einem Baum B. Beweise, dass es in B mindestens d
Punkte mit Grad 1 gibt!

2.1.14. Im Graphen G hat jeder Knotenpunkt mindestens k& Nachbarn. Beweise, dass jeder
Baum mit k£ + 1 Punkten ein Teilgraph von G ist! (Genauer formuliert: zu einem beliebigen
Baum mit k£ + 1 Punkten gibt es einen Teilgraphen in G, der mit diesem Baum isomorph ist.)

2.1.15. Gibt es Graphen, wo die Knotenpunkte die folgenden Gradzahlen haben?
’]‘3 1’233’334’47577
0,1,1,2,3,3,4,6,8

a) 1
b) 0,1
c)1,1,1,2,2,2,3,3,3

d) 5,5,5,6,6,6,7,7,7

e) 1,3,4,4,5,5

2.1.16. Der Graph G sei ein gerichteter vollstdndiger Graph. Beweise, dass es einen Knoten-
punkt in G gibt, so dass alle anderen Punkte aus diesem Punkt iiber einen gerichteten Weg,
der aus hochstens 2 Kanten besteht, erreichbar sind!

2.1.17. Ein Graph ist isomorph mit seinem Komplement. Beweise, dass er zusammenhéngend
ist!

2.1.18. Zeige einen Graphen, der isomorph mit seinem Komplement ist, falls
a)n=>5

b)n==6

2.1.19. Sind die Graphen in Abbildung 3 isomorph?

2.1.20. Sind die Graphen in Abbildung 4 isomorph?
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Abbildung 3:

SRS

Abbildung 4:

2.1.21. Seien dy,...,d, gegebene positive ganze Zahlen, ihre Summe sei 2n — 2. Beweise,
dass es einen Baum mit diesen Gradzahlen gibt!

2.1.22. Was ist die maximale Anzahl von Kanten in einem solchen einfachen Graphen, wo es
unter beliebigen 3 Punkten hochstens eine Kante gibt?

2.1.23. Sei G ein einfacher Graph mit 6 Punkten. Beweise, dass entweder G oder G ein
Dreieck beinhaltet!

2.2 Bipartite Graphen und Matchings

2.2.1. Man beweise, dass die Kantenmenge eines r-reguléren bipartiten Graphen die Verei-
nigung von r disjunkten vollstdndigen Matchings ist!

2.2.2. Die Behauptung von Aufgabe 2.2.1. ist fiir nicht bipartite Graphen nicht giiltig:
zeige, dass die Kantenmenge des Petersen Graphen (siehe Abbildung 2 auf Seite 8) nicht die
Vereinigung von drei disjunkten vollstdndigen Matchings ist.

2.2.3. Sei r der maximale Grad in einem bipartiten Graphen G. Beweise, dass G mit neuen
Punkten und Kanten so ergénzt werden kann, dass er r-regulir wird, und noch immer bipartit
bleibt.

2.2.4. Sei r der maximale Grad in einem bipartiten Graphen G. Beweise, dass die Kanten-
menge von G die Vereinigung von hdchstens r disjunkten Matchings ist!
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2.2.5. Der Graph G hat zwei verschiedene vollstdndige Paarungen. Beweise, dass es in G
einen Kreis gibt! (2 Paarungen werden als verschieden betrachtet, falls sie sich in mindestens
einer Kante unterscheiden.)

2.2.6. Ist es moglich, dass ein Baum zwei verschiedene vollstdndige Paarungen hat?
2.2.7. Beweise, dass alle Kreise in einem bipartiten Graphen eine gerade Linge haben!

2.2.8. Es ist bekannt, dass solche Graphen, in dem alle Kreise eine gerade Lénge haben, sind
eben die bipartite Graphen. Wie sehen solche Graphen aus, die nur Kreise ungerader Léinge
beinhalten?

2.2.9. Der Graph G besitzt folgende Eigenschaft: wenn man einen beliebigen Knotenpunkt
(und damit auch die Kanten, die aus ihm laufen) aus G entfernt, dann hat der zuriickbleibende
Graph ein vollstdndiges Matching. Beweise, dass es in G keine Briicke gibt.

2.2.10. Sei der Graph G zusammenhéngend und bipartit. In beiden Klassen von G befinden
sich n Punkte. In einer der Klassen haben alle Punkte verschiedene Gradzahlen. Beweise, dass
es in G ein vollstdndiges Matching gibt!

2.2.11. Das Kantennetz des 3-dimensionalen Wiirfels ist ein Graph mit 8 Knotenpunkten und
12 Kanten. Wieviele verschiedene Paarungen hat dieser Graph, wenn die Kanten numeriert
sind? (2 Paarungen werden als verschieden betrachtet, falls sie sich in mindestens einer Kante
unterscheiden.)

2.2.12. Sei G ein schlichter, bipartiter Graph mit einem maximalen Grad von k. Beweise,
dass es ein (nicht unbedingt vollstdndiges) Matching in G gibt, das alle Punkte mit Gradzahl
k abdeckt!

2.2.13. An einem Tischtennisturnier nehmen 2n + 1 Spieler teil. Wahrend des Turniers muss
jeder Spieler mit allen anderen genau einmal spielen. Die Spiele finden in Runden statt; die
Spiele einer Runde werden gleichzeitig gespielt.

a) Beweise, dass mindestens 2n + 1 Runden stattfinden miissen!

b) Beweise, dass das Turnier in 2n + 1 Runden durchgefiihrt werden kann!

2.2.14. Sei @ ein bipartiter Graph mit k¥ Knotenpunkten in Klasse A und 2k Knotenpunkten
in Klasse B. Wie kann man mit einem Algorithmus einen solchen Teilgraphen in G finden,
der die Knotenpunkte in A zweimal und die Knotenpunkte in B einmal abdeckt?

2.2.15. Bestehe G aus k punktdisjunkten Kreisen. Wir mdchten m Kanten einziehen so,
dass G eine vollstdndige Paarung hat. Wann ist es moglich? Falls es mdoglich ist, was ist das
Minimum von m?

2.2.16. Suche eine maximale Paarung in dem Graphen in Abbildung 5!
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Abbildung 5:
2.3 Die vier griechischen Buchstaben: o, 7,7, o

2.3.1. Bestimme den Wert der 4 griechischen Buchstaben fiir den Petersen-Graphen (siehe
Abbildung 2 auf Seite 8)!

2.3.2. Der Graph G hat 8 Knotenpunkte, die mit 1,2,...,8 numeriert sind. Zwei Knoten-
punkte sind mit einer Kante verbunden, falls die Differenz ihrer Zahlen 1, 2, 6 oder 7 ist.
Bestimme fiir G den Wert der vier griechischen Buchstaben!

2.3.3. Sei H die Menge aller Graphen, wo e = n gilt. Bestimme
a) min{7(G) : G € H}
b) min{p(G) : G € H}

2.3.4. Bestimme die vier griechischen Buchstaben fiir den Graphen in Abbildung 6!

W—J

2n-1 Punkte

Abbildung 6:
2.3.5. Der maximale Grad im Graphen G sei d. Beweise, dass d -7 > e gilt!

2.3.6. Man zerlegt die Ebene mit 4 Geraden auf 11 Lénder. Bestimme den Wert der vier
griechischen Buchstaben in dem dualen Graphen!

(Der duale Graph sieht folgenderweise aus: seine Knotenpunkte sind die Lander, und zwei Kno-
tenpunkte sind genau dann mit einer Kante verbunden, falls die zugehorigen Léander entlang
einer Strecke benachbart sind.)

2.3.7. Was ist das Maximum von 7 in einem einfachen Graphen? Zeige ein Beispiel, wo dieses
Maximum erreicht wird!

12



2.4 BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

2.4.1. Man iiberpriife mit Hilfe des DFS-Algorithmus, ob der Graph in Abbildung 7 einen
gerichteten Kreis beinhaltet. Falls ja, gebe einen gerichteten Kreis, falls nein, eine topologische
Ordnung an!

Abbildung 7:

2.4.2. Erweitere die Breitsuche zu einem Algorithmus, mit dem man iiberpriifen kann, ob ein
Graph bipartit ist!

2.4.3. Erweitere die Breitsuche zu einem Algorithmus, mit dem man ein Matching in einem
bipartiten Graphen suchen kann.

2.4.4. Gegeben ist der Graph in Abbildung 8. Berechne die Entfernungen der einzelnen Punk-
te vom Punkt S mit dem Algorithmus von Dijkstral

Abbildung 8:

2.4.5. Gegeben ist der Graph in Abbildung 9. Berechne die Entfernungen der Knotenpunkte
vom Punkt A mit dem Algorithmus von Dijkstra!

2.4.6. Wie lange dauert der Prozess, der auf dem PERT-Diagramm von Abbildung 10 ge-
schildert ist? Gebe die Dauer als eine Funktion von z an! (z € RZ%) Bestimme ausserdem die
kritischen Tétigkeiten!

2.4.7. Gegeben ist der Graph in Abbildung 11.

a) Berechne die Entfernungen der einzelnen Punkte vom Punkt 1 mit dem Algorithmus von
Ford!

b) Berechne die Entfernungen aller Punktpaare mit dem Algorithmus von Floyd!

13



Abbildung 10:

2.4.8. Bestimme die Dauer der Aufgabe in Abbildung 12, und gebe die kritischen Tatigkeiten
abhéngig von x an!

2.5 Netzwerke und Fliisse

2.5.1. Man gebe den maximalen Fluss und eine minimale Schnittmenge im Netzwerk von
Abbildung 13 als eine Funktion von z an. (z ist eine nicht-negative reelle Zahl.)

2.5.2. Man gebe die minimale Schnittmenge im Netzwerk von Abbildung 14 als eine Funktion

Abbildung 11:

14



Abbildung 12:

6

5

Abbildung 13:

von z und y an. (z und y sind nicht-negative reelle Zahlen.)

5 7

Abbildung 14:

2.5.3. Die Punkte von G seien die 0 — 1 Folgen der Linge n. Seien a,b € V(G). Von a nach b
fihrt eine Kante mit Kapazitét ¢, falls man b aus a so bekommt, dass man die 0 an der i-ten
Stelle in a auf 1 stellt. Sei s = (0...0), ¢ =(1...1) und f, der maximale Fluss.

a) Wieviel ist f3?

b) Beweise, dass f, < 2" !
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2.5.4. Beweise den Satz von Konig-Hall-Frobenius mit Hilfe des Satzes von Ford-Fulkerson
(mit dem Hilfssatz fiir ganzzahlige Kapazititen).

2.5.5. Sind die folgenden Behauptungen wahr?

a) Wenn alle Kantenkapazitéten in einem Netzwerk gerade sind, dann g¢ibt es einen maximalen
Fluss, bei dem {iber jede Kante eine gerade Zahl transportiert wird.

b) Wenn alle Kantenkapazitéten in einem Netzwerk gerade sind, dann wird in jedern maxima-
len Fluss iiber jede Kante eine gerade Zahl transportiert.

c) Wenn alle Kantenkapazititen in einem Netzwerk ungerade sind, dann g¢ibt es einen maxi-
malen Fluss, bei dem iiber jede Kante eine ungerade Zahl transportiert wird.

d) Wenn alle Kantenkapazitaten in einem Netzwerk ungerade sind, dann wird in jedern maxi-
malen Fluss iiber jede Kante eine ungerade Zahl transportiert.

2.5.6. Bestimme den Wert des maximalen Flusses und die minimale Schnittmenge im Netz-
werk in Abbildung 15 abhéngig von z und y (z und y sind nicht-negative reelle Zahlen)!

Abbildung 15:

2.6 k-facher Zusammenhang

2.6.1. Beweise, dass ein 3-reguldrer Graph genau dann k-fach zusammenhingend ist, wenn
er k-fach kantenzusammenhéngend ist!

2.6.2. G sei ein k-fach kantenzusammenhingender Graph mit n Knotenpunkten. Beweise,
dass G mindestens %" Kanten hat!

2.6.3. G sei ein Graph mit n Knotenpunkten, & < n. Fiir jeden Knotenpunkt z gilt, dass
d(z) > (n+ k — 2)/2. Beweise, dass G k-fach zusammenhéngend ist!

2.6.4. Ist die folgende Behauptung wahr:

Falls es fiir beliebige 3 Punkte einen Kreis gibt, welcher die 3 Punkte enthélt, dann ist der
Graph 3-fach zusammmenhéngend.

(Falls ja, zeige ein Beweis, falls nein, gebe ein Gegenbeispiel an!)

2.6.5.
Behauptung 1.: G ist zweifach kantenzusammenhingend
Behauptung 2.: In G kommen in jeder Schnittmenge gerade Anzahl von Kanten vor

16



a) Folgt aus Behauptung 1 Behauptung 27
b) Folgt aus Behauptung 2 Behauptung 1?7

2.7 Eulersche und Hamiltonsche Kreise und Wege

2.7.1. Kann man alle Felder eines 4x4-Schachbrettes mit nacheinanderfolgenden Pferdespriin-
gen besuchen?

2.7.2. @ sei ein ungerichteter, zusammenhéingender Graph. Beweise, dass es in G eine ge-
schlossene Kantenfolge gibt, die jede Kante genau einmal in die eine und einmal in die andere
Richtung benutzt.

2.7.3. Im Graphen von Abbildung 16 sei a die Anzahl der Knotenpunkte in einer Zeile, b die
Anzahl der Knotenpunkte in einer Spalte, a > 1, b > 1. Wie miissen a und b gewihlt werden,
so dass der Graph

a) einen Eulerschen Kreis

b) einen Eulerschen Weg

c) einen Hamiltonschen Kreis

d) einen Hamiltonschen Weg

beinhaltet?

a

Abbildung 16:

2.7.4. Man betrachte

a) G 3 (Siehe die Definition von Gy, 1 in Aufgabe 2.1.5.)
b) G163

Enthalten diese Graphen einen Hamiltonschen Kreis?

2.7.5. K sei ein Kreis im zusammenhéngenden Graphen G mit der folgenden Eigenschaft:
wenn man eine Kante aus K entfernt, so bekommt man einen langsten Weg von G. Beweise,
dass K ein Hamiltonscher Kreis ist.

2.7.6. L, sei der Graph, den man bekommt, wenn man eine Kante aus K,, entfernt. Wieviele
Hamiltonsche Kreise gibt es in L, falls die Punkte numeriert sind?

2.7.7. Gibt es einen solchen Graphen, der einen Fulerschen Kreis enthélt und die Anzahl der
Knotenpunkte ist gerade, die Anzahl der Kanten ist ungerade?
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2.7.8. Sind die folgenden Behauptungen fiir jedes n > 4 wahr?

a) Es gibt einen Graphen G mit n Knotenpunkten, so dass sowohl G als auch G einen Hamil-
tonschen Kreis enthélt.

b) Es gibt einen Graphen G mit n Knotenpunkten, so dass weder G noch G einen Hamilton-
schen Kreis enthilt.

2.7.9. Enthilt der Graph in Abbildung 17 einen Hamiltonschen Kreis?

Abbildung 17:

2.8 Farbungen

2.8.1. Bestimme die chromatische Zahl fiir den folgenden Graphen:
V(G) = {v1,...,v106}; vi und v; sind mit einer Kante verbunden, falls |i — j| < 7.

2.8.2. M, sei ein Graph, den man erhilt, wenn man einen Hamiltonschen Kreis aus K,
wegldsst. Bestimme die chromatische Zahl fiir

a) Mgk

b) Maj 41

2.8.3. In G kommt jede Kante hochstens in einem Kreis vor. Beweise, dass x(G) < 3 gilt!

2.8.4.

a) Beweise, dass die Kanten eines r-reguléren paarschen Graphen mit r Farben farbbar sind!
b) Beweise, dass die Kanten eines paarschen Graphen mit d Farben farbbar sind, wo d die
maximale Gradzahl ist!

2.8.5. Beweise, dass das Komplement eines Kreises mit ungerader Lange kein perfekter Graph
sein kann, falls n > 5 ist!

2.8.6. P sei der Petersen-Graph. Wieviel ist x(P) und x.(P)?

2.8.7. Sei x(G) = 3. Weiterhin hat G die folgende Eigenschaft: x(G — e) < 3 fiir beliebige
Kante e € E(G). Gebe alle solche Graphen an!

2.8.8. Sei x(G) = k. Beweise, dass die Kanten von G so gerichtet werden konnen, dass der
langste gerichtete Weg hochstens k — 1 lang wird!
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2.8.9. Bestimme x in den Graphen die in Abbildung 18 dargestellt sind!

O

Abbildung 18:
2.8.10. Wir wissen, dass Bdume mit 2 Farben farbbar sind. Beweise, dass unter den Bdumen

nur die Sterne die Eigenschaft haben, dass sie nicht mehr 2-firbbar bleiben, wenn man 2
beliebige Punkte, die bisher nicht adjazent waren, mit einer Kante verbindet!

2.9 Planaritit

2.9.1. Sind die Graphen in Abbildung 19 planar? Falls ja, zeichne sie kreuzungsfrei mit ge-
raden Linien und gebe ihren Dualen an! Ist der Graph nicht planar, so beweise es!

& R pax

Abbildung 19:

2.9.2. Sind die zwei Graphen in Abbildung 20 isomorph bzw. schwach isomorph?

2.9.3. @ sei ein planarer Graph mit einer minimalen Gradzahl von 5.
a) Wieviele Punkte muss G mindestens haben?
b) Zeige ein Beispiel mit dieser Punktzahl.

2.9.4.
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Abbildung 20:

a) Ist G2 planar? (Siehe die Definition von Gy, ;, in Aufgabe 2.1.5.)
b) Fiir welches k ist Gy 1 planar?

2.9.5. Man zerlegt die Ebene mit Geraden auf Linder.
a) Beweise, dass diese Landeskarte mit 2 Farben firbbar ist!
b) Bleibt die Behauptung wahr, wenn man ausser Geraden auch Kreise benutzt?

2.9.6. Zeige eine Landeskarte, die nicht mit 5 Farben farbbar ist, falls man auch solche Lénder
als Nachbarn betrachtet, die nur einen gemeinsamen Punkt haben!

2.9.7. Ist der Graph in Abbildung 21 planar?

Abbildung 21:
2.9.8. Gibt es einen einfachen Graphen, der sechsfach zusammenhéngend und planar ist?

2.9.9. Lassen wir eine beliebige Kante von dem Petersen Graphen weg. Ist der iibriggebliebene
Graph planar?

2.9.10. Beweise, dass in einem planaren Graphen o > 7. Gebe ein Beispiel, wo o = %.
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3 Zahlentheorie

3.1 Teilbarkeit

In diesem Kapitel geht es immer — falls nicht anders angedeutet — um positive ganze Zahlen.

3.1.1. Beweise fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b und &:
a)a—b|a —bF

b) a+b | a2k+1 +b2k+1

c) Zeige ein Beispiel, wo a + b | a* + b nicht erfiillt wird.

3.1.2. Welche ist die kleinste Zahl, die mit 3 nicht teilbar ist und 15 Teiler hat?
3.1.3. Beweise, dass
nd 4+ 2n
nt*+3n2+1
sich fiir keine ganze Zahl n vereinfachen lasst!

3.1.4. Beweise: 237 — 1| 219% — 1,

3.1.5. Bestimme alle moglichen Paare von Zahlen, die als grossten gemeinsamen Teiler 9 und
als kleinstes gemeinsames Vielfaches 1998 haben!

3.1.6. Mit welcher Ziffer endet 23157

3.1.7. Klaus wurde im Jahre 1998 37 Jahre alt. In wievielen Jahren wird seine Alter wieder
ein Teiler des Jahres sein?

3.1.8. Fiir welche Werte von n ist 3" + 1 mit 8 teilbar?

3.1.9. Beweise fiir jedes n: 7 | 32n+1 4 27 +2

3.2 Kongruenzen

3.2.1. Was sind die letzten zwei Ziffern von
a) 19977
b) 576777
3.2.2. Lose die folgende Kongruenz:
2z=9 (mod 21)

3.2.3. Lose die folgenden Kongruenzsysteme!
a)
Sr = 3 (mod 7)
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4z = 1 (mod 3)

6r = 4 (mod 11)
b = 2 (mod 6)

3.2.4. Lose die folgende Kongruenz:

£1999 | 41008 4 11997 1 _ (mod 5)

3.2.5. Sei p eine Primzahl, n eine positive ganze Zahl. Man nehme an, dass p | 10n — 1.
Beweise, dass
10?2 =n (mod p)

3.2.6. m sei eine zusammengesetzte Zahl (m > 4). Beweise:

(m—-1)!=0 (modm)

3.2.7. Leite den “kleinen” Satz von Fermat ohne den Euler-Fermatschen Satz her.

3.3 Zahlentheoretische Algorithmen

3.3.1. Bestimme mit dem euklidischen Algorithmus
a) (1275, 442)
b) (22% — 22 + x + 1,22% — 5z — 3)

3.3.2. Beweise, dass der euklidische Algorithmus nicht mehr in Polinomzeit arbeiten wiirde,
falls man statt Divisionen Subtraktionen verwenden wiirde.

3.3.3. p und g seien verschiedene Primzahlen. Man beweise, dass es zwei ganze Zahlen k£ und
n mit folgender Eigenschaft gibt: gibt man einem Drachen mit p Képfen k Apfel pro Kopf und
einem Drachen mit ¢ Képfen n Apfel pro Kopf, dann bekommt der eine Drache genau einen
Apfel mehr als der andere.

3.3.4. In einem Spiel-RSA sei p = 7,q = 11. Sei e der kleinstmdgliche 6ffentliche Schliissel.
Kodiere die Nachricht x = 2 und dekodiere das Ergebnis!

3.3.5. {i})
a) Sei n =pj - ... pg, wobei die p;-s verschiedene Primzahlen sind. Beweise: O

Ve : 2™t =z (mod n)

(Bemerkung: fiir den Spezialfall k¥ = 2 sagt dieser Satz eben aus, dass der RSA Algorithmus
korrekt ist.)
b) Zeige, dass diese Kongruenz nicht unbedingt erfiillt wird, falls einige p;-s gleich sein diirfen.
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3.3.6. Man zeige mit Hilfe des Fermat-Tests mit einer Gewissheit von mindestens 90%, dass
17 eine Primzahl ist! (Wir wissen, dass es keine Carmichaelsche Zahl ist.)

3.3.7. Die Carmichaelschen Zahlen haben die Form n = p;-...-px, wobei die p;-s verschiedene
Primzahlen sind und p; — 1 | n — 1 fiir jedes 7. (Z. B. 561 = 3 - 11 - 17 ist eine solche Zahl.)
Beweise, dass der Fermat-Test solche Zahlen fast immer (d. h. bei jeder solchen Testzahl, die
zu n teilerfremd ist) als Primzahlen identifizert.

3.3.8. Zeige mit Hilfe des Miller-Rabin-Tests, dass 561 keine Primzahl ist!

3.4 Weitere Aufgaben

3.4.1. Welchen Rest kann das Quadrat einer natiirlichen Zahl
a) modulo 3
a) modulo 4

a) modulo 5
haben?

1
3.4.2. Schreibe 3 im Zweiersystem auf]!

3.4.3. Fiir welche Zahlen n gilt: d(2n) = 3d(n)?
3.4.4. Beweise, dass 2" + 1 nur dann eine Primzahl sein kann, falls n eine Potenz von 2 ist.
3.4.5. Zeige, dass nicht jede Zahl, die die Form 22° 11 hat, eine Primzahl ist.

3.4.6. ab = n?, (a,b) = 1. Beweise, dass a und b selber Quadraten von natiirlichen Zahlen
sind.

3.4.7. Beweise: die positiven ganze Zahlen z,y, z sind genau dann Lisungen der Gleichung
22 +y? = 22, wenn z = d(n? + m?) und z = 2dnm, y = d(n? — m?) oder z = d(n? — m?),

y = 2dnm, wobei (n,m) =1, n>m, 2{n —m.

3.4.8. Die positiven ganze Zahlen z, v, z seien Losungen der Gleichung 22 +y? = 22. Beweise:
60 | zyz.
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4 Algebra

4.1 Elementare Gruppentheorie

4.1.1. @ und b sind zwei Elemente der Gruppe G. Gegeben ihre Inverse ¢~ und b~', wie kann
das Invers von ab berechnet werden?

4.1.2. Trifft es fiir beliebige Elemente a,b,z,y einer Gruppe zu, dass aus abxr = aby auch
z =y folgt?

4.1.3. Trifft es fiir beliebige Elemente ¢, x, y einer Gruppe zu, dass aus zc = cy auch x =y
folgt?

4.1.4. Formen die folgenden Operationen iiber die gegebenen Mengen eine Halbgruppe oder
Gruppe? Was sind die neutralen Elemente der (Halb)Gruppen? Sind die (Halb)Gruppen kom-
mutativ?

a) z * y ist das Skalarprodukt, z,y € R", n > 1

b)zxy:=z+y+1, z,yecl

c)xxy:=lr+y|, z,yeZ

d) z+xy:=ay/(z+y+1), z,ye R

4.1.5. Beweise fiir beliebige Elemente a, b einer kommutativen Gruppe, dass o(ab) ein Teiler
vom kleinsten gemeinsamen Mehrfachen von o(a) und o(b) ist!

4.1.6. Man beweise, dass es in jeder endlichen Gruppe mit mindestens zwei Elementen ein
Element a gibt, die die Eigenschaft besitzt, dass o(a) eine Primzahl ist.

4.1.7. z und y seien Elemente einer Gruppe mit folgenden Eigenschaften: 22 = e,y = 2~ 'y3z.

Beweise: 48 = e.

4.1.8. Beweise folgende Behauptung: wenn fiir jedes Element g in einer Gruppe G gilt, dass
o(g) = 2, dann ist G kommutativ.

4.1.9. Gibt es eine solche Gruppe, die fiir jede natiirliche Zahl k ein Element mit Ordnung k
beinhaltet?

4.1.10. G ist eine Gruppe. Beweise:

Vz € G oz) =o(z™!)

4.2 Untergruppen, Nebenklassen, Normalteiler

4.2.1. H sei eine Untergruppe von G, g ein beliebiges Element in G. Beweise, dass H* =
{9 'hg | h € H} auch eine Untergruppe ist. Ist es wahr, dass H* genau dann Normalteiler
ist, wenn H Normalteiler ist?
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4.2.2. Man beweise, dass jede Untergruppe mit Index 2 ein Normalteiler ist.
4.2.3. Man beweise, dass alle Untergruppen einer kommutativen Gruppe Normalteiler sind.

4.2.4. (G sei eine Gruppe mit 32 Elementen, x ein beliebiges Element in G mit der Eigenschaft,
dass 8 # e. Beweise, dass die von z generierte Untergruppe ein Normalteiler von G ist.

4.2.5. G sei eine Gruppe, Z = {g € G | gh = hg Yh € G}. Man beweise, dass Z eine
Untergruppe von G ist. Ist Z auch Normalteiler von G?7

4.2.6. G sei die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen ausser 0. H = {—1;1}. Man beweise,
dass H Untergruppe, sogar Normalteiler von G ist. Was sind die Nebenklassen von H?

4.2.7. @G sei die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen ausser 0. H sei die multiplikative
Gruppe der positiven reellen Zahlen. Beweisse, dass H eine Untergruppe von G ist! Ist H auch
Normalteiler in G? Was sind die Nebenklassen von H?

4.2.8. Man beweise folgende Behauptung: wenn eine endliche Gruppe G mit mindestens 2
Elementen keine echte Untergruppe hat, dann ist G = C), fiir eine geeignete Primzahl p.

4.2.9. G sei eine Gruppe, H eine endliche, nicht leere, beziiglich die Operation von G ge-
schlossene Teilmenge von G.

a) Beweise, dass H eine Untergruppe von G ist.

b) Zeige, dass die Endlichkeit von H wirklich notig ist, d. h. gebe ein Beispiel, wo H nicht
endlich und auch keine Untergruppe ist.

4.2.10. Beweise, dass jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ist!

4.2.11. Wieviele verschiedene (d. h. nicht isomorphe) Untergruppen hat C147

4.3 Homomorphismen, Ringe, Korper

4.3.1. G = Ch2, f(z) = 23. Beweise, dass f homomorph ist! Was ist Kerf bzw. G/Kerf?

4.3.2. Die Abbildung f bildet jedes Element einer Gruppe in sein Invers ab. Beweise, dass
diese Abbildung genau dann homomorph ist, wenn die Gruppe kommutativ ist.

4.3.3. Sind die folgenden Abbildungen homomorph bzw. isomorph?
a) p: R[z] > R, ¢(p(z)) =p(a) (aist eine gegebene reelle Zahl.)
b) ¢ : R[z] = R[z], ¢(p(z)) = p(3z + 2)

4.3.4. Man betrachte jene Briiche, deren Nenner — nachdem man alle mdoglichen Vereinfa-
chungen vorgenommen hat — mit weder 2 noch 5 teilbar ist. Bilden sie einen Ring bzw. einen
Koérper mit der iiblichen Addition und Multiplikation?

4.3.5. Bilden die reellen Funktionen mit einem Verédnderlichen einen Ring bzw. einen Kérper,
falls die Addition die Ubliche und die Multiplikation das Zusammensetzen von Funktionen
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ist?
4.3.6. Welche Elemente im Ring der Restklassen modulo 12 haben ein multiplikatives Invers?

4.3.7. z und y seien linksseitige Nullteiler in einem Ring. Beweise, dass zy (falls ungleich 0)
auch ein linksseitiger Nullteiler ist,  + y aber nicht unbedingt.

4.3.8. Was fiir algebraische Strukturen sind die Folgenden?
a) R? mit den Operationen @ und ®, die wie folgt definiert sind:

(a,b) ® (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) ® (¢,d) = (ac— bd,bc+ ad)

b) Die reellen Zahlenfolgen; Addition und Multiplikation erfolgen gliedweise.
c) Die 0-1-Folgen der Lange n (n ist gegeben); mit XOR als Addition und AND als Multipli-
kation.

26



Hinweise

Aufgabe 1.1.10. ¢): Man addiere die Formeln vom Punkt a) und b).
Aufgabe 2.1.11.: Betrachte den langsten Weg des Graphen.
Aufgabe 2.1.14.: Versuche die Aufgabe mit vollsténdiger Induktion zu l6sen!

Aufgabe 2.1.21.: Man soll den Priifer-Code des Bdumes mit Hilfe von dy,ds, ..., d, erstellen.
n

(Bemerkung: es ist klar, dass die Bedingung ) d; = 2n — 2 notwendig ist, da ein Baum mit
i=1

n Knotenpunkten n — 1 Kanten hat, und die Summe aller Gradzahlen das Zweifache davon

sein muss. Diese Aufgabe sagt aus, dass diese Bedingung auch hinreichend ist.)

Aufgabe 2.2.1.: Finde zuerst nur eine vollstdndige Paarung in dem Graphen.

Aufgabe 2.2.3.: Suche einen r-reguldren Graphen, der zu den originalen Graphen so addiert
werden kann, dass in dem originalen Graphen die Anzahl der fehlenden Kanten verringert
wird.

Aufgabe 2.2.14.: Modifiziere den Graphen, so dass man im modifizierten Graphen mit dem
gelernten Algorithmus vorgehen kann!

Aufgabe 3.3.5.: Da z und n nicht unbedingt teilerfremd sind, kann man den Euler-Fermatschen
Satz nicht benutzen. Stattdessen soll man fiir alle p;-s den kleinen Satz von Fermat verwenden.

Aufgabe 3.4.5.: Man soll beweisen, dass 641 | 232 + 1.

Aufgabe 3.4.6.: Man betrachte indirekt das kleinste Gegenbeispiel und konstruiere daraus ein
kleineres Gegenbeispiel.

Aufgabe 3.4.7.: Man betrachte eine primitive Losung der Gleichung. (Eine Losung ist primitiv,
wenn z, y und z teilerfremd sind.) z und y konnen weder beide gerade noch beide ungerade
sein. Wenn z. B. y gerade ist, dann gilt:

(g ) 2 z+T z—x
2 2 2
und Aufgabe 3.4.6. kann verwendet werden.

Aufgabe 3.4.8.: Man benutze Aufgabe 3.4.7. und 3.4.1..
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Losungen

1 Kombinatorik

1.1 Elementare Kombinatorik

1.1.1. Die Anzahl der guten Reihenfolgen ist die Anzahl aller Reihenfolgen minus die Anzahl
der schlechten Reihenfolgen. Unter einer guten Reihenfolge verstehe man einen solche An-
ordnung der Kugeln, wo die zwei weissen nicht nebeneinander stehen; der Rest zdhlt zu den
schlechten Reihenfolgen.

Die Anzahl aller Reihenfolgen kann man als eine Permutation mit Wiederholung berechnen,
also ist es %!6! = 28. Die Anzahl der schlechten Reihenfolgen ist 7, weil die erste Kugel von
den zwei nebeneinander stehenden weissen an 7 verschiedenen Stellen stehen kann: von der
Stelle 1 bis 7. Also ist die Anzahl der guten Reihenfolgen 28 — 7 = 21.

1.1.2. Die Anzahl aller Permutationen von n Personen ist n!. Da der Tisch rund ist, ist es

egal, mit wem man beginnt, also wird in n! jede Losung n-mal gezdhlt, deswegen muss mit

n dividiert werden. Ebenso ist es egal, ob man die Ritter im Uhrzeigersinn oder gegen den

Uhrzeigersinn zusammenzghlt, so muss man noch mit 2 dividieren. Schliesslich erh&lt man
! (n=1)!

=3

1.1.3. Hinter den folgenden zwei Losungen stecken zwei verschiedene Ideen: in der ersten

Losung wird die Anzahl der Dominos in beiden Schachteln bestimmt, und gemerkt, dass sie

gleich sind, die zweite Losung dagegen berechnet die konkreten Zahlen nicht, sie zeigt einfach

ihre Gleichheit.

Losung 1: Die Anzahl von Dominos in Schachtel A ist die Kombination von 2 aus 8 Zahlen
mit Wiederholung; das ist (8+§71) = 36. Die Anzahl von Dominos in Schachtel B ist die
Kombination von 2 aus 9 Zahlen ohne Wiederholung, also (g) = 36. So ist die Anzahl der
Dominos in Schachtel A und B gleich.

Losung 2: Man zeige, dass sich in beiden Schachteln die gleiche Anzahl von Dominos
befinden. Dafiir konstruiere man eine Bijektion zwischen den Dominos in Schachtel A und B.
Jene Dominos (%, j), fiir die 1 <7 < j < 8 gilt, befinden sich in beiden Schachteln, also braucht
man sich nur mit dem Rest zu beschéftigen; die iibriggebliebenen Dominos in Schachtel A sind
gerade die Doppelsteine, (i,7), wo 1 < i < 8. Die iibriggebliebenen Dominos in Schachtel B
haben die Form (4,9), wo 1 <1 < 8. Mit (4,7) <> (4,9) haben wir eine Bijektion konstruiert.

1.1.4. Die Anzahl der giinstigen Falle, bei denen also mindestens einmal 6 gewiirfelt wurde,
ist die Anzahl aller Félle minus die Anzahl der schlechten Félle; eine Reihe von Wiirfen wird
schlecht genannt, falls gar keine 6 gewiirfelt wurde, also sind bei jedem Wurf 5 Ergebnisse
moglich.

Die Anzahl aller méglichen Wiirfen ist 60 (Variation mit Wiederholung), da man bei je-
dem Wurf 6 verschiedene Moglichkeiten hat, und diese Wiirfe sind unabhéngig voneinander.
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Ahnlicherweise ist die Anzahl der schlechten Félle gleich 5'°. So ist die Losung 60 — 51°.

1.1.5. Losung 1: Insgesamt muss er n — 1-mal nach oben und n — 1-mal nach rechts gezogen
werden. Also ist sein Weg dadurch bestimmt, welche n — 1 aus seinen 2n — 2 Ziigen nach oben
passieren. So gibt es (27;1:12) verschiedene Losungsfolgen.

Losung 2: Man bezeichne mit (7, j) das Feld j in Zeile i (die Zeilen werden von unten nach
oben numeriert), wo i, € {1,...,n}. Sei f(i,7) die Anzahl der moglichen Wege von dem
Startfeld (1,1) zu dem Feld (i, 7). Die Aufgabe ist also f(n,n) zu bestimmen. Offensichtlich
gilt, dass

f(l,i)=1und f(5,1) =1 i€ {l,...,n}

denn zum Beispiel um das Feld (1, ) zu erreichen hat man nur eine Moglichkeit, ndmlich 4-mal
nach rechts zu treten. Die folgende Regel definiert die {ibrigen Werte der Funktion:

f5) =[5 =)+ f—-1,7) 4,7€4{2,....n}

denn der Konig kann das Feld (7, j) entweder von dem Feld (7, j—1) oder von dem Feld (i—1, j)
erreichen. Diese Regeln entsprechen eben den Bildungsregeln des Pascalschen Dreiecks, also
bilden die Diagonalen eben die Reihen des Pascalschen Dreiecks (nur beide Indizen sind mit

1 verschoben). Daraus folgt, dass
. 1+7—2
f,4) = ( )

1—1

Deswegen ist

Frum) = (2n - 2)

n—1

Ein Beispiel fiir n = 5 in Abbildung 22 soll die Losung veranschaulichen. Die Zahlen in der
Tabelle bedeuten die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahlen ausser der Tabelle sagen, welcher
Reihe des Pascalschen Dreiecks die gezeigte Diagonale entspricht.

1 5|15 3| 70

14 10| 2035

| 1 3 6 110“'.15 ‘i
1 2 345 E
ol T 12 )
Abbildung 22: In jedem Feld des Schachbrettes ist die Anzahl der verschiedenen Wege aus

der linken unteren Ecke zu diesem Feld geschrieben. Die Diagonalen entsprechen genau den
Reihen des Pascalschen Dreiecks

~
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1.1.6. Man muss aus den 2n Kindern n Paare bilden; bei einem Paar ist es eindeutig, dass
das grossere Kind hinten und das kleinere Kind vorne stehen muss. Fiir das erste Paar hat

man (22”) Moglichkeiten, fiir das zweite (2n 2) fiir das k-te (Qn_gk‘ﬂ), fiir das letzte (g) Die

n
Anzahl der Moglichkeiten ist das Produkt dieser Zahlen: [] (2”_§k+2); nach Vereinfachung

k=1
(2n)!
n

des Ausdrucks ergibt sich

1.1.7. Intuitiv spiirt man, dass eine symmetrische Kopf-Wappen Folge (KW-Folge) in der
Mitte geteilt werden kann, so dass die Teile Spiegelbilder voneinander sind. Auch umgekehrt
kann man es formulieren: aus einer beliebigen KW-Folge kann man eine symmetrische Folge
bilden, welche doppelt so lang ist. Diese Gedanken zeigen, dass eine symmetrische KW-Folge
der Linge n zu einer KW-Folge der Lénge 5 zugeordnet werden kann. Das ist natiirlich nur
dann wahr, falls n gerade ist; man muss den Fall, falls n ungerade ist, speziell behandeln. Hier
folgen die obigen Ideen in praziser Form:

Sei u eine KW-Folge, dann bezeichne man mit u die umgekehrte KW-Folge. Z. B.:
u=KWW =>u=WWK

Man muss also zwei Fille unterscheiden:
a) n ist gerade. Zu einer beliebigen KW-Folge u der Lénge § kann man eine symmetrische
KW-Folge w der Lange n zuordnen, ndmlich

w = ul
Z. B.:
KWWEKW < KWWEKWWKWWK

Diese Zuordnung ist bijektiv. Daraus folgt, dass die Anzahl der symmetrischen KW-Folgen
der Lange n gleich der Anzahl der KW-Folgen der Lénge 5 ist. Die Anzahl der KW-Folgen
n

der Linge ¢ ist 2%.
b) n ist ungerade. Ahnlicherweise bilde man eine Bijektion zwischen den KW-Folgen der Linge

”T“ und den symmetrischen KW-Folgen der Lange n. Sei v = uX eine KW-Folge der Léinge

"T“, wo u eine KW-Folge der Lange ”T_l und X entweder K oder W ist. Mit
w=uXu
wurde eine Bijektion konstruiert. z. B.:
KWKEKW < KWKKWKKWK

Daraus folgt, dass die Anzahl der symmetrischen KW-Folgen der Linge n gleich der Anzahl
ntl
der KW-Folgen der Lange "—"’1 ist. Die Anzahl der KW-Folgen der Lange ”+1 ist 2 ? .

nj:l

Die Losung ist also 2 falls n gerade ist, und 2 > falls n ungerade ist.

1.1.8. Die Anzahl der Moglichkeiten bleibt unveréindert, wenn man zuerst 3 Leute auswahlt,
die den Vorstand bilden, und erst dann aus diesen Leuten den Présidenten auswahlt.

Um aus 25 Leuten 3 auszuwahlen, gibt es ( ) Moglichkeiten. Um aus dieser 3 nun noch einen
Préasidenten auszuwéhlen, hat man 3 Mdglichkeiten. Insgesamt also ( ) 3 Moglichkeiten.
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1.1.9.

a) Von den 4 Assen muss man 2 bekommen und von den restlichen 28 Karten 6. Also ist die
Anzahl der Moglichkeiten (;l) . (268)
b) Der rote Konig ist eine spezielle Karte in dieser Aufgabe; mit dieser Karte werden namlich

2 Bedingungen gleichzeitig erfiillt. Zwei Falle muss man also unterscheiden:

e man hat den roten Ko6nig: von den restlichen 7 roten muss man 1 bekommen und von
den 21 Karten, die weder rot noch Konig sind, 6. Also gibt es (¥) - (%) Moglichkeiten.

e man hat den roten Konig nicht: von den restlichen 7 roten muss man 2 bekommen, von
den restlichen 3 Konigen 1 und von den 21 Karten, die weder rot noch Kénig sind, 5.
Das bedeutet (‘Z’) : (;) . (251) Moéglichkeiten

Diese 2 Fille schliessen einander aus, aber einer der Fille wird sicherlich erfolgen, also ist
die Anzahl der Méglichkeiten die Summe der zwei obigen Zahlen: (I) . (261) + (i’) . (;) . (251) .

1.1.10. a)

Ny e

50-§ 0o
k=0
wegen des Binomialsatzes.

b)

k=0
wegen des Binomialsatzes.

c) Man addiere die Formeln vom Punkt a) und b):

G + @O + 6 + N O R PR B + Q)
G - O+ 6 - + () (o41)  + + ()
2-) + 0+ 2-(5 + o2y + 0+ + () =G

Daraus ergibt sich, dass jene Glieder, die zu einem geraden Wert von k gehoren, zweimal
gezahlt werden und die anderen Glieder ausfallen. Der zu berechnende Ausdruck ist eben die
Halfte dieser Summe.

an/%J(;J:%(

k=0

Zn: (:) +§<—1)k (Z)) = % (2" +0) =2

k=0

(Die obere Grenze in der Summe kann vielleicht stérend sein: |n/2| fasst einfach folgendes
zusammen: 3 falls n gerade ist, "Tfl falls n ungerade ist.)
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d) Zuerst wird der summierte Ausdruck umgeformt:

k(n) _ Lo nm-nt (n — 1)!

k Kn—k)! T E () k=D n—1—(k—1)

n—1
= 1
(3 21) 0
Daraus folgt

n n n n—1

Z n _Z ny\ (1) n—1Y\ ji=k-1 _ n—1\ a on—1
k(k)_ k(’ﬂ) a n(k—1> R ( J >_n ?

k=0 k=1 k=1 =0

J

1.1.11. Aus 4 verschiedenen Zahlen kann man 2 monotone Folgen bilden: eine monoton fal-
lende und eine monoton steigende. (Zum Beispiel aus den Zahlen 2, 5, 8, 7 kénnen die Folgen
2, 5,7, 8 und 8, 7, 5, 2 zusammengestellt werden.) Daraus folgt, dass es zweimal so viele
monotone Folgen gibt, wie man 4 Zahlen auswéhlen kann, also 2 - (D

1.1.12. Man hat 14 Moglichkeiten die Stelle des falschen Tips auszuwéhlen und hat zwei
Maoglichkeiten an dieser Stelle falsch zu tippen, also ist die Antwort 2 - 14 = 28.

1.1.13. Aus den folgenden Mengen muss je eine Zahl ausgezogen werden:
{1,2},{9,10,11},{12,13,14},{19,20,21}, {74, 75,76}
Dazu hat man 2 - 3* Moglichkeiten.

1.1.14. Entweder geht der Turm einmal horizontal und zweimal vertikal oder einmal vertikal
und zweimal horizontal. Das bedeutet einen Faktor zwei. Betrachten wir nur den ersten Fall.
Der horizontale Schritt kann entweder vor oder nach oder zwischen den zwei vertikalen Schrit-
ten kommen, also es bedeutet weitere 3 Moglichkeiten. Der horizontale Schritt muss natiirlich
7 Feld lang sein, aber man hat 6 Moglichkeiten die zwei vertikale Schritte zu bestimmen. (1-6,
2-5, 3-4, 4-3, 5-2, 1-6). Also hat man insgesamt 2 -3 - 6 = 36 Wege.

1.2 Rekursionen

1.2.1. Sei f(n) die Anzahl der Mdglichkeiten fiir n Stufen. Als letzter Schritt kann man
entweder von der Stufe n — 1 oder von der Stufe n — 2 auf Stufe n landen, also:

fn) = f(n—1)+ f(n—-2)
Offensichtlich ist f(1) = 1 und f(2) = 2, also ist die Losung die Fibonacci-Zahlenfolge.

1.2.2. Man hat 2 Méglichkeiten anzufangen, wie es Abbildung 23 darstellt. In dem ersten Fall
bleibt eine Leiter der Lange n — 2, in dem zweiten eine Leiter der Linge n — 1 iibrig. Wenn
man also die Anzahl der Paarungen einer Leiter der Lange n mit f(n) bezeichnet, erhdlt man
folgende Rekursion:

fln)=fln-1)+f(n-2)
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Abbildung 23: Mdgliche Anfangsschritte der vollstdndigen Paarung in der Leiter

Es ist trivial, dass f(1) =1 und f(2) = 2, also ist f(n) die Fibonacci-Zahlenfolge.
1.2.3. a) Die charakteristische Gleichung der Rekursion ist:
22 =2z —2
die 2 (komplexen) Wurzeln sind
r1=1—1%, 20 =141
also ist die Losung in der Form
ap=c1-(1—9)"+cp-(14+19)", c;€C

zu suchen. Die Konstanten ¢; und co kénnen aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden.
Dafiir muss man folgendes Gleichungssystem 16sen:

ci+c=1

e -(1—i)4e-(1414) =2
Daraus ergibt sich

141 1—12
C1 —

Also

b) Die charakteristische Gleichung der zweiten Rekursion ist:
2 =2z-1

die 2 Wurzeln sind
r1 = Ty = 1

also ist die Losung in der Form
ap =¢C+C2-n
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zu suchen, wo die Konstanten ¢; und cy die folgenden Gleichungen erfiillen:

Ccl = 1
cg+e=-1
Daraus ergibt sich
C1 = 1,62 =-2

Also
ap=1—-2-n

1.2.4. Man betrachte die Felder des Schachbrettes als die Knotenpunkte eines Graphen. Zwei
Knotenpunkte dieses Graphen werden genau dann verbunden, wenn die zugehorigen Felder
benachbart sind. Dieser Graph ist genau die “Leiter” aus Aufgabe 1.2.2.; die gesuchte Ab-
deckung mit den Dominosteinen entspricht genau einem Matching. Also kann diese Aufgabe
auf Aufgabe 1.2.2. zuriickgefiihrt werden. Somit ist die Anzahl der Moglichkeiten genau die
n-te Fibonacci-Zahl® :

- 1 1+\/5 n+1 1 1_\/5 n+1
ro=e () (57

"Manchmal definiert man die Fibonacci-Zahlenfolge anders: F(0) = 0 und F(1) = 1. Hier wird immer
F(0) =1 und F(1) = 1 benutzt. Deswegen sind die Potenzen mit 1 verschoben.
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2 Graphentheorie

2.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1.1. Die moglichen Bdume werden systematisch, nach der Linge des lingsten Weges zu-
sammengezihlt (siehe Tabelle 1).

Linge des lingsten Weges | Anzahl der nicht-isomorphen Baume
6 1
5 2
4 5
3 2
2 1
insgesamt 11

Tabelle 1: Anzahl der nicht-isomorphen Bdume mit n =7

Diese Fille produzieren natiirlich nicht-isomorphe Lésungen, da zwei Graphen nicht iso-
morph sein konnen, falls sie sich in der Linge des lingsten Weges unterscheiden. Wir haben
alle Moglichkeiten betrachtet, da die Linge des langsten Weges mindestens 2 und hochstens 6
sein kann. (Ein Weg der Lénge 7 brauchte schon 8 Punkte; hat der Graph 2 inzidente Kanten,
so ist der lingste Weg schon mindestens 2 lang.) Also gibt es insgesamt 11 nicht-isomorphe
Béume mit n = 7 (siehe Abbildung 24).

s

I

Abbildung 24: Alle Bdume mit 7 Knotenpunkten
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2.1.2. Die moglichen Graphen werden systematisch, nach der Lange des lingsten Weges zu-
sammengezihlt. Der lingste Weg hat entweder die Lange 3 oder 2. (Mehr als 3 ist unmdoglich,
da der Graph nur 3 Kanten hat; Linge 1 wiirde bedeuten, dass der Graph aus disjunkten
Kanten besteht, aber zu 3 solchen Kanten bréuchte man 6 Knotenpunkte.) Besteht der ling-
ste Weg aus 3 Kanten, dann ist der Graph eben dieser Weg; besteht er aus zwei Kanten, dann
haben die Endpunkte der dritten Kante entweder beide Grad 1 oder Grad 1 und 3 oder beide
Grad 2. Die Losungen sind in Abbildung 25 zusammengefasst.

°
Abbildung 25: Alle Graphen mit 5 Kontenpunkten und 3 Kanten

2.1.3.

a) Es wird nur die Struktur einer Komponente bestimmt, die anderen sehen dhnlich aus. Sei W
der lingste Weg in einer Komponente. Ausser den Endpunkten von W haben schon alle Punkte
in W Grad 2, also konnen keine weitere Kanten zu ihnen gefiigt werden. Die Endpunkte haben
erst Grad 1, also muss noch eine Kante aus ihnen auslaufen. Aber die Endpunkte kénnen mit
keinem inneren Punkt des Weges verbunden sein, weil dann jener innere Punkt schon Grad
3 hatte. Die Endpunkte konnen auch mit keinem solchen Punkt verbunden sein, der in W
nicht enthalten ist, weil dann W doch nicht der lingste Weg wire. Also kénnen die beiden
Endpunkte nur miteinander verbunden sein. Daraus ergibt sich, dass diese Komponente ein
Kreis ist (da die Komponente zusammenhéngend ist, kann sie keine weiteren Punkte ausser
W enthalten); der Graph ist also die Vereinigung von fremden Kreisen.

b) Ahnlicherweise kann bewiesen werden, dass der Graph die Vereinigung von fremden Kreisen,
Wegen und isolierten Punkten ist.

2.1.4. Eine Komponente des Graphen sieht etwa so aus, wie es in Abbildung 26 geschildert ist.
In einem Kreis darf keine Sehne vorkommen, das heisst, die Kreisen diirfen sich nur héchstens
in einem Punkt beriihren. Fremde Kreisen sind durch Bdume verbunden.

2.1.5. Ja. Siehe eine mogliche Bijektion in Abbildung 27.

2.1.6. Ein gerichteter Baum entsteht aus einem ungerichteten Baum durch Richten der Kan-
ten. Deswegen wird zuerst untersucht, wieviele ungerichtete Baume mit 4 Punkten existieren.
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Abbildung 26: Jede Kante kommt hichstens in einem Kreis vor

Dazu wird der grosste Grad im Baum betrachtet; 1 ist unmoglich, da in diesem Fall der Baum
nicht zusammenhéngend wire. Ist der grosste Grad 2, dann ist der Baum ein Weg (siehe
Aufgabe 2.1.3.); ist er 3, dann ist der Baum ein “Stern”. (Stern bedeutet einen Graphen, in
dem ein Punkt Grad n — 1 hat und alle anderen Punkte Grad 1 haben.) Da der Baum nur
3 Kanten hat, kann der Grosste Grad hochstens 3 sein. Im ungerichteten Sinn wurden also
2 entsprechende Biume gefunden: ein Weg der Linge 3 und ein Stern mit 4 Punkten. Beide
Graphen kann man auf 4 verschiedene Arten richten, wie es Abbildung 28 zeigt. Offensicht-
lich erh&lt man nicht-isomorphe gerichtete Graphen, falls man nicht-isomorphe ungerichtete
Graphen richtet, und man bekommt alle Losungen auf diese Weise. Insgesamt gibt es also 8
Losungen.

2.1.7. Ein Graph mit n Punkten und ohne Kanten besteht aus n Komponenten. Wenn man
die Kanten nacheinander einzieht, gibt es bei jeder Kante zwei Moglichkeiten. Entweder ver-
bindet die Kante zwei Punkte, die in verschiedenen Komponenten waren; in diesem Fall wird
die Anzahl der Komponenten um 1 verringert. Oder zwei Punkte aus derselben Komponente
werden verbunden; in diesem Fall ensteht mindestens ein Kreis. Man kann h6chstens n — 1
solche Kanten einziehen, die die Anzahl der Komponenten verringern, denn am Ende wird es
mindestens eine Komponente geben. Jede der restlichen & Kanten muss einen Kreis abschlies-
sen. Also gibt es mindestens k Kreise in dem Graphen.

2.1.8. Zu jeder Losung kann man eine beliebige Anzahl von isolierten Punkten zufiigen, also
nehmen wir jetzt an, dass der Graph keine isolierten Punkte beinhaltet. Der ldngste Weg im
Graphen darf hochstens die Liange 2 haben, sonst wéren 2 nicht inzidente Kanten in diesem
Weg. Falls er die Lange 1 hat, dann besteht der Graph aus einer Kante. Das ist eine Losung.
Falls der langste Weg die Lénge 2 hat, dann sind die 2 Endpunkte entweder adjazent, so
bekommen wir ein Dreieck, und weitere Kanten sind nicht mdéglich, oder sie sind nicht adjazent,
dann konnen wir eine beliebige Anzahl von Kanten zu dem mittleren Punkt im Weg zufiigen,
so bekommen wir einen Stern. Der Graph mit einer Kante ist eigentlich auch ein spezieller
Stern, also gibt es 2 wesentlich verschiedene Arten von Lésungen, das Dreieck und den Stern.
(Und natiirlich noch die beliebige Anzahl von isolierten Punkten.)
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Abbildung 27: Bijektion zwischen dem Petersen-Graphen und G5
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Abbildung 28: Mogliche gerichtete Baume mit 4 Knotenpunkten

2.1.9. Falls d > n ist, dann muss G zusammenhéngend sein. Wére er ndmlich nicht zu-
sammenhingend, dann gibe es mindestens 2 Komponenten; die kleinste konnte héchstens n
Punkte beinhalten. Also kénnten die Knotenpunkte in dieser Komponente hochstens Grad
n — 1 haben, was ein Widerspruch wire.

Es muss noch bewiesen werden, dass der Graph fiir d = n — 1 nicht unbedingt zusammen-
héngend ist. Dazu muss lediglich ein Gegenbeispiel gezeigt werden: sei G' die Vereinigung von
zwei fremden K. Dieser Graph ist zwar d = n — 1-regulér, aber nicht zusammenhéngend.

2.1.10. Falls G nicht zusammenhéngend ist, dann hat er 2 Komponenten: G; und Gs, zwi-
schen denen keine Kanten laufen. Dann sind aber in G alle Punktpaare (z,y), z € G1,y € Go
mit einer Kante verbunden. Es soll gezeigt werden, dass G zusammenhingend ist. Dafiir muss
man zwischen beliebigen Punkten z,y einen Weg in G finden.

Falls x € G1 und y € G4, dann sind die Punkte miteinander verbunden, also ein Weg der
Lange 1 flihrt zwischen ihnen.

Falls z und y in der gleichen Komponente sind, also z. B. z,y € G, dann gibt es einen Weg
der Lange 2 zwischen z und y: ndmlich iiber einen beliebigen Punkt in Gs.

38



2.1.11.

a) Der lingste Weg des Graphen sei aq,a9,...,a,. Die Nachbarn von a; gehoren alle zu der
Menge {ag, ..., a, }, sonst gibe es einen langeren Weg. Da aber a; mindestens & Nachbarn hat,
muss diese Menge aus mindestens k¥ Knotenpunkten bestehen. Also besteht der lingste Weg
aus mindestens k£ + 1 Knotenpunkten.

b) (Die Bezeichnungen von Aufgabe a) werden weiterhin benutzt.) ap sei jener Nachbar von
a1, der im betrachteten Weg am weitesten von a; entfernt ist (der also den hochsten Index
hat). Das bedeutet, dass die Nachbarn von a; zu der Menge {as,...,ap} gehoren, und diese
Menge muss ja aus mindestens k Elementen bestehen. Daraus folgt: A > k. Da aber a; und
ap, verbunden sind, hat der Kreis a4, ..., a, mindestens die Lénge k + 1.

2.1.12.

a) Eine Schlinge ist ein Kreis der Lange 1, so kann sie in keinem aufspannenden Baum enthal-
ten sein. Andere Kanten konnen wohl in einem aufspannenden Baum enthalten sein, da der
aufspannende Baum — aus einer beliebigen Kante angefangen — gierig aufgebaut werden kann.
b) Die Briicken sind dagegen in jedem aufspannenden Baum enthalten, da ohne sie der Graph
nicht mehr zusammenhéngend wire, und nur die Briicken haben diese Eigenschaft.

2.1.13. Loésung 1: Sei P der Punkt, der Gradzahl d hat. Aus P kann man in d Richtungen
gehen, so dass man nie zu einem solchen Punkt zuriickkehrt, wo man schon war. (B ist ein
Baum, also beinhaltet er keinen Kreis.) Alle dieser Wege enden in einem Punkt mit Grad 1,
und diese Punkte sind verschieden.

Losung 2: In einem Baum gilt: Y ; di = 2e = 2n — 2. Nehmen wir indirekt an, dass
in G hochstens d — 1 Punkte mit Grad 1 existieren. P hat Grad d, also haben mindestens
n—1—(d—1) =n — d Punkte mindestens Grad 2. Dann wére aber

Y di>1l-d+(d—1)-1+(n—d)-2=2n—1
=1

und das ist ein Widerspruch.

2.1.14. Beweisen wir die Behauptung mit vollstdndiger Induktion. Der Fall £ = 1 ist trivial.
Sei die Behauptung fiir £ — 1 schon bewiesen. Sei B ein beliebiger Baum mit k£ + 1 Punkten,
und lassen wir einen Punkt mit Grad 1 von B weg; der iibriggebliebene Baum wird mit B’
bezeichnet. Die weggelassene Kante sei e = (u,v), u € B',v € B\ B’ (siehe Abbildung 29). In
G hat jeder Punkt mindestens Grad k, also auch mindestens k& — 1, so existiert laut unserer
Induktionsbedingung ein Teilgraph H' C G, so dass B’ ~ H'. Sei das Bild von u bei dieser
Isomorphie w € H'. Um einen Teilgraphen H C G zu finden, wofiir B ~ H gilt, miissen wir
eine Kante aus w zwischen H' und G \ H' finden. Aber eine solche Kante kann man immer
finden, da w mindestens Grad k hat, und H' ausser ihm nur aus k — 1 Punkten besteht, also
muss mindestens eine Kante aus w nach G\ H' fiihren.

2.1.15.
a) Unmoglich. Die Summe der Zahlen ist ungerade, aber die Summe der Gradzahlen muss
wegen Y d; = 2e gerade sein.

b) Unmoglich. Falls es einen Punkt mit Grad 0 gibt, dann ist es unmoglich, dass ein Punkt
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Abbildung 29: Der Baum B’ ist isomorph mit H’ C G. Das Bild von u ist w. Die Aufgabe ist,
einen Punkt p € G\ H' zu finden, der mit w verbunden ist.

mit jedem Punkt verbunden ist, also Grad 8 hat.
c) Siehe ein Beispiel in Abbildung 30.
d) Beispiel: das Komplement von c).

e) Unmoglich. Der Graph hat 6 Knotenpunkte. Zwei Knotenpunkte haben Grad 5, also sind
sie mit allen Punkten verbunden. Daraus folgt, dass jeder Punkt mindestens Grad 2 haben
muss, also kann kein Punkt mit Grad 1 existieren.

Abbildung 30: Ein Graph mit den Gradzahlen: 1,1,1,2,2,2,3.3,3

2.1.16. wu sei der Punkt mit dem grossten positiven Halbgrad. B sei die Menge der Punkte,
die aus u iiber eine Kante erreichbar sind, C' der Rest (sieche Abbildung 31). Falls es zu jedem
Punkt ¢ € C einen Punkt b € B mit einer b — ¢ Kante gibt, dann sind wir fertig, denn aus u
kénnen wir die Punkte in B {iber eine Kante, die Punkte in C' iiber 2 Kanten erreichen. Sonst
gibt es einen Punkt € C, der nicht aus u iiber 2 Kanten erreichbar ist, also sind alle Kanten,
die  mit Punkten aus B verbinden, von x nach B gerichtet. Auch die Kante (z,u) ist von x
nach u gerichtet, denn = ¢ B. Dann gilt aber d (z) > d(u), was ein Widerspruch ist.

2.1.17. Da G ~ G, so folgt, dass entweder G und G beide zusammenhingend oder beide
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Abbildung 31: Die Punkte in B sind von u direkt erreichbar, die Punkte in C' kann man iiber
B erreichen, weil kein solcher Punkt z in C existieren darf.

nicht zusammenhéngend sind. Aber der zweite Fall ist wegen 2.1.10. ausgeschlossen, also ist
G zusammenhéngend.

2.1.18.
a) Ein Kreis der Lange 5 ist ein gutes Beispiel.

b) Da alle Kanten, die nicht in G sind, in G enthalten sind, ist die Summe ihrer Kantenzahlen
eben die Anzahl aller moglichen Kanten, also (g) Fiir n = 6 ist diese Zahl ungerade, also G
und G haben sicherlich verschiedene Anzahl von Kanten, so konnen sie auch nicht isomorph
sein.

2.1.19. Die 2 Graphen sind nicht isomorph, weil es in dem einen Graphen Dreiecke gibt, aber
in dem anderen nicht.

2.1.20. Die 2 Graphen sind isomorph, eine mdégliche Bijektion zwischen den Punkten ist in
Abbildung 32 dargestellt.

A A
G B E D
F C B G
E D F C

Abbildung 32: Die Bijektion beweist die Isomorphie der Graphen

2.1.21. Man versuche, den Priifer-Code eines Baumes mit der gegebenen Eigenschaft herzu-
stellen. Es ist bekannt, dass jede Zahlenfolge der Linge n — 2, wo alle Zahlen kleiner oder
gleich n sind, ein giiltiger Priifer-Code ist, also einen Baum représentiert. Weiterhin wissen
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wir, dass jeder Punkt z im Priifer-Code d(x) — 1-mal vorkommt. (Jedesmal, wenn wir einen
seiner Nachbarn 16schen, schreiben wir z auf, bis zum Léschen seiner vorletzten Nachbar. Was
bei dem letzten Nachbar passiert, hingt davon ab, ob z der letzte Punkt im Priifer-Code sein
wird. Falls z nicht der letzte Punkt sein wird, dann miissen wir z vor seinem letztem Nachbar
l6schen, deswegen kommt z im Priifer-Code nur d(z) — 1-mal vor. Falls z der letzte Punkt ist,
dann schreiben wir es zwar d(z)-mal auf, jedoch 16schen wir dann die letzte Zahl im Code, so
kommt z wirklich nur d(z) — 1-mal vor.)

Betrachten wir die folgende Zahlenfolge:

1,...,1,2,...,2,...,n,...,n
——— N’ ———
di1—1 do—1 dn—1

n
Diese Folge hat n — 2 Elemente, da ) d; = 2n — 2 und davon haben wir n-mal 1 subtrahiert.
=1
Der Baum, der zu diesem Priifer-Code gehort, ist eine entsprechende Losung.
(Bemerkung: die obige Zahlenfolge kann natiirlich auch in anderen Reihenfolgen aufgeschrieben
werden; so kann man eventuell verschiedene Losungen erhalten. Es kann aber auch sein, dass

diese Losungen isomorph sind.)

2.1.22. Falls es unter beliebigen 3 Punkten hochstens eine Kante gibt, dann koénnen keine
zwei Kanten inzident sein. Das heisst, dass jeder Punkt h6chstens Grad 1 hat. Daraus folgt,
dass die maximale Anzahl der Kanten | % | sein kann.

2.1.23. Fiir Vz € V(Q) gilt, dass dg(z) + dg(z) = 5. Daraus folgt, dass entweder dg () oder
de(x) mindestens 3 ist. Nehmen wir an, dass fiir einen konkreten Punkt p gilt, dass dg(p) > 3.
Seien u,v,w € V(G) Nachbarpunkte von p in G. Falls es eine Kante zwischen u,v,w in G
gibt, z. B. zwischen v und v, dann existiert ein Dreick in G (nédmlich {u,v,p}), sonst bilden
u, v und w ein Dreieck in G.

2.2 Bipartite Graphen und Matchings

2.2.1. Es wird zuerst gezeigt, dass es in einem r-reguldren bipartiten Graphen ein vollstén-
diges Matching gibt. Dafiir muss man die zwei Bedingungen der Existenz eines vollstdndigen
Matchings priifen.

(i) In Klasse A gebe es a, in Klasse B gebe es b Knotenpunkte. Dann laufen aus Klasse A
genau ra Kanten aus, aus Klasse B laufen rb Kanten aus, und da diese beiden Grossen gleich
sein miissen, gilt a = b.

(ii) C sei eine Teilmenge von A mit ¢ Punkten, die Menge der Nachbarn dieser Punkte sei
D = N(C) mit d Punkten. Dann laufen aus D mindestens so viele Kanten aus, wie aus C
(weil ja alle Kanten, die aus C auslaufen, auch bei D zédhlen, aber es kénnen noch weitere
Kanten aus D auslaufen), so gilt d-r > c¢-r, also d > c.

Dieser Graph befriedigt also die Hall-Bedingungen, so beinhaltet er ein vollstandiges Matching.
Wenn man die Kanten dieses Matchings entfernt, so bleibt ein r—1- regulérer bipartiter Graph
zuriick. Darin kann man wieder ein vollstdndiges Matching finden, es weglassen usw. Am Ende
bleibt ein 1-reguldrer Graph, der ein Matching ist. Insgesamt besteht also der Originalgraph
aus r fremden vollstdndigen Matchings.
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2.2.2. Betrachten wir zuerst jene Kanten, die das innere Fiinfeck mit dem dusseren zusammen-
binden. Es ist einfach zu sehen, dass ein vollsténdiges Matching entweder 1 oder 5 von diesen
Kanten benutzt (sieche Abbildung 33). Daraus folgt, dass es mit drei vollsténdigen Matchings
unmoglich ist, die 5 solchen Kanten genau einmal abzudecken, also ist es auch unmdéglich, die
Kantenmenge des Graphen mit drei disjunkten vollstdndigen Matchings abzudecken.

Pahar

Abbildung 33: Die verschiedenen Paarungen in dem Petersen Graphen

2.2.3. Bezeichne man mit § die Anzahl der fehlenden Kanten, damit der Graph r-reguldr
wird. Seien x € A und y € B zwei Punkte mit d(z) < r und d(y) < r. Falls £ und y nicht
adjazent sind, dann kann man sie einfach verbinden, und mit diesem Schritt hat man § mit
1 verringert. Falls  und y adjazent sind, so ergénzt man G mit dem Graphen in Abbildung
34. 2r neue Punkte werden also aufgenommen, die alle Grad r haben und je eine weitere
Kante wird zu z und y geschlossen. Damit hat man § wieder vermindert. Daraus folgt, dass
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten terminiert, und mit § = 0 wird ein r-regulérer
Graph gemacht.

(Bemerkung: wenn auch Parallelkanten erlaubt sind, dann ist die Aufgabe natiirlich einfacher,
weil man dann z und y ruhig verbinden kann, auch wenn sie schon adjazent waren.)

Abbildung 34: Dieser Graph soll zu den Punkten z und y zugefiigt werden

2.2.4. Im Sinne von Aufgabe 2.2.3. kann man den Graphen mit zusétzlichen Kanten und
Punkten so erginzen, dass der neue Graph G’ r-regulir ist. Aufgabe 2.2.1. sagt aus, dass
G’ die Vereinigung von r disjunkten Matchings ist. Da E(G) C E(G’), ein Matching M’ in
G' definiert auch ein Matching in G, ndmlich M = M' N E(G). So erhélt man hochstens r
disjunkte Matchings in G.

2.2.5. Man betrachte den folgenden Graphen G* :

V(G*) = V(G) und E(G*) = E(My) A E(M,)
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wo M7 und Ms die 2 verschiedene vollstdndige Paarungen sind, und A bedeutet die symme-
trische Differenz. (Also sind in G* solche Kanten, die in genau einer der beiden Paarungen
beinhaltet sind.) Es ist einfach zu sehen, dass jeder Punkt in G* entweder Grad 0 oder Grad 2
hat, und es gibt mindestens einen Punkt mit Grad 2, sonst waren M; und M, nicht verschie-
den. In Aufgabe 2.1.3. wurde gezeigt, dass ein solcher Graph die Vereinigung von disjunkten
Kreisen (und isolierten Punkten) ist, also gibt es in G* mindestens einen Kreis. Da G* ein
Teilgraph von G ist, daraus folgt, dass auch G einen Kreis beinhaltet.

2.2.6. Es ist nicht moglich. (Folgt sofort aus Aufgabe 2.2.5.)

2.2.7. Wenn man entlang eines Kreises 1uft, muss man k-mal von A nach B und k-mal von
B nach A laufen, damit man am Ende wieder den Startpunkt erreicht. Insgesamt sind das 2k
Kanten.

2.2.8. Wenn alle Kreise eine ungerade Linge haben, dann kann ein Kreis keine Sehnen haben,
da eine Sehne einen solchen Kreis in zwei Kreise schneidet, einer von beiden eine gerade Lange
hat. Das ist eben die Eigenschaft von Aufgabe 2.1.4., also sehen die Graphen so aus, wie es
in Abbildung 26 dargestellt ist (wobei natiirlich alle Kreise eine ungerade Lange haben).

2.2.9. Nehmen wir indirekt an, dass die Kante zy eine Briicke ist. Wenn man z aus G entfernt,
hat der zuriickbleibende Graph ein vollstédndiges Matching, daraus folgt, dass die Komponente
von z (aber ohne z) eine gerade Anzahl von Punkten beinhaltet, sonst kénnte kein Matching
existieren. Wenn man y aus G entfernt, hat auch dieser Graph ein vollstindiges Matching,
daraus folgt, dass die Komponente von x auch mit z eine gerade Anzahl von Knotenpunkten
beinhaltet. Das ist ein Widerspruch.

2.2.10. Der Graph ist zusammenhingend, also kann kein isolierter Punkt existieren. Das
heisst, dass die Gradzahlen zwischen 1 und n sind. Wenn sie also in Klasse A alle verschieden
sind, bedeutet das, dass jede Zahl zwischen 1 und n genau einmal unter den Gradzahlen der
Punkte in Klasse A vorkommt. Es wird bewiesen, dass die zwei Bedingungen fiir die Existenz
eines vollstdndigen Matchings erfiillt sind.

Die Anzahl der Punkte in den beiden Klassen ist gleich.

Sei X C A und |X| =k. In X kommen k verschiedene Gradzahlen aus der Menge {1,...,n}
vor, so ist die grosste Gradzahl in X mindestens k, also hat der Punkt mit der gréssten
Gradzahl allein schon mindestens k¥ Nachbarn, also |N(X)| > |X]|.

2.2.11. Wir zihlen die Moglichkeiten nach der Anzahl der Strahlen in der Paarung zusammen
(sieche Abbildung 35). Die Losungen sind in Tabelle 2 aufgezihlt.

= sl

Abbildung 35: Das Kantennetz des Wiirfels
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Anzahl der Strahlen | Anzahl der Matchings
0 4

=~ W N =
O = O = O

2

Tabelle 2: Matchings in dem 3-dimensionalen Wiirfel

2.2.12. Aufgabe 2.2.3. zeigt, dass G mit neuen Punkten und Kanten zu einem k-reguléren
Graphen G’ ergénzt werden kann. Dabei bleiben die Punkte mit Grad k¥ ungeéndert. In Auf-
gabe 2.2.1. wurde gezeigt, dass es in einem reguldren bipartiten Graphen ein vollstdndiges
Matching M’ gibt. M = M' N E(G) ist ein (nicht unbedingt vollstindiges) Matching in G,
das die Knotenpunkte mit Grad k abdeckt.

2.2.13.
a) In jeder Runde kénnen hochstens n Spiele stattfinden, insgesamt gibt es (2"; 1) =(2n+1)n
Spiele. Deswegen braucht man mindestens 2n + 1 Runden.

b) Ein Turnier kann mit einem Graphen modelliert werden. Die Knotenpunkte entsprechen
den Spielern, die Kanten den Spielen. Der Graph ist ein Ka,41. Wir organisieren das Turnier
wie es in Abbildung 36 zu sehen ist. Die fett gedruckten Spiele werden in der ersten Runde
gespielt.

k. Runde: wie in Abbildung 36, nur mit k% gedreht. Es ist leicht zu sehen, dass diese Kon-
struktion die Aufgabe 16st.

spielt nicht

Abbildung 36: Eine Runde des Turniers fiir 2n +1 =9
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2.2.14. Die Aufgabe kann auf die Suche einer “herkdmmlichen” vollstdndigen Paarung in
einem entsprechend modifizierten Graphen zuriickgefiihrt werden. In A verdoppelt man ndm-
lich alle Punkte (mit ihren Kanten), so bekommt man einen bipartiten Graphen, der in beiden
Gruppen eine gleiche Anzahl von Knotenpunkten hat, und wo nun mit der gelernten Metho-
de ein vollstdndiges Matching gesucht werden kann. Wenn hier ein vollstdndiges Matching
gefunden wird, das entspricht eben einem Teilgraphen in dem originalen Graphen mit der
gewiinschten Eigenschaft.

2.2.15. Falls die Anzahl der Punkte ungerade ist, dann ist es sicherlich nicht mdglich, eine
vollsténdige Paarung zu machen. Wir zeigen, dass es sonst mdoglich ist.

In den geraden Kreisen konnen wir eine vollstdndige Paarung machen, ohne irgendeine Kante
einzuziehen. In den ungeraden Kreisen bleibt je ein Punkt iibrig. Wir miissen eine Kante
zwischen zwei solchen Punkten einziehen. Sei die Anzahl der ungeraden Kreise c,. ¢, muss
gerade sein, um eine vollstdndige Paarung zu ermdglichen; in diesem Fall braucht man eben

(& . . . .
m = 5” Kanten, um die ausgebliebenen Punkte paarweise zu verbinden.

2.2.16. Der Graph besteht aus zwei Komponenten (siehe Abbildung 37). In der ersten Kom-
ponente besteht die maximale Paarung aus einer Kante. In der zweiten Komponente kann die
maximale Paarung aus hoéchstens drei Kanten bestehen, da sich in einer Klasse der Kompo-
nente nur drei Punkte befinden. Es ist trivial, dass eine Paarung mit drei Kanten in dieser
Komponente existiert, also besteht die maximale Paarung in dem Graphen aus insgesamt vier
Kanten.

Abbildung 37: Anschauliche Darstellung von den zwei Komponenten des Graphen

2.3 Die vier griechischen Buchstaben: o, 7,7, 0

2.3.1. Zuerst wird 7, also die minimale Anzahl der abdeckenden Punkte, bestimmt. Der
Petersen-Graph hat 2 disjunkte Kreise der Lange 5 als Teilgraphen (K7, K9), wie es Abbildung
38 darstellt. Um K; abzudecken braucht man mindestens 3 Punkte, und damit wird keine
Kante in Ky abgedeckt, also um beide Kreise abzudecken braucht man mindestens 6 Punkte.
Es ist leicht zu sehen, dass es mit 6 Punkten moglich ist, alle Kanten abzudecken, also 7 = 6.
Daraus folgt sofort, dass a = 4. Der Graph hat 10 Punkte, also die maximale Anzahl der
unabhéngigen Kanten kann hochstens 5 sein, und das ist erreichbar. (Z. B. die 5 Kanten, die
K, und K5 zusammenbinden.) Das bedeutet, dass v = 5 und g = 5.

2.3.2. Der Graph ist in Abbildung 39 dargestellt. Zuerst wird a bestimmt. Jeder Punkt hat
Grad 4, also mit der Auswahl eines Punktes sind weitere 4 Punkte ausgeschlossen. Die restli-
chen 3 Punkte bilden ein Dreieck, also kann aus ihnen nur noch ein Punkt ausgewihlt werden.
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Abbildung 38: Zwei Kreise der Lange 5 in dem Petersen-Graphen

So ist @ = 2 = 7 = 6. Der Graph hat ein vollstindiges Matching (z. B.: (1,2),(3,4),(5,6),(7,8)),
alsov=4= p=4.

4 5

Abbildung 39:

2.3.3. a) 7 = 1 ist unmdglich, da ein Punkt hochstens Grad n — 1 haben kann, so kann er
nicht alle n Kanten abdecken. 7 = 2 ist aber schon erreichbar, siche Abbildung 40.

b) Jede Kante kann hdchstens 2 Punkte abdecken, also o > [5]. Wenn n gerade ist, so
kann man diese Grenze erreichen, falls der Graph ein vollstdndiges Matching beinhaltet. Ist n
ungerade, so soll der Graph ein “fast” vollstindiges Matching beinhalten, also ein Matching,
das n — 1 Punkte abdeckt. Dazu braucht man ”Tfl Kanten, und noch eine Kante, um den
letzten Punkt abzudecken. Insgesamt "T_l +1= ”T‘H = [%1, also wird auch in diesem Fall die
untere Grenze erreicht.

47



.\

~

Abbildung 40: Ein Beispiel fiir 7 = 2

2.3.4. Der Graph hat 2n Punkte. Sei der “untere” 2n —1-lange Weg W und der "obere” Punkt
P. Man kann ein vollstindiges Matching finden (jede zweite Kante in W und der letzte Punkt
mit P verbunden), also v =n = p = n. Es ist trivial, dass P nicht in der maximalen Menge
der unabhéngigen Punkte sein kann, weil er zu jedem anderen Punkt adjazent ist. Also muss
man die maximale unabhéngige Punktmenge in W finden. Es ist einfach zu sehen, dass W
genau n unabhingige Punkte hat (jeder zweite Punkt), daraus folgt, dass a =n = 7 = n.

2.3.5. Sei T' die minimale abdeckende Punktmenge. Dann gilt:

2.3.6. Der Graph ist in Abbildung 41 dargestellt. Der Graph hat 11 Knotenpunkte, deswegen
kann v hochstens 5 sein. Z.B. die Kanten (1,2) (3,7), (4,5), (8,9), (10,11) sind unabhéngig,
also v = 5. Dieser Graph ist bipartit (sieche auch Aufgabe 2.9.5.). Aus den Sitzen von Konig
und Gallai erhélt man sofort, dass 7 = 5 und @ = o = 6.

2.3.7. 7 < 2v gilt auf jeden Fall, denn die 2v Endpunkte der v Kanten in dem maximalen
Matching bilden eine abdeckende Punktmenge. Ware namlich eine Kante durch diese Punkte
nicht abgedeckt, so kénnte man das Matching noch mit dieser Kante ergdnzen. Daraus folgt,
dass das Maximum von 7 hochstens 2 sein kann. Das kann erreicht werden, zum Beispiel wenn
der Graph ein Dreieck ist; dann ist 7 = 2 und v = 1. Also ist die Antwort 2.

2.4 BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

2.4.1. Bei der Durchfithrung des DFS-Algorithmus treten keine Riickwirtskanten auf, also
kann der Graph keinen gerichteten Kreis enthalten. Ein mdéglicher DFS-Wald ist in Abbil-
dung 42 dargestellt. Die Knotenpunkte wurden so nummeriert, dass der Punkt beim ersten
Riicktritt die Nummer 15, beim zweiten die Nummer 14 usw. bekommen hat. Die Zahlen
entsprechen einer topologischen Ordnung.
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Abbildung 41: Der duale Graph des durch die 4 Geraden gebildeten Graphen

2 1 3 4 13 2 1 3 4 13
e ® ®
6 5 8 1 14
: 6 14
7 9 10 11 15 7 9 10 11 15

Abbildung 42: Ein mdéglicher DFS-Wald und die dazu gehérende topologische Ordnung

2.4.2. Man beginne mit der Breitsuche aus dem Punkt z. Dieser Punkt soll zur Klasse A
gehoren. Seine Nachbarn im BFS-Baum gehoren dann zur Klasse B, die Nachbarn dieser
Punkte zur Klasse A usw. Am Ende bekommt man entweder eine Bipartition, oder zwei Punkte
in derselben Klasse, die verbunden sind. Dann bilden aber diese Kante und die Wegstiicke, die
aus diesen 2 Punkten nach z bis zu ihrem Schnittpunkt y fithren (sieche Abbildung 43), einen
ungeraden Kreis, also kann der Graph nicht bipartit sein.

2.4.3. Man wihlt einen Punkt aus, der noch nicht im Matching ist. Der BFS-Algorithmus
wird aus diesem Punkt gestartet, so dass man im ersten, dritten, ... Schritt nur solche Kan-
ten benutzt, die nicht im Matching sind, im zweiten, vierten, ... Schritt nur die Kanten des
Matchings. Wenn ein Zweig des BFS-Baumes mit einer Kante terminiert, die nicht im Mat-
ching enthalten ist, hat man einen verbessernden Weg gefunden. Sonst hat man eine Menge
gefunden, die der Hall-Bedingung widerspricht (siehe Abbildung 44).

2.4.4. Die Losung der Aufgabe kann man in Tabelle 3. sehen.

2.4.5. Die Losung der Aufgabe kann man in Tabelle 4. sehen.
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Abbildung 43: Falls es eine Kante zwischen zwei Punkten in derselben Klasse gibt (gestrichelt),
dann existiert ein Kreis mit ungerader Lange (fett)

| Schritt | D(S) [ D(A) | D(B) | D(C) | D(D) | D(E) | Fertig \

0 0 o0 o0 o0 o0 o0 S

1 0 3 2 'S} 'S 00 S,.B

2 0 3 2 3 5 o0 S,B,(A oder C)
3 0 3 2 3 5 o0 S,B,A,C

4 0 3 2 3 4 7 S.B,A,C,D

5 0 3 2 3 4 6 S,.B,A,C,D.E

Tabelle 3: Schritte des Dijkstra Algorithmus

[ Schritt | D(A) [ D(B) | D(C) | D(D) | D(E) | D(F) | Fertig
0 0 00 00 00 0 o0 A
1 0 3 00 7 00 8 AB
2 0 3 5 7 8 4 ABF
3 0 3 5 7 8 4 ABF,C
4 0 3 5 6 7 4 ABJF,CD
5 0 3 5 6 7 4 ABF,CDE

Tabelle 4: Schritte des Dijkstra Algorithmus

2.4.6. Der topologisch geordnete Graph ist in Abbildung 45 dargestellt. Die friihesten An-
fangszeiten sind in Tabelle 5 zusammengefasst. Die Dauer des Prozesses ist:

fz) = 13 falls 0<zx<7
)= 6+ falls z>7

Die kritischen Tétigkeiten sind:
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Abbildung 44: Ergebnis der Breitsuche; im ersten Fall ist ein verbessernder Weg fett gezeichnet,
im zweiten Fall die markierte Menge widerspricht der Hall-Bedingung

{A4,C,D,E} falls 0<z <7
{A,B,D,E} falls x>
{A,B,C,D,E} falls r="1

Abbildung 45: Der Graph nach der topologischen Ordnung; nun kann der PERT-Algorithmus
durchgefiihrt werden

A|B|C D E F
0125 ]| max(9,2+z) | max(10,3 +z) | max(13,6 + x)

Tabelle 5: Anfangszeiten

2.4.7. a) Das Ergebnis des Algorithmus von Ford ist in Tabelle 6 zu sehen. Wir haben gezeigt,
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dass die Reihenfolge der Kanten die Lénge des Algorithmus beeinflussen kann. Die Entfernung
vom Punkt 1 haben wir mit d(-) bezeichnet. Zusammenfassend:

b) Das Ergebnis des Algorithmus von Floyd ist in Tabelle 7 zu sehen. Die letzte Tabelle
enthélt die Entfernungen. (Bemerkung: die Kanten waren in diesem Beispiel so gerichtet,
dass aus einem Punkt mit hoherer Zahl ein Punkt mit niedrigerer Zahl nicht erreichbar war.
Deswegen stand in jeder Tabelle unter der Hauptdiagonale immer co. Im allgemeinen Fall gilt
diese Eigenschaft nicht.)

] @2 | 13) | a4 | 15 [23)] (24 | 25 [(34)][B5) ] 45 |
1[d2)=1]d3)=4]d4)=1]dG)=5] - [d4)=1]d>B)=2] - - [d(B)=1

BN =
(o]
—
Ot
I [ ~—|~—]| !
I

Tabelle 6: Schritte des Ford-Algorithmus bei zwei verschiedenen Reihenfolgen der
verbessernden Kanten

2.4.8. Die Dauer der Aufgabe ist max(11,7+z). Die kritischen Tétigkeiten sind in Abbildung
46 zu sehen, in Abhéngigkeit davon, ob z < 4 , x > 4 oder z = 4.

2.5 Netzwerke und Fliisse

2.5.1. In kleineren Graphen ist es oft einfacher, statt des maximalen Flusses die minimale
{s,t}-Schnittmenge zu finden und den Satz von Ford-Fulkerson anzuwenden. Betrachte man
alle mogliche {s, t}-Schnittmengen des Graphen, wie es in Abbildung 47 dargestellt ist. (Dieser
Schritt geht in grosseren Graphen nicht, weil es exponentiell viele {s, ¢}-Schnittmengen geben
konnen.) Die unterschiedlichen Kapazitéten sind:

10,9,14,11,6 + x, 8,17
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(o] 1] 2] 3] 4] 5] (1] 1] 2] 3] 4] 5]
1 0 1 4 1 5 1 0 1 4 1 5
2| oo 0 31 -2 1 2| o0 0] 3| -2 1
3| o0 | 0o 0 3| —2 3| oo | o0 0 3| -2
41 oo | 00| 0 0 2 4| o0 | oo | o0 0 2
5lloo| oo | 0| 0 5|locc |0 |o0]| o 0
(2] 1] 2] 3] 4] 5] (3] 1] 2] 3] 4] 5]
1 0 1 4| -1 2 1 0 1 4| -1 2
2 || oo 0 3| —2 1 2 || oo 0 31 —2 1
3| oo | o0 0 3| —2 3| oo | o0 0 3| -2
41l 00| 00| o0 0 2 4 o0 | oo | 0 2
H|loo| oo || oo 0 Slloo|oo |0 | o0 0
(4] 1] 2] 3] 4] 5] (5] 1] 2] 3] 4] 5]
1 0 1 4| -1 1 1 0 1 4| -1 1
200 O] 3| =2 2| oo 0| 3| -2
3| oo | 0 3| —2 3| 00| 00 0 3| —2
4 00|00 | 0 2 41 00| 00| 0 2
S5 oo oo |o0]| 0 5lloo| oo | oo | oo 0
Tabelle 7: Schritte des Floyd-Algorithmus
S S
3 3
2
X

6 4

t t

Abbildung 46: Die kritischen Tétigkeiten falls z < 4 , £ > 4 oder z = 4.

Die minimale Schnittmenge (und laut des Satzes von Ford-Fulkerson auch der maximale Fluss)

ist also
{G—i—x falls z < 2

8 falls z > 2
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Abbildung 47: Alle {s, t}-Schnittmengen in dem Graphen

Der maximale Fluss kann man in Abbildung 48 sehen.

3+x(6) 5(6)

3+x(5) 5(5)

Abbildung 48: Der maximale Fluss, fallsa) z <2 b) z > 2.

2.5.2. Die minimale Schnittmenge ist

Tz +4 falls z <7,y > 1
y+ 10 fallsz > 7,y <1
11 fallsz > 7,y > 1

z+y+3 sonst

2.5.3.
a) Die Kanten mit Kapazitéit 1 bilden eine Schnittmenge mit Kapazitat 4, also kann f3 hoch-
stens 4 sein. Es gibt auch einen Fluss der Stérke 4, also f3 = 4.

b) Man braucht nur eine Schnittmenge der Kapazitit 2" ! zu zeigen. Dazu betrachte man die
folgenden Mengen: A bestehe aus den Punkten, die mit 0, B aus jenen, die mit 1 enden. Das
ist eine Partition der Knotenpunkte mit s € A und ¢ € B, also bilden die Kanten zwischen A
und B einen (s,t)-Schnitt. Andererseits haben alle dieser Kanten die Kapazitit 1. Es gibt 271
solche Kanten und sie zeigen alle von A nach B. Also ist die Kapazitit dieser Schnittmenge
tatsichlich 271,

(Allgemein ist der Fluss wesentlich kleiner, weil z. B. die Schnittmenge, die s von dem Rest
des Netzwerks teilt, die Kapazitit 1 +2+...+n =n(n+1)/2 < 2" ! hat.)
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2.5.4. Man erweitert einen bipartiten Graphen G = (A, B) zu einem Netzwerk, wie es in
Abbildung 49 geschildert ist.(Die Kanten werden dabei von oben nach unten gerichtet; |A| =
|B| = n.)

In diesem Netzwerk ist jede Kantenkapazitit eine ganze Zahl, also gibt es einen maximalen

@w G

Abbildung 49:

Fluss, der iiber jede Kante eine ganze Zahl transportiert. Diese ganze Zahl kann entweder 0
oder 1 sein. Es ist einfach zu sehen, dass jene Kanten von G, iiber die 1 transportiert wird,
ein Matching bilden. Daraus folgt, dass der maximale Fluss im Netzwerk und die Grosse des
maximalen Matchings in G gleich sind, andererseits ist mazFlow=minCut. Folgendes muss
also bewiesen werden:

Die minimale Schnittmengenkapazitdt im Netzwerk ist genau dann gleich n, wenn G die Hall-
Bedingung erfiillt.

Sei jetzt die Hall-Bedingung nicht erfiillt, das heisst, dass es eine k-elementige Menge X C A
gibt, so dass |N(X)| < k. Dann kann man eine Schnittmenge @ definieren, die eine Kapazitét
< n hat (siehe Abbildung 50 linkes Bild). In diesem Fall ist ¢(Q) =n — k + |[N(X)| < n.

Umgekehrt, es soll gezeigt werden, dass falls die Hall-Bedingung erfiillt ist, dann haben alle
Schnittmengen eine Kapazitdt von mindestens n. Betrachten wir eine allgemeine Schnittmenge
(sieche Abbildung 50 rechtes Bild). Sei [ die Anzahl der Punkte in B, die sich an der linken Seite
von @ befinden. Dann gilt, dass ¢(Q) = n—k+I1+t, wo ¢ die Anzahl solcher Kanten bezeichnet,
die von X nach B\ N(X) fithren. Daraus folgt, dass in B an der rechten Seite von () hchstens
t Punkte sein kénnen, also sind mindestens k — ¢ Punkte an der linken Seite, weil |[N(X)| > k
wegen der Hall-Bedingung. So folgt, dass [ > k — t, das heisst, dass ¢(Q) =n—k+1+t > n.
Das sollte bewiesen werden.

2.5.5.
a) Richtig. Wenn man alle Kantenkapazitéten halbiert, bekommt man ein Netzwerk mit ganz-
zahligen Kapazititen. In diesem Netzwerk gibt es also einen maximalen Fluss, der iiber jede
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Abbildung 50:

Kante eine ganze Zahl transportiert. Das Zweifache dieses Flusses ist ein maximaler Fluss im
Originalnetzwerk, der iiber jede Kante eine gerade Zahl transportiert.

b) Falsch. Ein Gegenbeispiel siehe in Abbildung 51.

Abbildung 51:

c) Falsch. Ein Gegenbeispiel siehe in Abbildung 52. In diesem Netzwerk hat der maximale
Fluss den Wert 1. Um iiberhaupt ganze Zahlen iiber die einzelnen Kanten zu transportieren,
darf man nur einen der beiden “Zweigen” benutzen. Dann wird aber iiber die Kanten des an-
deren Zweiges 0 transportiert.

d) Falsch. Daraus wiirde namlich c) folgen.

2.5.6. Statt des maximalen Flusses bestimmen wir die minimale Schnittmenge abhéingig von
z und y. (Ford-Fulkerson Satz). Die moglichen minimalen Schnittmengen sind:

5 3+z,34+y, x+vy
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Abbildung 52:

5 ist die minimale Schnittmenge, falls:

3+
3+y
Tty

ININ A

gleichzeitig giiltig sind.

Ahnlicherweise kann man die andere Fille erledigen, und das Ergebnis kann man in Abbil-
dung 53 sehen.

y
X+3 5
S
2 froeoes
Xty y+3
2 3 X

Abbildung 53:

2.6 k-facher Zusammenhang

2.6.1. Ein Graph ist genau dann k-fach zusammenhéngend, wenn es zwischen beliebigen zwei
Punkten mindestens k disjunkte Wege gibt. Ein Graph ist genau dann k-fach kantenzusam-
menhdngend, wenn es zwischen beliebigen zwei Punkten mindestens k£ kantendisjunkte Wege
gibt. Die zwei Begriffe sind dann verschieden, wenn es Wege gibt, die sich in einem Knoten-
punkt schneiden (dann sind sie ndmlich kantendisjunkt, aber nicht disjunkt). Das kann aber in
einem 3-reguldren Graphen nicht vorkommen (der Punkt, wo sich die Wege schneiden, miisste
mindestens Grad 4 haben).

2.6.2. Jeder Knotenpunkt hat mindestens & Nachbarn. (Wenn némlich ein Punkt weniger
Nachbarn hétte, wiirde der Graph nicht mehr zusammenhéngend bleiben, wenn man die aus
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diesem Punkt hinausgehenden Kanten entfernt.) Daraus folgt
1 1 1
eV zeV

(Bemerkung: die Behauptung gilt natiirlich auch fiir k-fach knotenpunktzusammenhéngende
Graphen, da diese ja auch k-fach kantenzusammenhéngend sind.)

2.6.3. Man nehme indirekt an, dass es eine Punktmenge X mit £ — 1 Knotenpunkten gibt, so
dass G — X in zwei Komponenten (G; und Gs) zerfillt. Ein Punkt in G hat seine Nachbarn

k—2
in X und G, insgesamt mindestens L Da er aber in X hochstens k — 1 Nachbarn

k—2
haben kann, muss er in G; mindestens % — (k — 1) Nachbarn haben. Es gilt also
k—2 —k+2
VG 21+ (k-1 = B
2 2
Ahnlicherweise gilt
n—k+2
vicy) > "h2
und somit - P
() e B ol S G S

- 2 2
was ein Widerspruch ist.

2.6.4. Nein. Ein Gegenbeispiel ist ein Kreis. Die Bedingung ist natiirlich erfiillt, da durch
beliebige 3 Punkte ein Kreis lduft, ndmlich der ganze Graph. Aber er ist nur zweifach zusam-
menhéngend, denn wir kénnen zwei nicht adjazente Punkte weglassen, so dass der Graph in
zwei Komponenten zerféllt.

2.6.5.
a) Nein, Abbildung 54 zeigt ein Gegenbeispiel.
b) Ja. Wenn der Graph nicht zweifach kantenzusammenhéngend wére, dann wiirde eine Briicke

im Graphen existieren, die eine einelementige Schnittmenge ist — was der Bedingung wider-
spricht.

Abbildung 54:
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2.7 Eulersche und Hamiltonsche Kreise und Wege

2.7.1. Man kann die Felder des Schachbrettes als die Knotenpunkte eines Graphen auffas-
sen, wobei zwei Punkte genau dann verbunden sind, falls die zugehérigen Felder mit einem
Pferdesprung voneinander erreichbar sind. Die Aufgabe ist, in diesem Graphen einen Hamil-
tonschen Weg zu finden. Das geht aber nicht, weil der Graph in 6 Komponenten zerfallt (mit
1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet; siche Abbildung 55), falls die inneren 4 Felder (mit x bezeichnet)
gestrichen werden.

Abbildung 55: Wenn man die inneren 4 Punkte entfernt, zerfallt der Graph in 6 Komponenten

2.7.2. G’ sei ein gerichteter Graph, den man aus G bekommt, wenn man alle Kanten von G
verdoppelt und einmal in die eine, einmal in die andere Richtung richtet. Fiir alle Punkte von
G’ gilt d, = d_ und G’ ist stark zusammenhéngend, also hat G’ einen gerichteten Eulerschen
Kreis. Dieser “Kreis” benutzt alle Kanten von G genau einmal in die eine und einmal in die
andere Richtung.

2.7.3.
a) a = b = 2. Sonst gibt es ndmlich Punkte mit Grad 3.

b) Es muss genau 2 Punkte mit Grad 3 geben, also ist entweder ¢ = 2 und b = 3, oder a = 3
und b = 2.

c) a oder b muss gerade sein (vielleicht auch beide). Sonst wire ndmlich die Anzahl der Punkte
(ab) und damit auch die Linge des Hamiltonschen Kreises ungerade. Da aber dieser Graph
bipartit ist, kann er iiberhaupt keine Kreise mit ungerader Lange enthalten. Falls die Anzahl
der Punkte gerade ist, dann kann man einfach einen Hamiltonschen Kreis im Graphen finden.

d) Einen Hamiltonschen Weg gibt es fiir alle Werte von a und b.

2.7.4. Gy, i hat (T,';) Knotenpunkte, jeder Knotenpunkt hat Grad (m];k)

a) Nein. Jeder Punkt hat Grad 1, also ist der Graph nicht zusammenhéngend. Deswegen kann
er auch keinen Hamiltonschen Kreis enthalten.

b) Ja. Der Graph hat 560 Knotenpunkte, jeder hat Grad 286. Nach dem Satz von Dirac hat
der Graph einen Hamiltonschen Kreis.

2.7.5. K bestehe aus den Punkten zi,...,z,. So besteht der lingste Weg aus k£ Knoten-
punkten und £ — 1 Kanten. Man nehme indirekt an, dass K kein Hamiltonscher Kreis ist.
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Daraus folgt (da der Graph zusammenhéngend ist), dass mindestens einer der Punkte von
K (z. B. z;) einen Nachbarn y hat, der nicht in K enthalten ist. In diesem Fall wére aber
Yy Liy Tiply -y LhyL1,---,Li—1 €in Weg mit k + 1 Knotenpunkten, was ein Widerspruch ist
(siehe Abbildung 56).

Abbildung 56: y, z;, 41, - - -, Tk, 1, - -, Ti—1 Ware ein ldngerer Weg als z1,...,xg

2.7.6. K, hat "'
ist es egal, wo man anfingt und in welche Richtung man vorgeht; siehe auch Aufgabe 1.1.2.
— deswegen muss mit 2n dividiert werden.) Davon miissen jetzt diejenigen abgezogen werden,
die eine gegebene Kante benutzen: (n — 2)! (Fiir die Reihenfolge der restlichen n — 2 Punkte
hat man soviele Mdoglichkeiten, und diesmal ist der Anfangspunkt und die Richtung schon

—1)!
eindeutig.) Also ist das Ergebnis (n 5 ! (n—2)!

Hamiltonsche Kreise. (Es gibt n! Reihenfolgen, doch bei einem Kreis

2.7.7. Ja. Ein Beispiel sieht man in Abbildung 57.

Abbildung 57: Die Anzahl der Knptenpunkte is gerade, die Anzahl der Kanten ist ungerade,
und es gibt einen FEulerschen Kreis im Graphen.

2.7.8.

a) Ja. Sei G ein Kreis mit n Punkten. Klar, dass es einen Hamiltonschen Kreis in G gibt. In
G hat jeder Punkt Grad n — 3. Falls n > 5 ist, dann ist n — 3 > %, also existiert laut des
Satzes von Dirac ein Hamiltonscher Kreis in G. Es ist einfach zu sehen, dass der Kreis auch

flir n = 5 gut ist.

b) Ja. Sei G ein Stern mit n Punkten. G hat keinen Hamiltonschen Kreis, da er Punkte mit
Grad 1 beinhaltet. G hat einen isolierten Punkt, also kann er auch keinen Hamiltonschen Kreis
enthalten.

2.7.9. Nein, der Graph beinhaltet keinen Hamiltonschen Kreis. Beweis: man entferne die
markierten 5 Knotenpunkte, und der Graph zerféllt in 6 Komponenten.
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2.8 Farbungen

2.8.1. Die chromatische Zahl ist mindestens 8, da z. B. vy,...,vs einen Kg bilden. 8 Farben
reichen aber auch aus, wie die folgende Farbung zeigt: die Farben werden mit 0, ..., 7 bezeich-
net, v; bekommt die Farbe: i mod 8. Das ist eine korrekte Féarbung, weil die Entfernung von
Knotenpunkten mit derselben Farbe ein Vielfaches von 8 ist und so kénnen sie nicht verbunden
sein.

2.8.2.

a) Die maximale Anzahl der unabhéngigen Knotenpunkte ist 2 (man kann hochstens 2 Kno-
tenpunkte auswahlen, so dass keine Kante zwischen ihnen lduft, ndmlich zwei Punkte, die im
Hamiltonschen Kreis benachbart sind), so braucht man mindestens 2k/2 = k Farben. k£ Farben
reichen auch aus, wie die folgende Farbung zeigt: man bezeichne die Knotenpunkte entlang
des weggelassenen Hamiltonschen Kreises mit vy, ..., v9x; vo; und ve; 1 bekommen die Farbe
i(i=1,...,k).

b) Die maximale Anzahl der unabhéngigen Knotenpunkte ist 2, so braucht man mindestens
[(2k + 1)/2] = k + 1 Farben. k + 1 Farben reichen auch aus, eine mégliche Féarbung ist die
von Aufgabe a), mit dem Unterschied, dass der letzte Punkt allein die Farbe k + 1 bekommt.

2.8.3. Zuerst eine triviale Bemerkung: wenn ein Graph mit 3 Farben farbbar ist, dann ist er
auch so mit 3 Farben farbbar, dass die Farbe eines Knotenpunktes schon im voraus festgelegt
ist.

Nun betrachte man einen Graphen mit n Knotenpunkten (der Graph hat genau die Eigen-
schaft von Aufgabe 2.1.4. und sieht wie in Abbildung 26 aus). Die Behauptung wird mit
vollstdndiger Induktion fiir n bewiesen. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Man nehme an,
die Behauptung ist schon fiir Vk < n bewiesen. Falls der Graph kreisfrei ist, ist die Behaup-
tung selbstverstdndlich (ein kreisfreier Graph hat auch keine ungeraden Kreise und so ist er
bipartit, also kann er sogar mit 2 Farben geféirbt werden). Sonst nimmt man einen Kreis (C)
und farbt ihn (unabhéngig vom Rest des Graphen) mit 3 Farben (wenn der Kreis eine gerade
Lénge hat, reichen 2 Farben aus, sonst braucht man alle 3). Wenn man die Kanten dieses
Kreises entfernt, zerfillt der Graph in Komponenten.

Zwei Knotenpunkte des Kreises konnen nicht in derselben Komponente sein. Wenn némlich
die Punkte z und y des Kreises beide in der Komponente K liegen, dann gibt es einen x — y
Weg sowohl in K als auch in C. Diese Wege bilden zusammen wiederum einen Kreis, also sind
die Kanten, die in C zwischen x und y laufen, in mindestens zwei Kreisen enthalten (siehe
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Abbildung 58).

Die Féarbung von C' schreibt also nur die Farbe eines einzigen Punktes in jeder Komponente
vor, und so kénnen die Komponenten laut der Induktionsbedingung (sie haben weniger als n
Knotenpunkte) und der ersten Bemerkung entsprechend gefirbt werden.

K

Abbildung 58: Wenn sich z und y in derselber Komponente befinden, wiren die Kanten des
Kreises K zwischen z und y in zwei Kreisen enthalten.

2.8.4.
a) Ein r-reguldrer bipartiter Graph ist die Vereinigung von r disjunkten Matchings (siehe
Aufgabe 2.2.1.), die den r Farben entsprechen.

b) Siehe Aufgabe 2.2.4..

2.8.5. In Aufgabe 2.8.2. b) wurde bewiesen, dass die chromatische Zahl dieses Graphen k+1
ist, falls der Graph 2k 4 1 Punkte hat. Aber es gibt keinen K1 in diesem Graphen, weil es
unter beliebigen k£ 4+ 1 Punkten mindestens zwei gibt, die im weggelassenen Kreis benachbart
sind, also sind sie im Graphen nicht verbunden. Es gilt also:

x=k+1, w<k+1
Der Graph ist also nicht perfekt.

2.8.6. x(P) = 3. Weniger kann es nicht sein, da P kein bipartiter Graph ist. (Er beinhaltet
namlich Kreise mit ungerader Linge.) Eine Férbung mit 3 Farben kann man einfach konstru-
ieren.

Xe(P) = 4. Wiren die Kanten von P mit 3 Farben firbbar, dann wiirden 3 disjunkte vollstén-
dige Matchings in P existieren, was Aufgabe 2.2.2. widerspricht.

2.8.7. Falls x(G) = 3, dann gibt es einen ungeraden Kreis K in G. Wenn wir eine beliebige
Kante weglassen, dann ist G schon mit 2 Farben firbbar, also darf kein ungerader Kreis in
G — e existieren. Das bedeutet, dass e € K. Da e beliebig war, folgt, dass G = K. Also die
Antwort ist: ein Kreis mit ungerader Linge (und eventuell noch isolierte Punkte).
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2.8.8. Numerieren wir die k Farben von 1 bis k. Numerieren wir auch die Punkte, so dass jeder
Punkt die Zahl seiner Farbe bekommt. Richten wir alle Kanten, so dass sie von dem Punkt
mit der kleineren Zahl zu dem Punkt mit der grosseren Zahl zeigen. (Zwischen Punkten mit
der gleichen Zahl fithren ja keine Kanten.) In diesem Fall geht ein gerichteter Weg immer von
Punkten mit kleineren Zahlen zu Punkten mit grésseren Zahlen. Klar, dass der lingste Weg
hochstens durch & Punkte gehen kann.

2.8.9. In beiden Graphen befindet sich ein Ky, also x > 4 in beiden Fillen. Den linken
Graphen kann man mit 4 Farben farben (sieche Abbildung 59 linkes Bild), also x = 4. Bei dem
anderen Graphen ist es einfach zu sehen, dass a = 2, also muss x wegen des Satzes xy > =
mindestens 5 sein. Mit fiinf Farben ist es schon farbbar, siehe das rechte Bild in Abbildung 59.

1 1

=1

Abbildung 59:

2.8.10. Sei der Baum mit zwei Farben geférbt. Falls der lingste Weg im Baum aus mindestens
vier Punkten besteht, dann existieren zwei Punkte in diesem Weg, die verschiedene Farben
haben und nicht adjazent sind. Diese Punkte kann man verbinden und der Graph bleibt
noch mit zwei Farben farbbar. Also, um die gewiinschte Eigenschaft zu erfiillen, darf der
léingste Weg aus hochstens drei Punkten, das heisst, aus hochstens zwei Kanten bestehen.
Das charakterisiert eben die Sterne. Es ist trivial, dass die Sterne die gewiinschte Eigenschaft
tatsdchlich erfiillen.

2.9 Planaritit

2.9.1.
a) Der Graph ist planar; eine mogliche kreuzungsfreie Umzeichnung mit geraden Linien siehe
in Abbildung 60.

b) Nicht planar; der Petersen-Graph enthélt K33 als topologischen Teilgraphen (siehe Abbil-
dung 61).
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Abbildung 60:

Abbildung 61: K33 in dem Petersen Graphen

c) Der Graph ist planar; eine mdogliche kreuzungsfreie Umzeichnung mit geraden Linien siehe
in Abbildung 62.

2.9.2. Graph I enthdlt Punkte mit Grad 4, Graph 2 aber nicht, also kénnen sie nicht iso-
morph sein. Sie sind aber schwach isomorph, weil sie mit Hilfe der Whitney-Satze ineinander
transformiert werden kénnen.

2.9.3.
a) Wenn G planar ist, dann gilt 3n — 6 > e. Wenn die minimale Gradzahl gleich 5 ist, dann
hat G mindestens 5n/2 = 2.5n Kanten, also e > 2.5n. Daraus folgt

3n—6 > 2.5n

n > 12

b) Einen entsprechenden Graphen mit n = 12 siehe in Abbildung 63. Es ist das Kantennetz
eines Tkosaeders.
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Abbildung 63:

2.9.4.
a) Nicht planar. Fiir den Beweis siehe b).

b) Jeder Punkt hat (zﬂ) Nachbarn. In einem planaren Graphen ist die minimale Gradzahl
hochstens 5, also es gilt (',zi) = (kgl) < 5. Daraus folgt, dass k < 2. Also ist nur G4 ; planar.

2.9.5.

a) Der entstandene Graph sei G, sein Dual sei G'. Eine Kante in G’ entspricht dem Durchqué-
ren einer Gerade in G. Man betrachte einen Kreis in G'. Das entspricht einer geschlossenen
Folge von benachbarten Flichen in G. Wenn dabei eine Gerade durchquért wird, wird sie
noch einmal in die andere Richtung durchquirt. Daraus folgt, dass die Kreise in G’ eine gera-
de Linge haben und so kénnen die Knotenpunkte von G' mit 2 Farben gefirbt werden. Das
bedeutet, dass die Fldchen in G mit 2 Farben farbbar sind.

b) Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir Kreise, weil auch Kreise die Eigenschaft besit-
zen, dass die geschlossene Folge von Flichen jedes Mal, wenn sie sie in die eine Richtung
durchquéhrt, auch in die andere Richtung durchquiren muss.

2.9.6. Eine Landeskarte, flir die man mindestens 6 Farben braucht, ist in Abbildung 64 zu
sehen. Ahnlicherweise kann man Landeskarten konstruieren, fiir die man eine beliebig hohe
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Anzahl von Farben braucht.

Abbildung 64:

2.9.7. Ja, das ist ndmlich das Kantennetz eines Wiirfels (siehe Abbildung 65).

Abbildung 65: Ein Wiirfel in planarer Darstellung

2.9.8. In einem sechfach zusammenhéngenden Graphen muss jeder Punkt mindestens Grad
sechs haben, sonst kénnte man einen Punkt so isolieren, dass man seine (hdchstens fiinf)
Nachbarpunkte weglasst. Daraus folgt, dass e > 67” = 3n. Es ist aber bekannt, dass in einem
planaren Graphen e < 3n — 6 gilt. Das ist ein Widerspruch, also existiert kein solcher Graph.

2.9.9. In Abbildung 61 auf der Seite 64. ist zu sehen, dass der Petersen-Graph K33 als
topologischen Teilgraphen beinhaltet. Bei der Konstruktion wurden nicht alle Kanten benutzt:
eine innere und eine mittlere Kante wurde nicht verwendet. Das bedeutet, dass man (wegen
der Symmetrie) eine beliebige innere oder mittlere Kante weglassen kann und der Graph ist
immer noch nicht planar. Da die Rolle der inneren und &usseren Kanten auch symmetrisch
ist, geht das auch fiir eine dussere Kante. Also ist der iibriggebliebene Graph auf keinen Fall
planar.

2.9.10. Wegen dem 4-Farben Satz gilt in einem planaren Graphen y < 4. Ausserdem gilt in
jedem Graphen x > 7. Aus diesen beiden folgt eben a > %. Ein Beispiel, wo hier Gleichheit
steht, ist K4 (wegen n =4 und a = 1).
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3 Zahlentheorie

3.1 Teilbarkeit

3.1.1.

a) a¥ —b* = (a — b)(a* 1 +a* 2+ aF 3% + ...+ abF 2 b))

b) a2k+1 + b2lc+1 — (a + b) (a2k _ a2k—1b + a2k—2b2 — .. = ab2k_1 + b2k)
c) 1+ 2 ist kein Teiler von 12 + 22.

3.1.2. Sei n die kleinste solche Zahl. In kanonischer Form:

n=p'py’ Py
Dann gilt:
3-5=15=d(n)=(a1 +1)(azg+1)---(ay +1)
Es kommen also nur Zahlen der Form p'* und p?¢* in Frage, wobei p und g verschiedene

Primzahlen sind, p # 3, ¢ # 3. Die kleinste solche Zahl ist 2452.

3.1.3. Es soll bewiesen werden, dass der grosste gemeinsame Teiler des Zahlers und des Nen-
ners fiir jeden Wert von n gleich 1 ist. Sei # der Zahler und y der Nenner, d = (z,y). Daraus
folgt:

dly—nz=n*+1=:2

Daraus folgt wiederum
dlz—nz=n*+2n—-nn*+1)=n

Es ergibt sich
dlz—n?>=1

also kann d nur 1 sein.

3.1.4. Wegen 1998 = 37-54 gilt, dass 2'9% —1 = (237)5* — 154, Aufgabe 3.1.1. a) mit a = 237,
b =1 und k = 54 liefert eben die gewiinschte Behauptung.

3.1.5. 1998 = 2-33.37. Damit der grosste gemeinsame Teiler 9 ist und das kleinste gemeinsame
Vielfache mit 27 teilbar ist, muss eine der Zahlen mit 9 (aber nicht mit 27), die andere mit
27 (aber nicht mit 81) teilbar sein. Bezeichne a jene Zahl, die nur mit 9 teilbar ist und b die
andere, die auch mit 27 teilbar ist.

Damit das kleinste gemeinsame Vielfache 1998 wird, muss man noch ein Faktor 2 und ein
Faktor 37 zwischen a und b verteilen. Dafiir hat man 4 Moglichkeiten:

a=9, b=27-2.37

a=9-2, b=27-37
a=9-37, b=27-2
a=9-2-37, b=27

67



3.1.6. Die letzte Ziffer der Potenzen von 23 hat eine Periode der Lénge 4:
329 =27T—=1=3—...

Deswegen muss man untersuchen, welchen Rest 1523 gibt, falls es mit 4 dividiert wird.

Der Rest der Potenzen von 15 hat eine Periode der Linge 2:
3—-1—-3—>...

Da 23 ungerade ist, bedeutet das, dass der Rest von 1523 gleich 3 ist, wenn es mit 4 dividiert
wird, und somit ist die letzte Ziffer von 2315% gleich 7.

(Im Kapitel Kongruenzen wird eine allgemeinere Methode fiir die Losung solcher Probleme
dargestellt.)

3.1.7. Wenn das in z Jahren passiert, bedeutet es:
37+ | 1998 + z
also kann man folgende Gleichung aufstellen:
1998 + z = y(37 + )

wobei z und y positive ganze Zahlen sind. Diese Gleichung kann so umgeformt werden:

(x+37)(y — 1) = 1961
Das ergibt die folgende, einzig vorstellbare Losung:

z+37=53, y—1=237
Also wird das in £ = 16 Jahren wieder vorkommen.

3.1.8. Nie. Wenn n gerade ist (n = 2k), dann folgt aus 3.1.1. a), dass 3%% — 1 = 9% — 1 mit
9 — 1 = 8 teilbar ist, also kann 32 + 1 mit 8 nicht teilbar sein.

Wenn n = 2k + 1, dann ist 3" + 1 = 3 - 3%* 4 1. Eben wurde eingesehen, dass 3% den Rest 1
hat, wenn es mit 8 geteilt wird, also hat 3" 4+ 1 den Rest 4.

3.1.9.
32l L ont2 —3.9" 4 4.2" =3.9" —3.2" +3-2" +4.2" =3 (9" —2") 4+ 7.2"

Sowohl 3 - (9™ —2™) als auch 7 - 2" ist mit 7 teilbar. (Dass 9™ — 2™ mit 7 teilbar ist, folgt aus
Aufgabe 3.1.1. a.)

3.2 Kongruenzen

3.2.1. a) Man soll die letzten 2 Ziffern bestimmen, also ist die folgende Kongruenz zu lésen:

19977 =z (mod 100)
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(1997,100) = 1, also ist wegen des Euler-Fermatschen Satzes
1997100 — 1997%* =1 (mod 100)
und dhnlicherweise
19974940 — (199740)% . 1997° = 1“ . 1997° = 1997  (mod 100)
giiltig. (Also z&hlt nur der Rest der Potenz modulo 40.) Wenn man also die Kongruenz
72000 = 4 (mod 40) (2)

16st, dann gilt, dass
z =1997Y (mod 100)

Mit der gleichen Idee kann man das Losen von (2) vereinfachen, und zuerst die Kongruenz
2000 = z (mod ¢(40))
losen. Da (40) = 16 ist, folgt sofort, dass
z2=0 = y=7"=1 (mod40) = z=1997Y =1997 =97 (mod 100)
Die gesuchten Ziffern sind also 97.
b) Man soll mit der Methode von Punkt a) vorgehen. Die Aufgabe ist,
577" =z (mod 100)
zu l6sen. Dazu braucht man y und z aus
67" =y (mod 40)

und
79=z (mod 16)

zu bestimmen. (Benutzt wird, dass (57,100) = 1 und (67,40) = 1.) Es ist einfach zu sehen,
dass z = —1. Dann ist
y =671 (mod 40)

das heisst, dass
67y =1 (mod 40)

Wegen 67 -3 =201 =1 (mod 40) ist y = 3. (Da (67,40) = 1, weitere Losungen sind nicht
moglich.) Daraus folgt

x=57Y =57 = 185193 = 93 (mod 100)
Die Losung ist also 93.

3.2.2. Bei einer “normalen” Gleichung wiirde man mit 2 dividieren. Ahnlicherweise sucht man
auch hier das Invers von 2, um damit multiplizieren zu kénnen.
©(21) = 12. Da 2 und 21 teilerfremd sind, erhilt man aus dem Euler-Fermatschen Satz:

212 =1 (mod 21)
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Wenn man also die urspriingliche Kongruenz mit 2!' multipliziert, erhélt man
r=9-21=9.2048=9-11=99=15 (mod 21)

(Dieses Verfahren gibt eine allgemeine Methode, solche Kongruenzen zu lésen. In den einzelnen
Féllen kann man natiirlich einfacher vorgehen. Z. B. in dieser Aufgabe kann man die Kongruenz
mit 11 multiplizieren, und das Ergebnis folgt sofort.)

3.2.3. a) Aus der zweiten Kongruenz erhélt man
l=4z =z (mod 3)
Deswegen kann z in die Form
z=3y+1 (3)
geschrieben werden. Das wird in die erste Kongruenz substituiert:

5-By+1) = 3 (mod7)
y=15y = -2 (mod7)

= y="7Tz—2
Mit Hilfe von (3) bekommt man

z2=3-(72—-2)+1=21z-5=1z=-5 (mod 21)
Eine Restklasse modulo 21 bildet also die Losung.

b) Aus der ertsen Kongruenz wird = ausgedriickt

6x = 4 (mod 11)
z=12z = 8 (mod 11)
z=1ly+8 (4)

Die zweite Kongruenz sieht also folgenderweise aus

5-(11y+8) =2 (mod 6)
y =55y =—-38=4 (mod 6)
—= y==6z+4
Aus (4) erhélt man

z=11-(62+4)+8 =66z+52 =z =52 (mod 66)

3.2.4. Selbstverstindlich wird die Losung eine Restklasse modulo 5 sein, also reicht es, nur
xz € {0,1,2,3,4} zu betrachten. Die 0 ist natiirlich keine Losung, also ist (z,5) = 1. Aus dem
Fermatschen Satz folgt nun, dass

z*=1 (mod 5)
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also
w4u+1j — (w4)u Ll =1% .Y = Y (mOd 5)

Daraus folgt, dass
%% = 2% (mod 5)

z19% =22 (mod 5)

219 = ! (mod 5)

Also bekommt die Gleichung die Form
3 +2°4+2+1=0 (mod5)

Man kann jetzt manuell die 4 Méglichkeiten ausprobieren, und so ergibt sich, dass

= 2 (mod 5) oder
= 3 (mod 5) oder
= 4 (mod 5)

3.2.5. Dap | 10n — 1, so gilt (p,10) = 1. Aus dem Fermatschen Satz folgt also
10" =1 (mod p)

Ausserdem
p|1lon—1=10n=1 (mod p)

Aus den letzten zwei Kongruenzen erhdlt man, dass
10~ = 10n  (mod p)
Nach der Division mit 10 (wegen (p,10) = 1 bleibt der Modulus p):
10°"2=n (mod p)
was eben die Behauptung war.
3.2.6. Da m eine zusammengesetzte Zahl ist, kann es als ein Produkt aufgeschrieben werden:
m=ab, 1<a<m,l<b<m
Wenn a # b, dann ist sowohl a als auch b unter den Zahlen
1,2,...,m—1

enthalten, also ist (m — 1)! mit m teilbar, was zu beweisen war.
Wenn a = b, dann ist m = a? und wegen m > 4 gilt a > 2, also 2a < m. Deswegen ist sowohl
a als auch 2a unter den Zahlen

1,2,...,m—1

enthalten, also ist (m — 1)! mit m = a? teilbar.
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3.2.7. p sei eine Primzahl. Dann ist
1,2,....p—1
ein reduziertes System von Restklassen. Wenn (a,p) = 1 gilt, dann ist
la,2a,...,(p—1a

auch ein reduziertes System von Restklassen. Also enthalten die beiden Systeme die gleichen
Restklassen. Daraus folgt speziell, dass

1-2-...-(p—1)=1la-2a-...-(p—1)a (mod p)

Also
(p—1)!'=aP (p—1)! (mod p)
Wegen
p,(p—1)) =1

kann man mit (p — 1)! dividieren und so erhilt man

1=aP™' (mod p)

3.3 Zahlentheoretische Algorithmen

3.3.1. a)
1275 = 2-442 + 391
442 = 1-391451
391 = 7-51+34
51 = 1-34+17
34 = 2:174+0
Also (1275,442) = 17.
b)
203 — 2 +x+1 = (z+2)-(22° —5x—3) + 14z +7
1 3
222 — bz —3 = (?$—?>-(14x+7)+0

Also (223 — 22 + 2+ 1,222 — 5z — 3) = 14z + 7. (Oder ¢ (14z + 7), wo c eine beliebige reelle
Konstante sein kann.)

3.3.2. Wenn man den grossten gemeinsamen Teiler von 1 und a (a > 1) bestimmen mdochte,
lguft der Algorithmus wie folgt:

(@,)=(a—1,1)=(a—2,1)=...=(1,1) =1
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Das sind insgesamt a Schritte. Die Lange der Eingabe ist [loga], also ist die Anzahl der
Schritte eine exponentielle Funktion der Lénge der Eingabe. Daraus folgt, dass der Algorithmus
nicht in Polinomzeit arbeitet. (Es ist natiirlich mdglich, dass der Algorithmus fiir manche
Eingaben schnell ist, aber im schlimmsten Fall dauert er exponentiell lang.)

3.3.3. Da p und ¢ verschiedene Primzahlen sind, gilt (p,q) = 1. Aus dem euklidischen Al-
gorithmus folgt die Existenz von k und ! mit pk + gl = 1. Hier muss aber entweder k oder
I negativ sein. Z. B. sei | < 0. Dann erfiillen £ und n := —[ die gewiinschte Eigenschaft:
pk —gn =1 also pk = gn + 1.

3.3.4. m = pg = 77, p(m) = (p — 1)(¢ — 1) = 60. Der offentliche Schliissel muss zu 60
teilerfremd sein; die kleinste solche Zahl ist e = 7. Der geheime Schliissel ist sein Invers
modulo 60; das ist d =43, da 7-43 =301 =1 (mod 60).

Kodierung der Nachricht:

y=2¢=2"=128 =-26 (mod 77)

Dekodierung:
y? = (—26)** =? (mod 77)

Das kann man folgenderweise berechnen:

(—26)} = —26

(=26)> = 676 = —17 (mod 77)

(=26)* = ((—26)%)%=(-17)2=289=—19 (mod 77)
(-26)8 = ((-26)1)%=(-19)2 =361 =—-24 (mod 77)
(—26)1 = ((—26)%)? = (—24)2 =576 =37 (mod 77)
(—26)3 = ((—26)'%)? =37 = 1369 = —17 (mod 77)

Da43=324+8+2+41, so gilt

(—26)* = (—26)%2(—26)8(—26)?(—26)! = (—17)(—24)(—17)(—26) =
= (—19)(—24)(—26) = (—6)(—26) =2 (mod 77)

und somit haben wir die originale Nachricht zuriickbekommen.

3.3.5.
a) Man soll beweisen, dass

n | e _ g

Es reicht natiirlich zu beweisen, dass fiir alle p;-s

n; | mr(p(n)-f-l —

oder:

ro(n)+1

x =z (mod p;)

Falls p; | ¢, dann wird das trivialerweise erfiillt. Sonst kann man den kleinen Satz von Fermat
benutzen, und es ergibt sich
2Pl =1 (mod p;)
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Andererseits ist

e(n)=(p1—1)-...-(px — 1)

also

pi—1|¢(n)
und auch

pi — 1] rp(n)
Es folgt:

"™ =1 (mod p;)
also
2P = ¢ (mod p;)

was eben zu beweisen war.

b)Seiz. B.n=9,z=3,r=1. ¢(9) =6.
g M+ =37 -9.35=0#3 (mod9)
3.3.6. Da man mit k Tests eine Gewissheit von 1 —27% erreichen kann, braucht man 4 Tests,

um die Gewissheit von mindestens 90% garantieren zu konnen.
Man wiahle also 4 zuféllige Zahlen aus 1...16, z. B.: 9, 2, 5 und 12.

916 =818 = (—4)¥ =16"=(-1)* =1 (mod 17)

216 =48 = 16* = (-1)* =1 (mod 17)

516 =258 =88 =64 = (—4)' =162 = (—1)> =1 (mod 17)
1216 = (=) =16 = (-1)®* =1 (mod 17)

Also kann man mit einer Gewissheit von iiber 90% behaupten, dass 17 eine Primzahl ist.

3.3.7. Man soll beweisen, dass fiir jedes z, das zu n teilerfremd ist:

Dazu reicht natiirlich zu beweisen, dass
Vpi: pi| 2"t -1
also
x

-l = (mod p;) (5)

Da z und n teilerfremd sind, ist £ mit p; nicht teilbar, also gilt wegen dem kleinen Satz von
Fermat:
2Pl =1 (mod p;)

und daraus folgt wegen p; —1 | n — 1 eben (5).
3.3.8. Nehmen wir als Testzahl z = 2:

2560 1= (2280 + 1)(2280 _ 1) — (2280 4 1)(2140 4 1)(2140 _ 1) —
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— (2280 + 1)(2140 + 1)(270 + 1)(270 o 1) —
— (2280 + 1)(2140 + 1)(270 + 1)(235 + 1)(235 . 1)

Nun soll man die Potenzen von 2 modulo 561 bestimmen:

2l =2
22 =4
2t =16
28 = 256

216 = 65536 = —101
232 = (—101)? = 10201 = 103
23° = 23293 = 103 . 8 = 824 = 263
270 = 2632 = 69169 = 166
2110 = 1662 = 27556 = 67
2280 = 672 = 4489 =1
Weder 23° — 1, noch 23° 41, 270 + 1, 2M0 1 1 oder 2280 4 1 ist kongruent zu 0, also ist 561

keine Primzahl.

(Bemerkung: man sieht auch, dass der Fermat-Test das nicht detektieren wiirde, weil 2560 —1 =
(2280 +1)(2280 — 1) = 2- 0 = 0. Der Grund ist, dass 2!4? + 1 und 2!% — 1 Nullteiler sind: sie
sind zwar nicht 0, ihr Produkt ist aber schon 0. Daraus folgt natiirlich auch, dass 561 keine
Primzahl ist.)

3.4 Weitere Aufgaben

3.4.1. a)
Wenn n =0 (mod 3), dann ist n? =0 (mod 3).
Wenn n =1 (mod 3), dann ist n? =1 (mod 3).

Wenn n =2 (mod 3), dann ist auch n2 =1 (mod 3).
Also ist das Ergebnis entweder 0 oder 1.

b) Mit demselben Gedankengang: 0 oder 1.
c) Mit demselben Gedankengang: 0, 1 oder 4.

1 . .
3.4.2. Wenn man versucht, 3 als Summe von Potenzen von 2 aufzuschreiben, sieht man, dass

dabei die Zahlen
1 1 1

Z’ E’ 6_4’ e
benutzt werden. In der Tat, wenn man die Summe

iz’“_z 11
4) 4 1-1 4

1
1 1

1
bildet, erhélt man 3 Also ist die Losung

1
5 = 0,01010101...
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3.4.3. Sei n = 2*-m, wo 2{m. Dann gilt wegen der Multiplikativitit von d, dass

d(n) = (k+1)-d(m)

und
d(2n) = (k+2) - d(m)
also
d(2n) = d(n) :—ﬁ

Es wurde angenommen, dass

daraus folgt, dass
w = 3 — k=1
E+1 2
Das bedeutet, dass genau jene Zahlen, die mit 2 teilbar sind, aber mit 4 nicht, eine Lésung
der Aufgabe sind:

n=2 (mod 4)

3.4.4. Es soll bewiesen werden, dass 2" + 1 keine Primzahl sein kann, wenn n keine Potenz
von 2 ist.
Wenn n keine Potenz von 2 ist, dann hat n (mindestens) einen ungeraden Teiler, der grosser
als 1 ist:

n=m(2l+1) (I>0)

Dann gilt aber (siehe Aufgabe 3.1.1.b))
om 4 1| (2m)2H1 L2+ —9n 4 g
also ist 2" + 1 mit 2™ 4 1 teilbar. 2™ + 1 ist auf jeden Fall grosser als 1, und wegen
n=m(2l+1) >m

ist 2™ 4 1 kleiner als 2" 4 1. Daraus folgt, dass 2" + 1 ein echter Teiler von 2" + 1 ist, also
kann 2™ 4+ 1 keine Primzahl sein.
(Es wurde natiirlich nicht behauptet, dass jede Zahl, die die Form 22* 11 hat, eine Prim-
zahl ware. Siehe dazu auch Aufgabe 3.4.5.! Auf jeden Fall werden Primzahlen dieser Form
Fermatsche Primzahlen genannt.)

3.4.5. Es wird gezeigt, dass 641 | 232 + 1.

641 = 2* +5* = 2*=-5* (mod 641)

641 =5-2"4+1 = 5-27=—-1 (mod 641)

232 41=24.22841=-5*.22841=—-(5-2")"4+1=—(-1)*+1=-14+1=0 (mod 641)
Also ist 232 + 1 wirklich teilbar mit 641.

3.4.6.

Losung 1:

Wenn man indirekt annimmt, dass die Behauptung falsch ist, kann man das kleinste Gegen-
beispiel betrachten. Darunter wird in diesem Fall ein solches Gegenbeispiel (also ein solches
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(a,b,n)-Tupel) verstanden, wo n minimal ist. (Gibt es mehrere solche Tupeln, so nimmt man
ein beliebiges.) Es sei also (a1,b1,mn1) ein minimales Gegenbeispiel. Wenn a; gleich 1 ist, ist
die Behauptung trivialerweise erfiillt, also kann dieses Tupel kein Gegenbeispiel sein. Sonst
hat a; (mindestens) einen Primteiler: p. Es folgt

play = p|ni = pln = p?[nl = p’*|lai-bh = p* |

(Bei der letzten Folgerung wurde benutzt, dass a; und by teilerfremd sind, dass also p kein
Teiler von b; sein kann.)

Also a1 = p?-ag, n1 = p-nay. Es sei by = by. Es ist trivial, dass (a2,b2) = 1, ag - by = n3,
(ag,b2,n2) ist auch ein Gegenbeispiel (wenn nimlich a; = u? und by = v? wire, dann wire
a1 = (pu)?, by = v? und damit auch kein Gegenbeispiel) und no < n1, also ist (ag, bz, n2) ein
kleineres Gegenbeispiel, was ein Widerspruch ist.

Losung 2:

Eine Zahl ist genau dann ein Quadrat, wenn alle seiner Primfaktore mit einem geraden Ex-
ponent in der kanonischen Form vorkommen. Wenn man indirekt annimmt, dass z. B. a diese
Eigenschaft nicht erfiillt, das bedeutet, dass a z. B. mit p?#*! teilbar ist, aber mit p?**?2 nicht.
Das heisst aber auch, dass n? mit p?*?2 teilbar sein muss (in der kanonischen Form von n?
kommen ja alle Primfaktore mit einem geraden Exponent vor), und daraus folgt, dass b auch
mit p teilbar ist. Aber das ist ein Widerspruch, da a und b teilerfremd sind.

3.4.7. Zuerst wird gezeigt, dass =, ¥ und z, wenn sie die Form
z=d(n? —m?), y=2dnm, z =d(n®+m?)
haben, die Gleichung
z? + y2 = (6)

erfiillen. (Der andere Fall, in dem die Rollen von x und y verkehrt sind, ist genauso zu behan-
deln.) In der Tat:

22 +y? = d?(n? — m?)? + 4d®n*m? = d?(n* — 2n°m? + m* + 4n?m?) = d?(n? + m?)? = 22

Nun wird die andere Richtung bewiesen. Man betrachte die sogenannten primitive Losungen
von (6), das heisst: solche (z,y, z)-Tupel, die als grossten gemeinsamen Teiler 1 haben. (Das
bedeutet auch, dass sie paarweise teilerfremd sind, weil ein Teiler von zwei der Variablen
automatisch auch ein Teiler des dritten wéire: wenn zum Beispiel sowohl z als auch z mit &
teilbar wire, wiirde das bedeuten, dass y? = 22 —z? mit k? teilbar wire, y wire also auch mit &
teilbar.) Die allgemeine Losung kann man erhalten, in dem man alle Variablen einer primitiven
Losung mit einer Konstante d multipliziert. (Man kann nédmlich aus einer beliebigen Losung
die zugehdrige primitive Losung erhalten, in dem man alle drei Zahlen mit ihrem grossten
gemeinsamen Teiler dividiert.)

In einer primitiven Losung kénnen x und y nicht beide gerade Zahlen sein, weil sie teilerfremd
sind. Es ist auch nicht méglich, dass sie beide ungerade wiren, denn in diesem Fall wére

2=1 (mod4), y*=1 (mod4) = 22=2 (mod 4)

was unmoglich ist, da das Quadrat einer natiirlichen Zahl entweder die Form 4k oder 4k + 1
hat. (Siehe Aufgabe 3.4.1. b).) Also ist einer von z und y gerade, der andere ungerade. Da
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ihre Rollen symmetrisch sind, kann man annehmen, dass z ungerade und y gerade ist. Dann
ist z natiirlich auch ungerade. Wenn man nun (6) etwas umformt und mit 4 dividiert, erhélt
man

(y)in.(Q 2):z+a:‘z—:c

2 2o 2 2
Mit .
y z+w Z—T
t:— e b:
2 *T T 2
erhalt man
2 =ab

wo a, bund ¢ ganze Zahlen sind. Dabei ist (a,b) = 1. Wenn nadmlich d ein gemeinsamer Teiler
von a und b wire, dann wire d auch ein Teiler von a + b = z und a — b = z, aber (z,z) = 1.
Das bedeutet also, dass a, b und t die Bedingungen der Aufgabe 3.4.6. erfiillen. Also gilt:

a=n2b=m
Wenn man das in die Definition von a und b einschreibt, erhdlt man:
zZ+x 9 Z—X 9
2T 2
2 T2

woraus sich eben

ergibt. Wegen

erhdlt man ausserdem
y = 2nm

was eben zu beweisen war. Es ist auch klar, dass (n,m) = 1 und n > m. Da z = n? + m?
ungerade ist, gilt ausserdem 2 {n — m.

(Das ist also die Form einer primitiven Losung. Um die allgemeine Losung zu erhalten, muss
man z, y und z mit derselben — mit d bezeichneten — Zahl multiplizieren.)

3.4.8. Wenn (z, y, z) eine Losung der Gleichung

$2+y2:z2

ist, dann gilt laut Aufgabe 3.4.7.:
z =d(n® —m?), y = 2dnm, z = d(n*>+m?)

wobei 2 1 n —m. (Oder die Rolle von z und y ist umgekehrt, aber das ist egal wegen ihrer
Symmetrie.) Es soll bewiesen werden, dass zyz mit 3, 4 und 5 teilbar ist.

Wenn entweder n oder m mit 3 teilbar ist, dann ist auch y = 2nm und damit auch zyz mit 3
teilbar. Sonst, d. h. wenn weder n noch m mit 3 teilbar ist, dann folgt

n=m?=1 (mod 3)

(siehe Aufgabe 3.4.1. a).) Daraus folgt, dass z = d(n? —m?) und damit auch zyz mit 3 teilbar

1st.
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Da entweder n oder m gerade ist, ist y = 2dnm und damit auch xyz mit 4 teilbar.

Wenn entweder n oder m mit 5 teilbar ist, dann ist auch y = 2nm und damit auch zyz mit
5 teilbar. Sonst, d. h. wenn weder n noch m mit 5 teilbar ist, dann ist sowohl n? als auch
m? kongruent zu entweder 1 oder 4 modulo 5 (siehe Aufgabe 3.4.1. c)). Wenn sie zueinander
kongruent sind, dann ist z = d(n? — m?) teilbar mit 5. Wenn sie nicht zueinander kongruent

sind, dann ist aber ihre Summe und damit auch z = d(n? + m?) mit 5 teilbar.

4 Algebra

4.1 Elementare Gruppentheorie

4.1.1. Da abb~'a™! = e, ist das Invers von ab eben b~ 'a"!.

4.1.2. Ja. Man multipliziere beide Seiten der Gleichung von links zuerst mit a~!, dann mit
b~!. So erhilt man, dass = = y.

Bemerkung: man kénnte erwidern, dass bei reellen Zahlen zum Beispiel aus 0 - x = 0 - y nicht
x = y folgt. Aber das ist kein Gegenbeispiel, denn die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen
enthilt die 0 nicht.

4.1.3. Allgemein stimmt das nicht. (In einigen speziellen Féllen, wie z. B. in kommutativen
Gruppen, natiirlich ja.) Beispiel: man nehme die Diedergruppe Ds, c sei eine Spiegelung, z die

Drehung um ?ﬂ, y die Drehung um ?ﬂ Dann ist zwar zc = cy, aber £ und y sind verschieden.

4.1.4.
a) Die Operation fithrt aus der Menge der reellen Vektoren der Lénge n aus, da das Ergebnis
des Skalarprodukts eine reele Zahl ist.
b) Die Operation fiihrt nicht aus der Menge der ganzen Zahlen aus.
Assoziativitat:
(xxy)*z=zx*(y*2)

soll gelten. Das heisst:
(z+y+1)+z+1=z+(y+2z+1)+1 = assoziativ

Neutrales Element:
Ve exz ==z

soll gelten. Das heisst:
(e+z+l)=2 = e=-1
Invers:

Ve Izl zxz l=e

soll gelten. Das heisst:

z+z ' 41=-1 = g l=z-2

Kommutativitat:
TkY=Y*2x
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soll gelten. Das heisst:
z+y+l=y+x+1 = kommutativ

Also es ist eine kommutative Gruppe mit e = —1.

c) Nicht assoziativ (z. B. | |1+ 1|+ (—=2) | = | 14+ |1+ (—2)| | stimmt nicht), also weder Gruppe
noch Halbgruppe.

d) Die Operation fiihrt nicht aus der Menge der positiven reellen Zahlen aus.

Assoziativitat:

Ty . L _yz
v R R |
e i o o S el el
Nach einigen Vereinfachungen erhilt man:
TYZ Yz

ry+zz+yz+z+r+y+1 zytzzt+rctyz+yt+z+1
Also ist die Operation assoziativ.

Neutrales Element:
ze

stet+tl
soll gelten. Diese Gleichung kann fiir e unabhéngig von z nicht geldst werden, also gibt es kein
neutrales Element. So folgt, dass es eine Halbgruppe ist.
Kommutativitdt ist trivial, also es ist eine kommutative Halbgruppe ohne neutrales Element.

YV

4.1.5. Sei [0(a),0(b)] = k. Die Aufgabe ist zu beweisen, dass o(ab) | k. Es ist genug zu zeigen,
dass (ab)* = e. In einer kommutativen Gruppe gilt (ab)® = a* - b*. Da o(a) | k und o(b) | k,
so folgt, dass a* = e und b*¥ = e. Zusammenfassend:

(ab)f =ak P =e.e=¢

Damit wurde die Behauptung bewiesen.

4.1.6. Da die Gruppe mindestens 2 Elemente hat, konnen wir ein Element z wihlen, so dass
z # e. Wenn o(z) eine Primzahl ist, dann sind wir fertig. Sonst sei o(xz) = pq, wobei p eine
Primzahl ist. Dann gilt aber o(z?) = p.

4.1.7. Aus z? = e folgt, dass x = =~ '. Weiterhin gilt:

y:xy3w_1:m_ly?’x:w_l-y-y-y-x:w_l-:vy3:v_1-wy3:v_ -:By3:c T =1y = Yy =e€

Genau das war zu beweisen.

4.1.8. r und y seien beliebige Elemente aus G. Da o(z) = 2, gilt ! = z, dhnlicherweise
y~! =y und (zy)~! = zy. Andererseits ist (zy)~' = y~'z~! = yz (siche Aufgabe 4.1.1.).
Daraus folgt xy = yz, also ist G kommutativ.

4.1.9. Ja, z. B. die Transformationsgruppe des Kreises beinhaltet fiir jede natiirliche Zahl k
2
die Drehung um %, die Ordnung k hat.

4.1.10. Sei z ein beliebiges Element von G, k = o(z). (z 1)¥ = (zF) 1 = e ! = ¢, also gilt:
o(z™') <k = o(z).

Wenn man denselben Gedankengang fiir z~! statt = benutzt, erhilt man: o(z) < o(z™!). Aus
den beiden Ungleichungen folgt eben o(z) = o(z!).

80



4.2 Untergruppen, Nebenklassen, Normalteiler

4.2.1. Dae € H, g~'eg = e ist auch ein Element von H*.

Wenn z* und y* zwei Elemente von H* sind, dann haben sie die Form z* = ¢ 'zg, y* = ¢ yg,
wobei z und y Elemente aus H sind. Daraus folgt, dass zy auch ein Element von H ist, also
gilt g~'zyg € H*. Andererseits ist das eben

1

g 'zyg =g 'zgg” 'yg = z*y*

also ist H* geschlossen beziiglich Multiplikation.
Aus z € H folgt auch 7! € H und dadurch g~'z~'g € H*. Das ist aber wegen

1 1 1 1

#'(g e i) =g lwgg e lg=g lzzTlg=g 'g=e

genau (z*)7!, also ist H* geschlossen beziiglich Inversbildung. Also ist H* eine Untergruppe.
Wenn H ein Normalteiler ist, dann ist H* = H, und damit ist H* auch ein Normalteiler.
Wenn H* ein Normalteiler ist, daraus folgt gH*g~' = H*, aber gH*¢g™' ist eben H. Also ist

H auch ein Normalteiler. Die Antwort ist also ja.

4.2.2. H sei eine Untergruppe von G mit Index 2. Die Nebenklassen von H bilden eine
Partition von G. In diesem Fall kann es nur zwei Nebenklassen geben: H und den Rest, den
wir kurz mit H* bezeichnen werden. Man nehme ein beliebiges Element g € G.

Wenn g € H, dann ist sowohl gH als auch Hg eben H. Sonst muss sowohl gH als auch Hg
eben H* sein. In beiden Fillen ist gH = Hg, also ist H ein Normalteiler von G.

4.2.3. H sei eine Untergruppe von G, g ein beliebiges Element von G. Da G kommutativ
ist, bestehen gH = {gh | h € H} und Hg = {hg | h € H} aus denselben Elementen, also ist
H ein Normalteiler von G.

4.2.4. Da |G| = 32, gilt: o(x) | 32. Da aber z® # e, ist o(z) kein Teiler von 8. Also kann o(z)
entweder 16 oder 32 sein. Wenn o(z) = 16, dann hat die von z generierte Untergruppe die
Index 2, also ist sie laut Aufgabe 4.2.2. auch Normalteiler. Wenn o(z) = 32, dann ist die von
z generierte Untergruppe eben GG, was natiirlich auch ein Normalteiler ist.

4.2.5. e€ Z, weil Vg € G eg = g = ge.

Wenn z,y € Z, dann gilt Vg € G g(zy) = (92)y = (x9)y = z(gy) = z(yg) = (xy)g, also ist
auch zy € Z, d. h. Z ist geschlossen beziiglich Multiplikation.

Wenn z € Z, dann gilt Vg € G g7z = zg™! (da g~! auch ein Element von G ist). Wenn man
das Invers dieser Gleichung betrachtet, bekommt man: Vg € G 27 'g = gz~! (siche Aufgabe
4.1.1.), was eben bedeutet, dass Z auch beziiglich die Inversbildung geschlossen ist.

Damit ist also bewiesen, dass Z eine Untergruppe von G ist. Z ist auch Normalteiler, weil fiir
jedesge G gZ ={gz | z€ Z} ={29 | z € Z} = Zg aus der Definition von Z folgt.
(Bemerkung: Z wird das Zentrum von G genannt.)

4.2.6. H ist eine Untergruppe von G, weil 1 € H, die Multiplikation fiithrt nicht aus H hinaus
(1-1=1,(-1)-1=-1,1-(-1) = -1, (=1) - (—1) = 1) und die Inversbildung auch nicht
(17! =1, (-=1)"! = —1). Da G kommutativ ist, ist H auch Normalteiler (siehe Aufgabe
4.2.3.). Die Nebenklassen sind: gH = Hg = {g, —g}.
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4.2.7. H ist natiirlich eine Untergruppe von G, da sie beide eine Gruppe mit der gleichen
Operation sind und H eine Teilmenge von G ist. Da G kommutativ ist, ist H auch Normalteiler
(siehe Aufgabe 4.2.3.). Die Nebenklassen sind: zZRT = R*z = {zr | r € R}, aus dem
Ursprung ausgehende Halbgeraden auf der komplexen Ebene.

4.2.8. Aus Aufgabe 4.1.6. folgt die Existenz eines Elementes a € G mit der Eigenschaft,
dass o(a) = p eine Primzahl ist. Da G keine echte Untergruppe hat und (a) eine Untergruppe
von G ist, kann es keine echte Untergruppe sein, also ist G = (a) = C) ((a) = {e} ist nicht
moglich).

4.2.9.
a) Wir wissen, dass H beziiglich die Operation geschlossen ist. Was man noch beweisen muss,
ist die Geschlossenheit beziiglich Inversbildung und dass e € H.

Da H nicht leer ist, enthilt es mindestens ein Element: . Wegen der Geschlossenheit von H
folgt: (z) C H. Daraus folgt auch, dass (z) endlich ist. Also gibt es ein ¥ = e € (z). Daraus
folgt natiirlich e € H. Ausserdem ist ¥~! eben das Invers von x, und das ist auch enthalten
in (z) und damit auch in H. Da z ein beliebiges Element von H sein kann, haben wir auch
bewiesen, dass H beziiglich Inversbildung geschlossen ist.

b) Sei z. B. G die additive Gruppe der ganzen Zahlen, H die Menge der positiven ganzen
Zahlen. H ist zwar geschlossen beziiglich Addition, aber keine Untergruppe (es gibt kein
Invers). H ist natiirlich auch nicht endlich.

4.2.10. Sei G = C, = (g) eine zyklische Gruppe, und H eine Untergruppe von G. Alle
Elemente von H sind Potenzen von g. Das Element mit dem kleinsten Exponent in H sei g*.
Behauptung: H = (g*).

Es ist trivial, dass H D (gk>. Nehmen wir indirekt an, dass H # <gk>. Das wiirde bedeuten,
dass es ein Element ¢™ in H gibt, das in <gk> nicht enthalten ist. Das heisst: k fm), also ist
d = (m, k) < k. Andererseits weiss man aus dem Euklidischen Algorithmus, dass d = ak + bm
fiir geeignete ganze Zahlen a und b. Also g¢ = g®*+o™ = (g*)%(¢™)? und da ¢* und g™ in H
enthalten sind, ist auch ¢ in H enthalten. Aber das ist ein Widerspruch wegen d < k, weil
wir angenommen haben, dass k£ das kleinste Exponent in H ist.

4.2.11. Laut Aufgabe 4.2.10. kommen nur zyklische Gruppen in Frage. Ausserdem muss die
Ordnung der Teilgruppe ein Teiler von 12 sein. Also kommen — neben den trivialen Unter-
gruppen {e} und Ci2 — nur die Gruppen Cs, Cs, C4 und Cs in Frage.

Man muss noch beweisen, dass diese tatséchlich Untergruppen sind. Sei g das Generatorele-
ment von C1o. Dann sind {e, g%}, {e, g%, %}, {e,9%,9%,¢°} und {e, g%, g%, ¢%, g%, 9'°} eben die
2-, 3-, 4- und 6-elementigen zyklischen Untergruppen.

Also hat C12 insgesamt 6 verschiedene nicht-isomorphe Untergruppen.

4.3 Homomorphismen, Ringe, Korper

4.3.1. Da G kommutativ ist, gilt z3y> = (zy)?, also ist f homomorph.
Kerf = {z | 23 = e} = {e, g%, g%}, wobei g das Generatorelement von Cjs ist.
G/Kerf ~Imf = {e, ¢° ¢% ¢°} = C4
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4.3.2. Nehmen wir zuerst an, dass G kommutativ ist. In diesem Fall gilt fiir beliebige Elemente
z und y (siehe auch Aufgabe 4.1.1.):

f@)fy) =zly =y a7 = (zy) 7 = f(ay)

also ist f homomorph.
Nehmen wir nun an, dass f homomorph ist. Nehmen wir beliebige Elemente z und y. Da f
homomorph ist, gilt

Fe ™) =Fflay™
also
zy=(z"ly ™) =y
d. h. G ist kommutativ.

4.3.3.
a) ¢ ist homomorph, weil fiir beliebige Polynome p und g:

o(p(z))p(g(z)) = p(a)q(a) = (pg)(a) = ¢(p(z)q(z))

und
e(p(z)) + ¢(g(z)) = p(a) + q(a) = (p + g)(a) = p(p(z) + ¢(z))

@ ist aber nicht isomorph, weil es nicht injektiv ist (es gibt viele Polynome, deren Wert im
Punkt a gleich ist).

b) ¢ ist homomorph, weil fiir beliebige Polynome p und g¢:

p(p(z))p(g(z)) = p(3z + 2)q(3z + 2) = (pqg) (3z + 2) = ¢(p(z)gq(7))

und

p(p(z)) + plg(z)) = p(3z +2) + ¢(3z + 2) = (p + q)(3z + 2) = ¢(p(z) + q(7))

 ist auch isomorph, wie das sein Invers zeigt:
_ z—2
¢ Hata) =a (752

(¢ ist nur eine Umskalierung der z-Koordinatenaxe; die Operationen werden dadurch nicht
beeinflusst.)

4.3.4. Da die Operationen die Ublichen sind, wissen wir, dass die Assoziativitit, die Kom-
mutivitdt und die Distributivitdt stimmt.
Die Addition fithrt aus der Menge nicht hinaus, weil

_ad+bc

+

a. . c

b d  bd

und wenn weder b noch d mit 2 oder 5 teilbar ist, dann ist bd auch nicht teilbar mit weder 2
noch 5, und das bleibt auch nach eventuellen Vereinfachungen wahr.

Mit dhnlichem Gedankengang sieht man, dass die Multiplikation auch nicht aus der Menge

hinausfiihrt:
ac

a.c
b d bd
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1
Die 0 und die 1 sind auch enthalten (g und I) und es gibt auch additives Invers:

L, e
b

[Sal RS

2 1
Es gibt aber kein multiplikatives Invers, z. B. — ist zwar enthalten, aber — nicht.

Also ist diese Struktur ein kommutativer Ring mit Einheitselement, aber kein Kérper.

4.3.5. Diese Struktur ist weder Ring noch Korper, weil sie nicht distributiv ist. Z. B. sei
f(z) = 12, g(z) =z, h(x) = —z. Dann ist

fg(z) + h(z)) =0

aber

fg(x)) + f(h(z)) = 222

4.3.6. Folgende Elemente haben ein Invers: 1, 5, 7, 11. (Diese Elemente sind selber ihre
Inversen.) Die restlichen Elemente sind nicht teilerfremd zu 12, also konnen sie auch kein
multiplikatives Invers haben.

4.3.7. x ist ein linksseitiger Nullteiler, d. h.  # 0 und es gibt ein Z # 0 mit Zz = 0. Daraus
folgt auch, dass
Z(zy) = (zx)y = 0y = 0

also ist zy auch ein linksseitiger Nullteiler.
Ein Beispiel, wo z + y kein Nullteiler ist: sei z = 2 und y = 3 im Ring der Restklassen modulo
6.

4.3.8.

a) Diese Struktur ist isomorph mit dem Korper der komplexen Zahlen, wobei die komplexe
Zahl a+bi als (a, b) representiert ist; die beiden Operationen sind eben die komplexe Addition
bzw. Multiplikation.

b) Diese Struktur erbt fast alle Eigenschaften vom Korper der reellen Zahlen. Das einzige
Problem ist die Division mit 0: das Nullelement dieser Struktur ist die Folge (0,0, ...), aber es
gibt auch andere Elemente, die kein multiplikatives Invers haben, ndmlich alle solche Folgen,
die mindestens eine 0 enthalten. Diese Struktur ist also ein kommutativer Ring, aber kein
Korper.

c) Diese Struktur ist isomorph mit der folgenden: die Elemente sind die Teilmengen einer
n-elementigen Menge (jede Teilmenge wird mit einer 0-1-Folge der Lange n kodiert), mit
symmetrischer Differenz als Addition (dies entspricht der XOR-Operation) und Durchschnitt
als Multiplikation (dies entspricht der AND-Operation). Es ist also ein Boolscher Ring.
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