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A mai gyakorlat anyaga a feltételes valésziniiség fogalmanak kiterjesztése volt a folytonos el-
oszlasokra. Hogy ezt jobban megértsiik, emlékezziink eldszor is vissza a diszkrét eloszldsnal tanul-
takra!

Legyen X és Y két diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozo, melyek az Sy illetve Sy halmazbdl
vehetik fel értékeiket. Ekkor ismerjiik az aldbbi két azonossigot:

1. Tétel (feltételes val6sziniiség szorzasi szabdlya diszkrét esetben).
PX=zéY=y=PX=z|]Y=y)-PY=y)=PY=ylX=2x) PX=ux).
2. Tétel (teljes valdsziniiség tétele diszkrét esetben).

P(X =1z)= Z P(X =z ésY =y), ésugyanigy P(Y =y)= Z P(Y =y és X =ux).

yESy TESX

Nézziink most erre egy példat is!

Legyen [ egyenletes eloszlast az Sg = {1,2,3,4, 5,6} halmazon, és legyen « egyenletes eloszlasi
az S, = {1,2.../} halmazon!

I[lyen valészintiségi valtozékat igen konnyedén készithetiink: [ lehet mondjuk egy kockadobés
eredménye, « pedig egy kockadobésé, amit csonkolunk, azaz ha a dobasunk az {1,2... 4} halmazban
van, akkor elfogadjuk, egyéb esetben pedig ujra dobunk.

Ekkor természetesen:

1 h <
P(a:u|ﬁzv):{ /v, hau<uv
0, egyébként
Szamoljuk ki most a P« és ) egylittes valdsziniiségi eloszlast, a P(«) valdsziniiségi eloszlast,
illetve a P(S | «) feltételes valészintiségi eloszlast!

1
P(a:uésﬂzv):P(a:u|6:v)-P(ﬂ:U):6—0, ha u <w.
1
Pla=u)= Z Pla=uésf=v)= Z —.
ve{1,2,3,4,5,6} ve{a,atl,..6}



—ylamy = PB=vésa=u 1 L R I
P=vla=u= P(a = u) 6 Z 6v o Z v

ve{a,a+1,...6} ve{a,a+1,...6}

Példaul: L1 .
P et 4 5 e = —_— = = —
(c és 5 =15) ik

11 (1 1 1\ 1 37

P = 4 = —_ .= = — — — _ = —

(a=4) v 6 <4_%5_F6> 6 360

vEL,5,6

1/30 12
(6=5lo=4)= 37755 = 37

Figyeljiik meg, hogy P(«a) és P(3) egyvaltozés fiiggvények, viszont P(a és 8), P(a | B) és
P(B | @) mind kétvaltozos fliggvények. Az utébbi hdrom kozétt a jelentds kiillonbséget csak az adja,
hogy P(« és ) dnmagaban egy valdsziniiségi eloszlas (azaz normalt), mig P(« | 8) csak rogzitett
B, P(B | a) pedig csak rogzitett o esetén valdszinliségi eloszlas. A konnyebb érthetéség kedvéért

képletben:
ZZP(a:uésB:v)zl, de
u€S, vESy
Vo € S ZP(a:u|6:v):1 és Yu e S, : ZP(ﬁ:v|a:u):1
UESa ’UGSﬁ

Az itt kapott eredményeket konnyedén tablazatokba is foglalhatjuk az egyvaltozds fliggvényeknek



vektorokat, a kétvaltozosoknak matrixokat feleltetve meg:

100000 1 00 0 0 O
1 1 1 1 1
110000 1 L L 0 0 0 0
L1190 0 1 L 1L 1L g 0 0
Plalg)= |3 3 3 P(B)= |°| Plaép)=|" T 1
i 11100 5 51 24 20 a2 0 0
1 1.1 1 1 g 1 1 1 1 1 1
5 5 5 5 5 6 30 30 30 30 30
11 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1
L6 6 6 6 6 64 L6 - L36 36 36 36 36 36
P(a)zwﬁﬂﬁﬁﬁ]
360 360 360 360 360 360

2 0 0 0
2 20 0

20 20 20
P(Bla) = |17 87 57
15 15 15 15
147 87 57 37
12 12 12 12 12
147 87 57 37 22
10 10 10 10 10
L7147 87 57 37 22 A

_ O O O O O

Most fogalmazzuk at az el6zo feladatot folytonossa, és vizsgaljuk meg, mit is mondhatunk ekkor
a kiilonb6z6 eloszlasokrol!

Legyen [ egyenletes eloszlasu az Sz = [0, 1] halmazon, és legyen a egyenletes eloszlast az S, =
[0, 8] halmazon!

Ilyen valésziniiségi valtozdkat igen konnyedén készithetiink, hiszen § éppen RN D, a-t pedig ugy
kapjuk, hogy RN Ds-t beszorozzuk § = RN D;-gyel. Tehdt 8 = RND; és a = RND; - RNDs.

Jeloljik a tovabbiakban o slirliség- és eloszlasfiiggvényét f,-val, illetve F,-val, § stirliség- és
eloszlasfiiggvényét fz-val, illetve Fg-val, és az (o, §) egyiittes stirliség- és eloszlasfiiggvényét pedig
rendre f, g-val illetve F,, g-val!

Ekkor természetesen:

1, ha0<v<1
fs(v) = {
0, egyébként.

Legel8szor most is szamoljuk ki az f, g egyiittes valosziniiségi eloszlast, és az f, valdsziniiségi
eloszlast!

Az els6 kiszamolasdhoz a matekérakon mar tanult bazistranszformaciés modszert fogjuk alkal-
mazni.



Legyen az eredeti bazisunk (z, y), és a fiiggvényiink az eredeti téren az (RN D;, RN D,) sliriiségfiiggvénye:

1, ha0<z<1,0<y<1

Y

fRNDl,RNDg(xay) = {
0, egyébként,

hiszen (RND;, RN D,) fliggetlen, azonos U|0, 1] eloszlasi valésziniiségi véaltozok. A képtér bazisa
legyen (u,v).
Ekkor a megfeleld | bazistranszformécié, és annak [~! inverze a kovetkezo:

l(z,y) = (xy,x), hiszen I[(RND;,RND,)= (a,() = (RND;- RNDy, RND;), és ebbdl
-1 . u
! (U,U) - (Ua ’U)

Ekkor tehat a megfelel6 Jacobi-determinans:

0 1
/v —u/v?

-1 1
det(J) = = =—, azaz |det(J])|= ot

Amibél: 1 O
fa,ﬂ(uav) = fRNDl,RNDZ(’LL,’U) . ; =1.-—=-.

Az f, kiszdmolasahoz ezutan « eloszlasfiiggvényét hasznaljuk:

a 1 a
Pla<a)= / / fo,p(u,v)dvdu = / fa(u)du, amibél
o Jo 0

fa(u):/o fa,ﬁ(u,v)dv:/ %dv:[ln(|u|)]i:—ln(u).

Erdemes megfigyelni, hogy ez az utolsé szadmitdsi mdd teljes egészében altaldnosithatéd, s igy
nyerjiik a kovetkezo, a diszkrét esethez messzemendkig hasonlito tételt:

3. Tétel (teljes val6sziniiség tétele folytonos esetben).

[x(z) :/es fX,Y(ﬂU,y)a és ugyanigy fy(y) :/ fX,Y(fU,y)-
Yycoy

TESx

Most prébéljuk meg az eléz6 feladathoz hasonléan kiszémitani a P(8 | ) és P(« | () feltételes
valdszintiségi eloszlasokat!

Sajnos nagyon hamar kideriil, hogy a diszkrét esetekben joél bevalt képleteink itt nem alkalmaz-
hatok, hiszen a

Pla=uésf=v)=0 Yu€ SyveSs és
Pla=uésfB =)
P8 =)

Pla=u|fB=v)= értelmetlen  Vu € S,,v € Sz esetén.



Mit tehetiink tehat? Nos, a helyzet az, hogy ugyanezzel a probléméval méar rogton a folyto-
nos val6szintiségi valtozok bevezetésekor is szembesiiltiink egyszer, s a megoldas a siirliség- és el-
oszlasfiiggvények hasznalata volt. Erdemes tehat most is ezzel prébéalkoznunk.

Emlékezziink vissza ehhez az f, g egyiittes siiriségfiiggvény definicidjara:

fos(w,v) = lim i Pu<a<u+Auésv<f<v+ Av)
af\th V)= o Avao Au - Av

Ehhez hasonl6 médon értelmezziik a feltételes stirtiségfiiggvényeket is. Nézziik eldszor f, | g-t!

Plu<a<u+Aul;v < g <v+ Av)

fa | ﬁ(u; ’U) = fa | ﬁ:v(u) = A]'},LIEO Al}]I_I)lO Au -

Pu<a<u+Auésv<pf<v+Av) 1

:AllltlilOAl'}IIE‘rIO P(v < B <v+ Av) Au
. . Pu<a<u+Auésv<f<v+ Av) Av
= lim lim . =
Au—0 Av—0 Au - Av Pv < <v+ Av)
— fa,,@(uav)
fs(v)
Es ugyanigy

fa,ﬂ(uav)

a\l, V) = a=u\V) = —F—~ -
f51a(u,0) = fa|a=u(v) )

Ebbdl a nevezdkkel vald atszorzassal kapjuk az alabbi tételt:

4. Tétel (feltételes valésziniiség szorzasi szabalya folytonos esetben).

Ixy(@,y) = fx | v(z,y) - fr(y) = frx(@,y) - fx(z).

fgy: f ( ) 1/ 1
B B U, V . v _ ,
fa|/3(U,U) = fB(U) = 1 - ’U’ es
. fa,ﬂ(u:v) _ 1/U — —1
fo1a(u,v) = falw) — —In(u)  wvin(u)
Példaul:

11 1
ois (33) = 7 =

11 ~1
S ) =~ 1,8205.
Jo1a (3’2) 1/2In(1/3) ~

Figyeljik meg, hogy itt foesp, fa|s €8 fs|a a diszkrét esethez hasonléan ismét kétvaltozos
fiiggvények, és az ott felirt egyenléségek folytonos analogonjai is teljesiilni fognak:

/ fap(u,v)dudv =1, illetve
S5 J Sa

5



Yv e Sp: /fam(u,v)du:l és Yu e S, : f81a(u,v)dv =1
Sa Sg

Valéban:

1 o 1oy Ly 1
//fa,ﬂ(u,v)dudv:/ / —dudvz/ [—} dv:/ ldv =1, illetve
0o Jo o Jo Y o tU-0 0
v Y1 Uy W
a , = —d = | — :—:1’ A
/0 fap(u,v) /0 ,du [v]o » és

[ [ g 5] -2 -

Es a diszkrét esethez hasonléan eredményeinket itt is tabldzatba foglalhatjuk:

fa1p(u,v) = ¢ fa(v) =1 fap(u,v) = 5
fa(u) = _ln(u)
f,B | a(u:v) = —L/lz)u)




