Helle Zita
lizi@math.bme.hu

Matematika B4
2003.09.22.

1. Definicié (klasszikus probléma). egy véletlen jelenséghez kapcsolddd megfigyelés, ha véges sok egymdst
kizard kimenetel tartozik hozzd, ezen kimenetelek valdszinisége egyforma, és 0sszegiik 1.

1. Tétel. Amennyiben az eseményterink, E minden elemének azonos a valdsziniisége, gy egy A esemény
(halmaz) valdszindségének kiszdmitdsdra alkalmazhatd az aldbbi képlet:

o az esemény szempontjdbdl kedvezd kimenetelek szdma | A]
valdsziniség = = —

az Osszes kimenetel szama |E|

1. Megjegyzés. [kicsit hosszira sikerilt megjegyzés a valdsziniiségszdmitdsi feladatok természetérdl,
amit azért érdemes elolvasni]

Mint arrdl a gyakorlaton is szo volt, a valdsziniségszamitdsi feladatokndl kulcsfontossdgi kérdés, hogy
az adott kisérletet, megfigyelést milyen kérilmények kézott végezzik. Egy adott eseménynek ugyanis ugy
onmagaban valojdban nincsen valdsziniisége, csak valamihez viszonyitva, csak a korilmények fiigguényében.
E‘ppen ezért, a feladatok megoldasdnak taldn legfontosabb része, hogy pontosan megértsik a példa szévegét, s
igy €ppen a megfeleld eseményteret valasszuk vizsgdloddsainkhoz.

Altaldnos esetben a példdban megfogalmazott kisérlet-megfigyelés pdrhoz tartozo eseménytérre egydltaldn

nem igaz, minden elemének azonos wvolna a valdszindsége (kilénben nem is lenne tul nagy pline megol-
dani a feladatot :) ). Ez azért jelenthet gondot, mivel az egyelére rendelkezésiinkre dlld egyetlen képlet,
a valdszinilség = kjj;‘i?;;iﬁ’“;z%“ csak €és kizdrolag olyan esetekben alkalmazhato, mikor az eseménytér
minden elemének azonos a valdszinisége. Egy valoszintségszamitdsi példa megolddsandl tehdt az elsddleges
feladatunk valdjdban az, hogy a feladat szévegébdl kihdmozzuk azt a megfigyelést, azaz eseményteret a meg-
adott kisérlethez, amely alapjin kiszdimohato a kérdezett valosziniség, és amelyre igaz, hogy minden elemének
azonos a valdsziniisége.

Sajnos ez sokszor igen nehéz feladat, és sok gyakorlatot igényel. A problémdt lényegében az jelenti, hogy
mavel a valdsdgtol teljesen elvonatkoztatunk, igy az éppen megfeleld eseménytér valdjaban azt az eseményteret
jelenti, amire a tandr éppen gondolt a feladat kitiizése kozben. Es ez nem vicc.

Amikor egy feladatban szabdlyos kockadobdsrdl beszéliink, és mind a hat oldal felbukkandsdt egyenléen %
valdszintdséginek vesszik, akkor valgjaban egydltalan nem foglalkozunk azzal, hogy ez mennyire modellezi j0l a
valosdgban tapasztaltakat. Még inkdbb ldthatd ez, amikor gyermeksziletésekrél van szo: a feladat megfogalmaz
eqy lehetséges sziiletési elvet, s mi ezen beliil dolgozunk, nem térédve azzal, hogy ez mennyiben felel meg a
- feltehetden létezd - wvalos sziletési statisztikdknak. Tehdt az, hogy a valdsagban mi torténik, o feladat
szempontjdbdl teljesen lényegtelen. A fontos az, hogy kibogardsszuk, hogy a tandr milyen kérilményekre is
gondolt a példa megfogalmazdsa kozben.

Es valdjdban ebben van segitségiinkre az a néhdny kozkeletd konvencid (definicid) is, melyeket klasszikus
problémaként irtunk fel a tabldara, és amiket most itt pontositanék.

Szabdlyos n-hosszu érmedobdssorozatrdl akkor beszélink, ha az eseményteriink az I és F jelekbdl elédallithato
0sszes n-hosszi sorozatot tartalmazza, s mindegyiknek a valdsziniisége egyenlden 2% Ez a valosagban jol mo-
dellezi azt a helyzetet, hogy eqy szabdlyos érmét egymds utdn n-szer feldobunk, és megfigyeljik a dobott oldalak
sorozatdt, de azt is, hogy n darab egymastol megkilonboztethetd érmét egyszerre feldobunk, és megfigyeljik a

dobdsok kimenetelét az érmék eqy eldre rogzitett sorrendjében.




Szabdlyos n-hosszi kockadobdssorozatrdl akkor beszéliink, ha az eseményterink az {1,2,3,4,5,6} szdmokbdl
elddllithato oOsszes m-hosszi sorozatot tartalmazza, s mindegyiknek a wvaldoszintisége egyenloen %. Ez o
valdsdgban jol modellezi azt a helyzetet, hogy egy szabdlyos kockdt egymds utin n-szer feldobunk, és meg-
figyeljik a dobott szdmok sorozatdt, de azt is, hogy n darab egymdstol megkilonboztethetd kockdt egyszerre
feldobunk, és megfigyeljik a dobdsok értékét a kockdk egy elére rogzitett sorrendjében.

Szabdlyos kdrtyakeverés alatt az {a1,as . ..a,} pakli esetén azt értjik, ha az eseményterink az {ay,as .. .an}
elemekbdl elédllithato dsszes permutdcidt (sorrendet) tartalmazza, s mindegyiknek a valdszindsége egyenlden
%. Ez a valosdgban jol modellezi azt a helyzetet, hogy egy szabdlyos n lapos kdrtyapaklit megkeverink, majd
megfigyeljik a kialakult lapsorrendet.

A késbbbiekben még sokszor fogunk megegyezni ezekhez hasonld konvencickban a "szabdlyos kozlekedésre”
vagy mondjuk a ”szabdlyos villanykortékre” vonatkozdan, de egyeldre vizsgdloddsainkban elegendd lesz a fenti
hdrom definicic ismerete.

Az, hogy az éppen megfeleld eseménytér kivalasztdsa utdn az eseménytér elemeinek, vagy a kedvezd ese-
teknek a megszamldldsa miként zajlik, mdr egyénenként vdltozo lehet. Leirhatjuk sorra a lehetdségeket,
haszndlhatunk kombinatorikai megfontoldsokat, vagy okoskodhatunk is: amennyiben az eseménytér azonos
volt, és gondolatmenetiinket nem hibdztuk el, az eredmény minden modszernél ugyanaz kell, hogy legyen.

Es akkor most az eddig elmondottak tikrében, nézzik végre a feladatokat :) !

1. Axiéma. Bdrmely A eseményre 0 < P(A) < 1.

2. Axiéma. A biztos esemény, azaz a teljes E eseménytér valdszindsége P(E) = 1. A lehetetlen esemény,
azaz az A =0 esmény valdszindsége P(A) = 0.

3. Axiéma. Amennyiben az A esemény felbonthaté véges sok, vagy megszamlalhatdan végtelen sok olyan
Ay, Ay, As . L Ay, eseményekre, melyekre igaz, hogy i # j — A;NA; =0, és Ay UAU---UA, = A, akkor

P(A) = % P(4).

2. Tétel. Bdrmely A eseményre P(A) =1 — P(A).

1. Két szabdlyos kockaval dobunk, és megfigyeljiikk a dobott szdmpér sszegét. Mi ekkor az eseménytér,
és mi a valosziniisége az egyes kimeneteleknek?

Két szabdlyos dobds Gsszegeként a 2,3,4...12 szdmok allhatnak elé, igy ehhez a megfigyeléshez a E =
{2,3,4...12} eseménytér tartozik.

A valészintliségek kiszdmitdsa ennél azért kicsivel nehezebb, hiszen errdl a kisérlet-megfigyelés parrél nem
tudjuk, hogy a hozza tartozé eseménytér minden eleme azonos valészinliségli volna. Amit viszont konnyedén
meg tudunk tenni, az az, hogy visszavezetjiik a feladatot a szbvegben szerepl6 klasszikus problémara.

Ehhez el6szor is kiilonboztessiik meg valamiképpen kockdinkat, mondjuk fessiik az egyiket zdldre, a
masikat pirosra, majd rogzitsiink koztiik egy sorrendet, mondjuk (piros, zold). Ekkor mar haszndlhatjuk a 2
szabalyos kocka feldobasa klasszikus problémahoz tartozé eseményteret, s a jél ismert képletiinket is. Tehat
az eseménytér az alabbi:



=4
3

% % )= 3
PA) =3 PO =5 PO =5 PO=x5
P)=35 PO =4 P1)=2 PI)=2 P(12)=4%

2. Mi a valésziniisége annak, hogy egy haromgyermekes csalddban a gyerekek mind egynemtiek, ha a
ldnyok és a fiik sziiletési valoszinliségét egyenlonek tekintjik?

Nos, ez a feladat éppen egy remek példa a pongyola megfogalmazasra, s igy az olvasétol fiiggéen maés
és més lehet a kapott valésziniliség. A szdvegbdl ugyanis valdjaban nem deriil ki egyértelmiien, hogy az az
eseménytér, melyben minden elemi esemény valésziniisége egyenld, melyik az alabbi kett6 koziil:

(Fig,Fig,Fia) (Lény,Fia,Fia)
(Fit,Fia,Lény) (Lany,Fiu,Lany)
(Fig,Lény,Fia) (Lény,Lény,Fiu)

(Fit,Lany,Lany) (Lény,Lany,Ldny)

{Fi4,Fiq,Fiu} {Fit,Lény,Lany }
{Fiy,Fig,Lany} {Lédny,Lany,Lany}

Ami ilyen helyzetekben segithet az eligazodasban, az a valészin{iségszamitasi feladatokban vald jartassag
(vagy a tandr alapos ismerete :) ). Itt példdul, arra hivatkozva, hogy ez az dltaldnosan bevett szokds, most
az els6 eseménytérrel fogunk szamolni.

Tehat a valésziniiség:

2
P(mindhdrom gyerek egynem) = 3

3. Kivessziik a piros figurdkat egy magyar kartya csomagbdl, megkeverjiik 6ket, majd sorban kitessziik
Oket az asztalra. Mi a valdsziniisége annak, hogy a kapott sorban el6bb lesz az alsd, mint a fels6?



Itt természetesen szabdlyos kdrtyacsomagrdl van szd, {gy az eseményteriink az { A, F, K, A} halmaz Gsszes
lehetséges sorrendjébdl (permutdcidjabdl) fog dllni, melyek szdma 4!, és haszndlhatjuk a tanult képletet.

A kedvez6 esetek szama pedig 12, melyet akar a lehet6ségek felsorolasaval, akar kombinatorikai megfon-
toldsokkal megkaphatunk (aki nem hiszi, jarjon utdna).

Tehat a kérdezett valésziniiség:

P(az alsé eldbb van, mint a felsd) = = 0,5.

4. Mi a valdszinlisége annak, hogy egy szabalyosan kitoltott és feladott lottoszelvénnyel nyertink az
Otoslottén, azaz legaldbb 2 talalatunk lesz?

Vilasszuk eseménytérnek a 90 szam Osszes 5-0drendii kombindacidit, azaz az 6sszes lehetséges esetet, ahogy
egy Otelemi halmazt kivdlaszthatunk az {1,2,3...90} halmazbdl. Ennek elemszdma |E| = (95?).

Mivel feltételezziik, hogy minden szadm-6tds azonos valésziniiséggel kertil kihizésra (igy példdul annak
a valdszinlisége, hogy a 15,32,47,60, 85 szamokat huzzak ugyanannyi, mint anak a valdsziniisége, hogy az
1,2,3,4,5 szdmokat hizzak!), igy ebben az eseménytérben haszndlhatjuk a jél bevalt képletiinket.

Mar csak a kedvezd kimeneteleket kell valamiképpen leszamolnunk. Jél lathatd, hogy itt a felsorolas nem
lenne tul célravezetd, mivel az Osszesen 43949268 elemi esemény koziil feltehetdleg nagyon sok a kedvezd is.

Ezért inkabb kombinatorikai megfontolasokat haszndlunk:

P(legaldbb 2 taldlatunk lesz) =
= P(pontosan 2, vagy pontosan 3, vagy pontosan 4, vagy pontosan 5 taldlatunk lesz) =
= P(pontosan 2 taldlatunk lesz) + P(pontosan 3 taldlatunk lesz)+
+P(pontosan 4 taldlatunk lesz) + P(pontosan 5 taldlatunk lesz) =

5\ (85 5\ (85 5\ (85 5\ (85
G, GG OF) GG _
90 90 90 90\
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5\ (85 5\ (85 5\ (85 5\ (85
)G+ EGE)+OG) +6)E)
(%) '
5
2. Megjegyzés. Ezen feladat megolddsa sordn valdjaban egy 1jabb konvencioban egyeztink meg: az 6téslottésorsolds
mint kisérlet a kihuzott szamhalmaz megfigyelésével egy klasszikus problémdt alkot, melynek eseménytere a
(950) lehetséges nyerdszamhalmaz osszessége.

Itt valdjaban ugyanezt a végeredményt kaptuk volna, ha eseménytérnek a lehetséges kihizott szamsorozatok
0sszességét, azaz a 90 szdm oOsszes H-odrendi varidcidjat valasztottuk. Ekkor az eseményterink szdmosdga
g—g; lett volna, ami joval t6bb, mint a fenti esetben, am jol lathatd, hogy ekkor a kedvezd esetek szama is
megndtt volna, s igy a kiszdmolt valdsziniiség végil megegyezett volna a fentivel.

Ll

51851 4 51850 \ 585! | 5085
P(legaldbb 2 taldlatunk lesz) = 31821 21831 —_ 11841  OL85L

90!
851

Es szintén igaz, hogy az otoslottosorsolds mint kisérlet a kihuzott szamsorozat megfigyelésével egy klasszi-

kus problémadt alkot, melynek eseménytere a g—gi lehetséges nyerdszamsorozat osszessége, igy a tovdabbiakban

ezt a konvenciot is felhaszndlhatjuk.



5. Egy urndban 3 piros, 2 fehér és 1 kék goly6 van, ezeket visszatevés nélkiil, csukott szemmel sorban
kihuzzuk. Mi a valdszinlisége annak, hogy a kéket huzzuk ki utolsénak? Es annak, hogy egy pirosat? Es

annak, hogy egy fehéret?

Mivel megfigyelésiink a 6 kihuzott goly6 sorrendje, igy eseménytérnek a lehetséges ilyen sorrendek

Osszességét valasztjuk. Ennek szdmossédga %:1, (ismétléses permutdcio).
Most vizsgaljuk azon esetek szamat, amikor a kék golyot huzzuk ki utoljaral Ha a kék az utolsé, akkor

el6tte még ki kell hiiznunk a 3 piros és 2 fehér golyot. Ezt 3, 2, féle képpen tehetjiik meg.
Tehat a keresett valoszintiség:

5
P(kéket hizunk utoljdara) = 3!6'!2!
32l ]
Hasonlé megfontolasokbdl kévetkezik, hogy
5!
P(pirosat hizunk utoljdra) = 2’%:'1! , €s
312l
5!
P(fehéret hizunk utoljdra) = %
31201

6. Hany szabalyos kockét kell feldobni ahhoz, hogy legalabb 99% valdszintiséggel legyen a dobott szdmok
kozott legalabb egy hatos?

Ez a feladat annyival nehezebb az eddigieknél, hogy most valdjdban nem egy megadott esemény valdszintiségének
kiszamitasa a feladat, hanem egy olyan eseménytér megkeresése, ahol a megadott esemény a megadott
valészintliséggel kovetkezik be. Léssuk, hogyan gondolkodhatunk ebben az esetben!

A konvenci6ink szerint k kocka feldobaséahoz egy 6% elemii klasszikus eseménytér tartozik. Jeloljitk most
ezen 6% kimenetel koziil A(k)-val azon esetek halmazat, mikor a dobott szdmok kézott legaldbb 1 hatos van.

Ha meg tudjunk mondani |[A(k)| értékét k fiiggvényében, akkor a j6l bevélt

Ak
P(legaldbb 1 hatos van a dobott szamok kézott) = | 6(’“ ) > 0,99

képlettel gyorsan kiszamolhatjunk k értékét.

Jeloljitk most B(k)-val azon esetek halmazat, amelyekben egyetlen hatost sem dobunk! Mivel A(k) és
B(k) komplementer halmazok, igy |A(k)| + |B(k)| = 6%, azaz elég lenne |B(k)| értékét meghatdroznunk a
feladat megoldédsahoz.

B(k) viszont éppen az {1, 2, 3,4, 5} szdmokbdl el64l6 k hosszisagi sorozatokat tartalmazza, {gy szdmossiga
5k

Tehét az egyenletiink: ‘A( )l

7. Egy szabélyos dobokockdval addig dobunk, mig eldszor hatost dobunk. Mi a valészinfisége annak,
hogy az ehhez sziikséges dobasok szama egy? Es hogy harom? Es hogy tobb, mint négy?

P(az elsd hatoshoz sziikséges dobdsok szdma 1) = P(elsdre hatost dobunk) = =

25

P(az elsé hatoshoz sziikséges dobdsok szdma 3) = 216



P(az elsé hatoshoz sziikséges dobdsok szdma t6bb, mint 4) =
= 1— P(az elsé hatoshoz sziikséges dobdsok szdma legfeljebb /) =
=1— P(az elsé hatoshoz sziikséges dobdsok szdma 1 vagy 2 vagy 3 vagy 4) =
= 1— P(az elsd hatoshoz sziikséges dobdsok szdma 1) — P(az elsd hatoshoz sziikséges dobdsok szama 2)+

—P(az elsd hatoshoz sziikséges dobdsok szama 3) — P(az elsé hatoshoz szikséges dobdsok szdma /) =

_, <1 5 25 125 ) 625

—+ o+ = Too6"

6 36 216 1296

8. Hatszor dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Mi a valészintlisége annak, hogy mind a hat szam el6jon?

6!
P(mind a hat szdm eldjon) = &

3. Megjegyzés. [megjegyzés a kombinatorikai leszdmldldsokrdl]

ismétlés nélkuli  ismétléses

n!

permutdcié  n! — T —
niyngi...ng:

s s e !
varidcio e 1k

kombindcié  (}}) (kﬁzl) (ezt nem kell tudni)

Ismétlés nélkiili estrdl akkor beszéliink, ha a feladatban szerepld n dolog mindegyike megkiilonbéztethetd:
mondjuk kilonbozo neveik vannak, vagy mind kilonbozd szini vagy alaki, stb...

Ismétléses eset akkor dll fenn, ha a feladatban szerepld n dolog nem kiilonbéztethetd meg egyesével, csak
csoportokra oszthato. Ilyen az, ha van mondjuk ny darab zold, ne darab kék, ...n; darab piros golyom, vagy
szélséséges esetben mondjuk jdr az osztdlyba ni Anna, ng Baldzs, ...n; Péter. Természetesen itt mindig
feltétel, hogy n1 + na + ...n; = n legyen.

Permutdciordl akkor beszélink, ha a szoban forgo n dolog lehetséges sorrendjeire vagyunk kivincsiak. Ide
tartozik az, amikor egy kalapbol sorra kihizzuk a tdrgyakat, vagy egy padra iltetink le sorban embereket, vagy
kdrtydt keverink. [az dsszes sorbarendezése]

Varidcio alatt azt értjiik, mikor a széban forgo n dolog kézil csak az elsé k sorrendjeire vagyunk kivdncsiak.
Azaz a kalapbdl csak k darab tdrgyat hizunk ki sorra, a pad révid, igy csak k embert iltetink le rd sorban,
a kartydk kozil csak az elsé k darab sorrendjét, vagy egy bajnoksdgon csak az elsé k helyezett sorrendjét
vizsgdljuk (amennyiben nincs dontetlen). Természetesen k = n esetben ez éppen a permutdcidt jelenti.
[k < n sorbarendezése]



Végiil kombindciordl akkor beszélink, ha az n dolog kozul kivdlasztott k-nak a sorrendjére egydltalan nem
vagyunk kivdncsiak, csak arra, hogy melyik k dolog kerilt végeredményben kivdlasztdsra. Itt tipikus példa o
lottosorsolds, ahol a kihizott szdmok sorrendje egydltaldn nem fontos, vagy a kdrtyaosztas, ahol szintén csak

az szdmit, hogy végil mely lapok kerilnek a kezinkbe, az nem, hogy milyen sorrendben kapjuk éket. [k < n
kivdlasztdsal



