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Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.



Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.

Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,



Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.
Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
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Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.
Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.



Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.
Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.

(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.
Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.

(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Biz: Késobb bizonyitjuk.



Matrix inverze

Lattuk, hogy egy métrixra gondolhatunk dgy is, mint egy R” — R¥
lin.lekép-re. Ha egy ilyen leképezés kiilcsonosen egyértelmii (mint
pl. a sikban az origd korili forgatds, vagy origénra illeszked6
egyenesre tiikrzés, stb), akkor a leképezés ,,megforditasa” is
linedris leképezés, amit egy masik matrix ir le. Ezt a két leképezést
egymads utan elvégezve minden vektor helyben marad, azaz a két
leképezés egymads utdnjanak matrixa egyfeldl az egységmatrix,
masfeldl pedig a két leképezés matrixanak szorzata. Nem minden
leképezésnek van forditottja, és a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy a matrixok nyelvén hogyan irhaté le, hogy mikor van ilyen
forditott, és konkrétan mi is az.
Def: Az A € R™" mitrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAT = |,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.

(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
A A7 mitrix az A jobbinverze, ha AAL = |,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
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Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
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Kinzo kérdés: Miféle matrixoknak van inverze, és hogyan lehet
azt megtalalni?
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Ha A balrdl invertdlhaté, akkor ABA = [,,. Ezért I, minden
sora A sorainak lin.komb-ja, vagyis /, minden sora benne van az A
sorai altal generalt altérben. Mivel I, sorai bazist alkotnak, ezért A
sorainak is bazist kell alkotniuk, azaz A sorai lin.ftn-ek.
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helyén nem jelenik meg /,,, akkor A-nak nincs inverze.



Inverzszamitas

N W
= o &
N = O

Példa: Keressiilk meg a ( > matrix balinverzét!



Inverzszamitas

N W
= o &
N = O

Példa: Keressiilk meg a (
Ldssuk:

340100
201010
512001

> matrix balinverzét!




Inverzszamitas

340
Példa: Keressiilk meg a ( 2 01 ) matrix balinverzét!
Ldssuk: 512
340/100 14-11-10
<201010> r—><20 1[0 10>
512001 51 200 01
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Lassuk:

340[100 14-11-10 1 4-1
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0
1 ) matrix balinverzét!
2

1-10
-2 30
-5 51
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— 1 010
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1 6-3
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A bal oldalon egységmatrixot kaptunk, ezért AB = < 1 6—3>
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1.8 4 217-8
Ellen6rzés: 1 6-3
217 -8
340 1 0 0
201| 0 1 0 gydztiink, sét: AB = A7 .
512 0 0 1
—1-8 4100
1 6-3|010
217 -8|001
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Lassuk:

34-1]100 14-31]1-10
<2o 2010) »—><20 2/0 10)
51 4001 51 40 01
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3 4 -1
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 > matrix balinverzét!
5 1

Lassuk: 4

34-1/100 14-311-10 1 4 1] 1-10
<2o 2010) — (20 2|0 10) —> <0 -8 8|-2 30)
51 4/001 51 40 01 0-1919|-5 51
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3 4 -1
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 ) matrix balinverzét!
5 1

Lassuk: 4

34-1/100 14-311-10 1 4 1] 1-10
<2o 2010) — (20 2|0 10) —> <0 -8 8|-2 30)
51 4/001 51 4 -5 51

0 01 0-1919
1 4 1 1-10
&—)(0 8 -8 2—30>
-1-11

0-3 3
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Inverzszamitas Il.

3 4 -1
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 ) matrix balinverzét!
5 1

Lassuk: 4
34-1/100 14-311-10 1 4 1] 1-10
<2o 2010) — (20 2|0 10) —> <0 -8 8|-2 30)
51 4/001 51 40 01 0-1919|-5 51
1 4 1/ 1-10 1 4-1] 1-10 14-11-1 0
— (0 8 -8 2—30> — (0—1 1—1—63) — <01—11 6—3>
0-3 3-1-11 0-3 3-1-11 00 0]2 17 -8

A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehdt az A sorai altal
generdlt alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne hdrom
flggetlen vektor. Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis
elemeit, vagyis I, biztosan nem kaphaté meg A-bdl balszorzéssal,
azaz A-nak nincs balinverze.
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Ha az A € R™"™ matrix sorai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
balinverze, ha A sorai nem lin.ftn-ek, akkor A-nak nincs balinverze.
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A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehdt az A sorai altal
generdlt alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne hdrom
flggetlen vektor. Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis
elemeit, vagyis I, biztosan nem kaphaté meg A-bdl balszorzéssal,
azaz A-nak nincs balinverze.

Ha az A € R™"™ matrix sorai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
balinverze, ha A sorai nem lin.ftn-ek, akkor A-nak nincs balinverze.

Ugyanez a transzponaltra a jobbinverz létezését karakterizélja:
Ha A € R"™*" oszlopai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
jobbinverze, ha pedig A oszlopai nem lin.ftn-ek, akkor nincs.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™" matrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Biz: Legyen V az A sorai altal generdlt altér, és A’ az A-bdl
ESA-okkal kaphaté RLA matrix (ami felsé haromszogmatrix).
Mivel ESA nem viltoztat a sorok 4ltal generdlt altéren, ezért A/
sorai is V-t generaljak. igy (A sorai lin.ftn-ek) <=
(dim V = n) <= (A’ sorai lin.ftn-ek) <= (A’-nek nincs csupa0
sora) <= (A’ minden sordban van vl) <— (|A'|=1) <~
(1A] # 0) ,
Az utolsé ekvivalencia azért igaz, mert ESA nem viltoztat a
determinans 0 voltan.
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Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Biz: (A-nak van balinverze) <= (A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
<= (|AT| #0) <= (AT sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai
lin.ftn-ek) <= (A-nak van jobbinverze) O
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(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.
Biz: Az AB i-dik sordnak j-dik eleme az A i-dik sordnak és B j-dik
oszlopanak skalaris szorzata, azaz a; 1A; 1+ ajpAj2 + ...+ ainAjn
ahol a; x az A matrix /-dik soranak j-dik elemét jelenti. Ha i = j,
akkor ez az Osszeg épp az A i-dik sor szerinti kifejtése, vagyis |A|.
Ha i # j, akkor ez az 6sszeg egy u.n. ferde kifejtés: annak az A/
matrixnak az i-dik sor szerinti kifejtése, amit A-bdl gy kapunk,
hogy az j-dik sor helyére az i-diket irjuk. Mivel A’-nek van két
egyforma sora, ezért |A’| = 0. O
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Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
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J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.
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Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
Jj-dik eleme az A; ; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A|

A fenti tétel jeldléseivel: ha |A| # 0, akkor A~1 = ﬁB

_ -1 _
Biz: A- <|A|B>_|A|(AB) LA =h=AT=%B8 O



Az inverz és a determindns kapcsolata
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(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
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Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
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Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B

Négyzetes matrix inverzének kiszdmitdsara két mddszeriink
is van: vagy egy n x 2n méretii matrixbdl RLA matrixot készitlink
ESA-okkal, vagy kiszamitjuk |A|-t és az Gsszes el8jeles
aldeterminanst.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B

Négyzetes matrix inverzének kiszdmitdsara két mddszeriink
is van: vagy egy n x 2n méretii matrixbdl RLA matrixot készitlink
ESA-okkal, vagy kiszamitjuk |A|-t és az Gsszes el8jeles
aldeterminanst.
Def: Az A € R"™" mitrix reguldris (avagy invertalhatd), ha A-nak
van inverze, és szinguldris ha nincs.

Tfh A négyzetes matrix. Ekkor (A reguldris) <= (|A| #0)
<= (A sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai lin.ftn-ek) <= (az
A-bél kapott RLA matrix minden sordban van v1)



Matrix rangja

Lattuk, hogy egy négyzetes matrixnak vagy a sorai is és az oszlopai
is lin.ftn-ek, vagy se a sorai, se az oszlopai nem azok. Lehet-e
altalanositani ezt a megfigyelést nem négyzetes matrixokra?
Ebben a formaban nem.

Ha mondjuk n < k és egy n x k méretli matrix sorai fliggetlenek,
akkor az oszlopok n magassagu vektorok, tehat legfeljebb n lehet
koziiliik fiiggetlen, k semmiképp.

Van azonban egy jél hasznilhaté altaldnositdsa a fenti ténynek.
Megmutatjuk, hogy ha egy M matrixnak van k lin.ftn sora, akkor
van k lin.ftn oszlopa is, és viszont.

Ebbdl kovetkezik pl. a négyzetes matrixok fenti tulajdonsaga is.



Matrix rangja



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.

Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.

Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
Biz: (1): A transzpondlt sorai a métrix oszlopainak felelnek meg.
(2) A sorok &ltal generdlt altér egy bazisit valaszthatjuk a
sorvektorokbdl. Ez a bazis a sorok egy maximalis méretii lin.ftn
részhalmaza. Ezért ennek a bazisnak az elemszdma s(A), vagyis a
sorvektorok altal generdlt altér dimenzidja.
Az oszlopokra vonatkozé allitast hasonlé érvelés igazolja. O
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
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Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
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akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.

Biz: Lattuk, hogy ESA soran a sorok 4ltal generdlt altér nem
véltozik, igy a dimenzidja is ugyanannyi marad.
Megmutathatd, hogy ESA hatésara az oszlopok kézti linearis
osszefuiggések sem valtoznak, ezért oszlopok egy halmaza pontosan
akkor lin.ftn ESA el8tt, ha ugyanezen oszlophalmaz lin.ftn ESA
utan. O
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
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(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
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(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.

Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Biz: A vl-ekhez tartozd oszlopok az oszlopok altal generalt altér
bazisat alkotjdk, igy o(A) a vl-ek szdma.
RLA matrix csupa 0 sorait elhagyva a maradék (v1-t tartalmazd)
sorok lin.ftn-ek, hisz egyik se 4ll el6 a tobbi lin.komb-jaként. Ezért
s(A) is a vl-ek szdma, tehat s(A) = o(A). O



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).

Biz: Legyen A’ az A-bdl ESA-okkal kapott RLA matrix. Ekkor
s(A) = s(A) = o(A') = o(A). O



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) < (d(A) = k)



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Biz: =: Tfh van k lin.ftn sor, ezek alkossidk az A’ matrixot. Ekkor
k = s(A") = o(A’): A'-nek van k lin.ftn oszlopa. Alkossék ezek az
A" métrixot. Igy o(A”) = k = s(A”), tehat A” az A egy k méretii
nemnulla determindnsi négyzetes részmatrixa, azaz d(A) > k.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) < (d(A) = k)
Biz:



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) =2 k) < (d(A) = k)
Biz: «<: Tfh A” egy k méretii nemnulla determindnsi négyzetes
részmdtrix. Az inverzrdl tanultakndl 1ttuk, hogy A” sorai
lin.ftn-ek. Ezért az A” sorainak megfeleld A-beli sorok is lin.ftn-ek,
vagyis s(A) > k. O



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
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ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) < (d(A) = k)



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Biz: Ha s(A) = k, akkor az el6z4 &llitds miatt d(A) > k.
Ha pedig d(A) = k, akkor s(A) > k. Ezért s(A) = d(A).
Kordbban lattuk, hogy s(A) = o(A). O



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
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Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
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ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™¥ matrix rangja r(A) = s(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™* matrix rangja r(A) = s(A).
fgy tehat nem csak defindltuk a rangot, hanem azt is latjuk, hogy a
rangra harom lényegesen kiilonbozé mddon tudunk gondolni.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthatd k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ag, Ay, ... ill. AL A2 ... jeldli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(A1, Ay, ...) és o(A) = dim(AL, A2, .. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) = k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™¥ matrix rangja r(A) = s(A).
Rang meghatarozasa:
ESA-okkal képzett RLA matrix v1-ei szdma.



A matrixrang két tulajdonsaga
Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tfh a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,(gy a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tfh a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,(gy a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O
AcR™k B e R = r(AB) < min(r(A), r(B)) .



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tth a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,y a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O
AcR™k B e R = r(AB) < min(r(A), r(B)) .
Biz: Lattuk, hogy AB minden sora a B sorainak lin.komb-ja, ezért
AB sorvektorai altal generdlt altér része a B sorvektorai altal
generdlt altérnek. igy az elsd altér dimenziéja nem lehet nagyobb a
masodikénal, vagyis r(AB) = s(AB) < s(B) = r(B).
Hasonléan, AB minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja, tehat
az AB oszlopai altal generdlt altér dimenzidja nem nagyobb az A
oszlopai éltal generdltnal: r(AB) = o(AB) < o(A) = r(A).
Innen a tétel allitdsa kozvetlenil adddik. O



