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Feladat 18. szazad eleje

Lehet-e olyan sétat tenni a 18. szazadi Kénigsbergben ami
minden hidon pontosan egyszer megy at és ugyan oda
érkeziink ahonnan elindultunk?




Feladat 18. szazad eleje

Lehet-e olyan sétat tenni a 18. szdzadi Kénigsbergben ami
minden hidon pontosan egyszer megy at €s ugyan oda
érkeziink ahonnan elindultunk?

Leonhard Euler (1707 Bazel - 1783 Szentpétervar) valasza:
Nem.



Grafelméleti modell

S BN &
BN

Grafelméleti kérdés: Van-e olyan kor-séta a grafban amely
minden élet pontosan egyszer érint?

Definicié

Egy G graf Euler-korsétaja egy olyan séta amely a graf
minden élét pontosan egyszer tartalmazza és ugyan abban a
pontban ér véget mint amelyikben kezdédik.

Egy G graf Euler-sétaja egy olyan séta amely a graf minden
élét pontosan egyszer tartalmazza



Mikor van Euler-korséta illetve Euler-séta?
Tétel
Ha G 6sszefliggd véges graf akkor:

» G-ben van Euler-kérséta <= G minden csucsanak a
foka paros.

» G-ben van Euler-séta < G paratlan foku csucsainak a
szdma 0 vagy 2.



Mikor van Euler-korséta illetve Euler-séta?

Tétel
Ha G 6sszefliggd véges graf akkor:

» G-ben van Euler-kérséta <= G minden csucsanak a
foka paros.

» G-ben van Euler-séta < G paratlan foku csucsainak a
szdma 0 vagy 2.

Kovetkezmény: A kénigsbergi hidak grafjaban 4 paratlan foka
csucs van, igy se Euler-kérsétaja, se Euler-sétaja nincsen.
Tehat nem lehet megcsindlni azt amit a porosz polgarok
szerettek volna.




Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

— : Ha a G-nek van Euler-kdrsétaja, akkor ezen végigmenve
minden egyes csucsba pontosan annyiszor |épiink be mint
ahanyszor kiléplnk és minden a csucsra illeszkedd élet
hasznalunk. Emiatt tetsz6leges csucsra a ra illeszkedd élek
Szama paros.

<= : Csucsszamra vonatkoz6 indukcidval bizonyitunk. Tegyuk
fel, hogy minden n csucsnal kevesebb csuccsal rendelkez6
Osszefliggd grafra igaz a tétel. Tekintslink egy n csucsut.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

S

Induljunk ki egy csucsbdl és éleken I1épkedve épitsiink egy S
sétat addig amig el nem akadunk, azaz amikor mar nincs ki
futé még fel nem hasznalt él abbdl a cstcsbol ahol vagyunk.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

S

Induljunk ki egy csucsbdl és éleken I1épkedve épitsiink egy S
sétat addig amig el nem akadunk, azaz amikor mar nincs ki
futd még fel nem hasznalt él abbdl a csucsbol ahol vagyunk.
Mivel minden csucs foka paros ezért csak a kiindul6 csucsban
akadhatunk el, igy tehat egy S zart kérsétat kapunk. S a
kiindul6 csucsra illeszkedd 6sszes élet tartalmazza.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

<>

Induljunk ki egy csucsbdl és éleken I1épkedve épitsiink egy S
sétat addig amig el nem akadunk, azaz amikor mar nincs ki
futd még fel nem hasznalt él abbdl a csucsbol ahol vagyunk.
Mivel minden csucs foka paros ezért csak a kiindul6 csucsban
akadhatunk el, igy tehat egy S zart kérsétat kapunk. S a
kiindul6 csucsra illeszkedd 6sszes élet tartalmazza.

Hagyjuk el S éleit és a kiindul6 csucsot.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

<>

A kapott graf nem feltétlentl 6sszefliggd, azonban minden
csucsanak a foka péros, hiszen minden csucsra S-nek paros
szamu éle illeszkedett.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)
E;

E>
) <>

A kapott graf nem feltétlenlil 6sszefliggd, azonban minden
csucsanak a foka péros, hiszen minden csucsra S-nek paros
szamu éle illeszkedett.

Az 6sszefliggd komponenesek cslcsszama kisebb mint n
(kezdbcsucs elhagyasa miatt) ezért indukcids feltevés miatt van
kalén-kuldn Euler-kbrsétajuk, legyenek ezek Eq, Eo, . .., Ek.



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)
S E;

E>
Es

A kapott graf nem feltétlentl 6sszefliggd, azonban minden
csucsanak a foka péros, hiszen minden csucsra S-nek paros
szamu éle illeszkedett.

Az 6sszefliggd komponenesek cslcsszama kisebb mint n
(kezdbcsucs elhagyasa miatt) ezért indukcids feltevés miatt van
kalén-kuldn Euler-kbrsétajuk, legyenek ezek Eq, Eo, . .., Ek.
S-bol és Ej, Es, ..., Ex-kbol 6sszerakhat6 egy Euler-kdrsétaja
G-nek gy, hogy minden egyes esetben ha S mentén haladva
egy Uj komponensbe elészér 1éplink bele akkor ott a megfeleld
E;-n lépkediink tovabb, igy E;-t beleflizve S-be. [



Bizonyitas (Euler-kérsétas rész)

7@

Es

A kapott graf nem feltétlentl 6sszefliggd, azonban minden
csucsanak a foka péros, hiszen minden csucsra S-nek paros
szamu éle illeszkedett.

Az 6sszefliggd komponenesek cslcsszama kisebb mint n
(kezdbcsucs elhagyasa miatt) ezért indukcids feltevés miatt van
kalén-kuldn Euler-kbrsétajuk, legyenek ezek Eq, Eo, . .., Ek.
S-bol és Ej, Es, ..., Ex-kbol 6sszerakhat6 egy Euler-kdrsétaja
G-nek gy, hogy minden egyes esetben ha S mentén haladva
egy Uj komponensbe elészér 1éplink bele akkor ott a megfeleld
E;-n lépkediink tovabb, igy E;-t beleflizve S-be. [



Bizonyitas: (Euler-sétas eset)

—> Az Euler-séta kezdb és végpontjat kivéve minden
csucsba pontosan annyiszor I1éplnk be mint ki, emiatt a kezdd
és végpontot kivéve a tébbi cslcs foka paros.




Bizonyitas: (Euler-sétas eset)

—> Az Euler-séta kezdb és végpontjat kivéve minden
csucsba pontosan annyiszor I1éplnk be mint ki, emiatt a kezdd
és végpontot kivéve a tébbi cslcs foka paros.

<= Ha a grafban 0 a paratlan foku csucsok szama, akkor az
Euler-kérsétas bizonyitas mikddik. Ellenkezd esetben a két
paratlan foku csucs kdzé huzzunk be egy élet.
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—> Az Euler-séta kezdb és végpontjat kivéve minden
csucsba pontosan annyiszor I1éplnk be mint ki, emiatt a kezdd
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<= Ha a grafban 0 a paratlan foku csucsok szama, akkor az
Euler-kérsétas bizonyitas mikddik. Ellenkezd esetben a két
péaratlan foku csucs kdzé huzzunk be egy élet. Az igy kapott
grafban nincs paratlan foku csucs tehat van benne

Euler-korséta.
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Euler-kérsétas bizonyitas mikddik. Ellenkezd esetben a két
péaratlan foku csucs kdzé huzzunk be egy élet. Az igy kapott
grafban nincs paratlan foku csucs tehat van benne
Euler-kdrséta. Ebbdl a behlzott élet eldobva az eredeti graf
Euler-sétajat kapjuk.
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Hamilton-kér, Hamilton-ut

Az Euler-kérsétanal illetve -sétanal az volt a cél, hogy
koérbejarjuk a grafot igy, hogy minden élet pontosan egyszer
hasznaljunk. Kézben egy ponton tdbbszér is athaladhattunk.
Most ugy szeretnénk kérbejarni a grafot, hogy minden ponton
pontosan egyszer haladunk at. Kézben persze nem feltétlen(l
hasznalunk minden élet.



Hamilton-kér, Hamilton-ut

Az Euler-kérsétanal illetve -sétanal az volt a cél, hogy
koérbejarjuk a grafot igy, hogy minden élet pontosan egyszer
hasznaljunk. Kézben egy ponton tdbbszér is athaladhattunk.
Most ugy szeretnénk kérbejarni a grafot, hogy minden ponton
pontosan egyszer haladunk at. Kézben persze nem feltétlen(l
hasznalunk minden élet.

Definicio: A G graf egy H kére Hamilton-kér, ha H
tartalmazza a G graf 6ésszes csucsat.

Definicio: A G graf egy P Utja Hamilton-ut, ha P tartalmazza
a G graf 6sszes csucsat.



Mikor van egy grafban Hamilton-kor vagy -ut?

Erre nincs egyszeri valasz. Valészinilileg nincs gyorsan
ellendrizhetd feltétel ami eldéntené, hogy egy grafban van-e
Hamilton-kér vagy -ut.

Erdekesség: Ha lenne olyen eljaras ami gyorsan (példaul cn®
Iépésben, ahol n a csucsok szdma) eldéntené, hogy egy
tetszbleges graf tartalmaz-e Hamilton-kért vagy -utat, akkor a
ma elterjedt titkositasi eljarasok mind haszontalanna valnanak.
Gyors Hamilton-kor kereséssel gyorsan fel lehetne 6ket térni.

Ezzel szemben ismerlnk olyan tulajdonsagokat, melyek
szilkségesek vagy elégségesek Hamilton-kér vagy -ut létezése
szempontjabol.



Elégséges feltételek

Dirach Tétel
Ha az ncsucsu (n > 3) egyszerl graf minden csucsanak a foka
legalabb 2, akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort.

Ore Tétel

Ha az ncsucsu (n > 3) egyszerl graf 6sszes nem szomszédos
u, v csucsparjara igaz, hogy d(u) + d(v) > n

(u és v fokszamainak az 6sszege legalabb n), akkor a graf
tartalmaz Hamilton-kort.



Elégséges feltételek

Dirach Tétel
Ha az ncsucsu (n > 3) egyszerl graf minden csucsanak a foka
legalabb 2, akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort.

Ore Tétel

Ha az ncsucsu (n > 3) egyszerl graf 6sszes nem szomszédos
u, v csucsparjara igaz, hogy d(u) + d(v) > n

(u és v fokszamainak az 6sszege legalabb n), akkor a graf
tartalmaz Hamilton-kort.

Lemma (Segéd Allitas)

Legyen G egy n csucsu egyszerl graf ahol u és v csicsok nem
szomszédosak és d(u) + d(v) > n. Legyen tovabba G + uv az
a graf amit G-bdl ugy kapunk, hogy behuzzuk az uv élet. Ekkor:
G-ben van Hamilton-kér < G + uv-ben van Hamilton-kér.



Lemma bizonyitasa:

— : Ha G-ben van Hamilton-kér akkor egy Uj él behluzasa ezt
nyilvan nem sziinteti meg, igy ez G + uv-ben is egy Ham-kér.



Lemma bizonyitasa:
— : Ha G-ben van Hamilton-kér akkor egy Uj él behluzasa ezt
nyilvan nem sziinteti meg, igy ez G + uv-ben is egy Ham-kér.
<= : G+ uv-nek van Ham-koére, legyen ez H. Ha a H nem
tartalmazza az uv élet akkor H Ham-kére G-nek is.



Lemma bizonyitasa:

— : Ha G-ben van Hamilton-kér akkor egy Uj él behluzasa ezt
nyilvan nem sziinteti meg, igy ez G + uv-ben is egy Ham-kér.
<= : G+ uv-nek van Ham-koére, legyen ez H. Ha a H nem
tartalmazza az uv élet akkor H Ham-kére G-nek is.

Kulénben H \ uv egy Hamilton-ut G-ben. Jeldljuk

acsucsait u = vy, vo,..., vy = v -vel Ugy, hogy y
Vi_1 és v; szomszédosak minden j-re. >
Vo \_
1
)
Vi1
u
4
Vi
1
1
Vn—1 .
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Ha v; 6ssze van kétve u-val és v;_4 6ssze van

kétve v-vel akkor van egy Hamilton korink.
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d(u) — 1 darabbal nem szomszédos.




Lemma bizonyitasa:

— : Ha G-ben van Hamilton-kér akkor egy Uj él behluzasa ezt
nyilvan nem sziinteti meg, igy ez G + uv-ben is egy Ham-kér.
<= : G+ uv-nek van Ham-koére, legyen ez H. Ha a H nem
tartalmazza az uv élet akkor H Ham-kére G-nek is.

Kulénben H \ uv egy Hamilton-ut G-ben. Jeldljuk

acsucsait u = vy, vo,..., vy = v -vel Ugy, hogy

Vji_1 €s v; szomszédosak minden j-re.

Ha v; 6ssze van kétve u-val és v;_4 6ssze van

kétve v-vel akkor van egy Hamilton korink.

Ha nem lenne olyan /i amire az el6z6 sor teljesil,

akkor vo, v3, ..., v,_1 csucsok kdzll v legalabb

d(u) — 1 darabbal nem szomszédos.

u és v szomszédai a v, vs, ..., V,_1 csucsok

kodzll kertilnek ki, ezért ekkor a fokszamuk

0sszege maximum

d(u)+n—2—(d(u) —1) = n—1 lehetne, ami

kevesebb mint n. Tehat minden esetben van

alkalmas i index amivel a jobb oldali abra eléall. [




Elégséges feltételek bizonyitasa

Allitas
Minden teljes grafnak van Hamilton-kére.

Bizonyitas (Ore tétel): Legyenek ey, e, ..., e« a G grafbol
hianyz6 élek, azaz G élei.



Elégséges feltételek bizonyitasa

Allitas

Minden teljes grafnak van Hamilton-kére.

Bizonyitas (Ore tétel): Legyenek ey, e»,..., e a G grafbol
hianyz6 élek, azaz G élei.

G + eq-re tovabbra is teljesll az Ore tétel feltétele, hiszen a
fokszamokat él hozzavételével nem csdkkentettlk.



Elégséges feltételek bizonyitasa

Allitas
Minden teljes grafnak van Hamilton-kére.
Bizonyitas (Ore tétel): Legyenek ey, e, ..., e« a G grafbol

hianyz6 élek, azaz G élei.

G + eq-re tovabbra is teljesll az Ore tétel feltétele, hiszen a
fokszamokat él hozzavételével nem csdkkentettlk.

A lemma alapjan G-ben pontosan akkor van Ham-kér amikor
G + eq-ben, abban meg pontosan akkor van Ham-kdér amikor
G+ e1 + ex-ben.
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Elégséges feltételek bizonyitasa

Allitas
Minden teljes grafnak van Hamilton-kére.
Bizonyitas (Ore tétel): Legyenek ey, e, ..., e« a G grafbol

hianyz6 élek, azaz G élei.

G + eq-re tovabbra is teljesll az Ore tétel feltétele, hiszen a
fokszamokat él hozzavételével nem csdkkentettlk.

A lemma alapjan G-ben pontosan akkor van Ham-kér amikor
G + eq-ben, abban meg pontosan akkor van Ham-kdér amikor
G + e1 + ex-ben. Tehat akkor G-ben pontosan akkor van
Ham-koér amikor G + e + es-ben.

A gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy G-ben pontosan
akkor van Ham-kérha G+ ey + e+ e3 + ... + ex = Ky-ben
van Ham-kér. Utébbiban viszont mindig van, ezért G-ben is van
Hamilton-koér. [

Bizonyitas (Dirach tétel): Az Ore tételbdl egybdl kdvetkezik,
hiszen ha a Dirac feltétele teljesil akkor az Ore feltétele is.



Sziikséges feltétel

Tétel

Ha egy G grafban van Hamilton-kér, akkor a G grafbél
tetsz6leges k csucs (és a rajuk illeszkedd élek) elhagyasa utan
a graf legfeljebb k 6sszefliggd komponensre esik szét.

Tétel

Ha egy G grafban van Hamilton-0t, akkor a G grafbdl
tetszbleges k csucs (és a rajuk illeszkedd élek) elhagyasa utan
a graf legfeliebb k + 1 6sszefliggd komponensre esik szét.

Fontos!!! Ez egy szlikséges
feltétel, de nem elégséges. A
jobb oldali grafban akarhogy
hagyok el cstcsokat, sosem
esik szét tébb komponensre
mint ahany csucsot elhagytam,
még sincs benne Hamilton-kor!



Bizonyitas:
Legyen G egy graf aminek van Hamilon-kére. Legyen H egy
ilyen Hamilton-kér G-ben.
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Tetszbleges k csucsot elhagyva ekkor H maximum k ivre esik
szét.



Bizonyitas:
Legyen G egy graf aminek van Hamilon-kére. Legyen H egy
ilyen Hamilton-kér G-ben.

&

Tetszbleges k csucsot elhagyva ekkor H maximum k ivre esik
szét. Az ivek kdzott még futhatnak élek, igy maximum k
0sszefliggd komponens lehet az elhagyas utan kapott grafban.



Bizonyitas:
Legyen G egy graf aminek van Hamilon-kére. Legyen H egy
ilyen Hamilton-kér G-ben.

&

Tetszbleges k csucsot elhagyva ekkor H maximum k ivre esik
szét. Az ivek kdzott még futhatnak élek, igy maximum k
0sszefliggd komponens lehet az elhagyas utan kapott grafban.
Ha egy utbdl k csucsot hagyok el az maximum k + 1
0sszefliggd részre esik, igy Hamilton-Ut esetén k + 1 szerepel
k helyett.[]



