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Verem

A verem egy olyan adatszerkezet, amelyben azonos tipusu
adatok tarolhatéak ugy, hogy minden egyes lépésben a
veremben talalhat6é adatok kéziil csak a legutoljara bekertilt
hozzaférhetd.

Verem operaciok:

» Push(x) A verem tetejére helyezzik az
x adatot.

» Pop() A verem tetején 1évo adatot
kivesszik és kiolvassuk.

Push(6)

A verem aljan célszer( tartani egy specialis
kezdbszimbolumot (#) amivel tudjuk
tesztelni a verem Urességét. Ha a Pop() #-et
ad vissza akkor megtudjuk, hogy a verem
Ures és gyorsan vissza is tesszik #-et
Push(#)-tel.
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Mélységi bejaras (DFS = Depth First Search)

,Ugy jarom be a grafot, hogy mindig a legutoljara bejart egy
még nem bejart szomszédjaba Iépek, ha még van ilyen.”
A bejaras soran a bejarasi fat, és két mennyiséget fogunk
szamolni. Ezek pedig:
» m(v) a v csucs mélységi szama, ami azt mondja meg,
hogy a v csucsot hanyadijara jarja be a bejaras.
> b(v) a v csucs befejezési szama, ami azt mondja meg,
hogy a v csucsot hanyadjara latogatja meg utoljara a
bejaras.
Megjegyzés: A mélységi szam igazabdl ugyan az mint az
elérési szam amit a bejardsok altalanos targyaldsanal vettink.



Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezdészimbdélummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=1i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A




Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=1i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=1i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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O w
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=1i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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O w
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A

o o

O w

> [w
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
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o)W
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A

o o

o)W
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A
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#[>] |

W MW

— T~



Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A

o o

o)W
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS

1
A
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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A
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j :=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsét bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kiilénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras algoritmusa példaval
Input: G irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy
s € V(G) gybkércsucs.

0.

Legyeni:=1,j:=1, v := s és létrehozok
egy vermet # kezddszimbdlummal.

. Bejarom a v csucsot, m(v) :=i;i:=i+1.

Ha v-nek van még egy be nem jart
(ki)szomszédja, akkor ezt jel6ljik u-val,
Push(v), {v;u} faél, v := u és ugorjunk
az 1-es lépésre.

Legyen b(v) :=j;j:=j+ 1. Ha Pop() egy
csucsot ad vissza, akkor ez az Uj v és
ugorjunk a 2-es lépésre.

Ha a graf minden csucsat bejartuk

(m(v) = |V(G)|) akkor STOP, kllénben
Push(#) és legyen v egy még nem bejart
csucs, i :=1i+1,j:=j+ 1 és ugorjunk
az 1-es |épésre.

Példa: A-bol
inditott DFS
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Mélységi bejaras verem nélkiil

A mélységi keresés algoritmusét le lehet futtatni verem
hasznalata nélkll is és a gyakorlatban nem célszeri{i vermet
hasznaini.

Vegytuk észre, hogy amikor a 3-as lIépésben a veremhez
fordulunk azért az informécidért, hogy melyik csucsra kell az
aktualis x csucsrél ugrani, akkor a verem minden esetben egy
olyan y csUcsot fog visszadni amire {x;y} faél és ez
szamunkra a kérdés idejében mar ismert, vagy azt tudjuk meg
a verembdl, hogy nincs hova visszaugrani. Olyan x csucs
amire {x,’y} faél rdadasul csak egy lehet.

Tehat amikor az y-nak elfogynak a nem bejart (ki)-szomszédai,
akkor mondhatjuk azt, hogy azon az x-en folytatjuk amibdl y-t
el6szor elértiik, tehat amire {x;y} faél. Ebben az esetben x-et
az y sziléjének szoktak nevezni.



Elek osztalyozasa

A kék élek faélek. Az FB él visszaél, az AE él
eléreél. A DE keresztél.
Allitas
» Az uv él eloreél vagy faél ha m(u) < m(v)
és b(u) > b(v).
» Az uv visszaél ha m(u) > m(v) és
b(u) < b(v).
» Az uv keresztél ha m(u) > m(v) és
b(u) > b(v).
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Elek osztalyozasa

A kék élek faélek. Az FB él visszaél, az AE él 1
eléreél. A DE keresztél. é
Aliitas
> Az uv él el6reél vagy faél ha m(u) < m(v) 2
és b(u) > b(v). B
> Az uv visszaél ha m(u) > m(v) és 4
b(u) < b(v).
» Az uv keresztél ha m(u) > m(v) és 3
b(u) > b(v). g

Az m(u) < m(v) és b(u) < b(v) eset nem lehetséges, mivel ha
u-ba eldbb érkezem akkor az uv él miatt atlépek v-be u
befejezése elbtt, igy v-t eldbb fogom befejezni mint u-t!
Kovetkezmény: Iranyitatlan graf esetén nincsenek
keresztélek, hiszen ebben az esetben uv = vu és az

m(u) > m(v) és b(u) > b(v) esetbdl a kitiltott esetet kapjuk!
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Elek osztalyozasa: Bizonyitas

Bizonyitas: Az u-bol v-be pontosan akkor van
irdnyitott Ut a mélységi bejaras fajaban ha

m(u) < m(v) és b(u) > b(v), hiszen egy ilyen
irdnyitott Ut mentén haladva a mélységi szamok
folyamatosan ndnek, a befejezési szamok
pedig cs6kkennek. Ebbdl és a faél, elbreél,
visszaél és keresztélek definiciéjabdl
kbvetkezik az allitas.
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Aciklikus grafok, Topoldgikus sorrend

Definicio: Egy iranyitott graf aciklikus, masnéven DAG
(Directed Acyclic Graph), ha nem tartalmaz iranyitott kort
részgrafként.




Aciklikus grafok, Topoldgikus sorrend

Definicio: Egy iranyitott graf aciklikus, masnéven DAG
(Directed Acyclic Graph), ha nem tartalmaz iranyitott kort

részgrafként.
1
6
2
4 5 7
Definicio: A G iranyitott graf csucsainak egy vy, vo, V3, ..., Vp

sorbarendezése topologikus sorrend ha minden iranyitott élre
igaz, hogy a kezddpontja megeldzi a végpontjat a sorrendben.



Tétel

Ha G iranyitott graf, akkor az alabbi négy tulajdonsag
ekvivalens:
(i) G aciklikus.

(ii) G tetszbleges mélységi bejarasaban nem talalhaté
visszaél.

(iii) G egy konkrét mélységi bejarasaban nem talalhaté
visszaél.

(iv) G-nek van topologikus sorrendje.



Bizonyitas

(i) = (ii): Ha egy mélysegi bejaradsban lenne uv visszaél
akkor a visszaél defje szerint a mélységi fdban van egy vu
irdnyitott at ami az uv éllel egyitt iranyitott kért adna.

(i) = (iii): Ha semelyikben sincs akkor nyilvan egyben sem.
(iii) = (iv): Tekintslk azt a mélységi bejarast amiben nincs
visszaél. Ez minden cslcshoz hozzarendel egy befejezési
szamot. Rendezziik a csucsokat a befejezési szamuk szerinti
csokkend sorrendbe! (Ez egyértelm{ mivel két kiilénbdz6
csucs két kilonbdzd befejezési szamot kap.) A grafban erre a
bejarésra nézve egy uv él faél, eldreél vagy keresztél és
mindharom esetén b(u) > b(v) igy a forditott sorrendben u
sorszama kisebb mint a v-jé. Ezért ez a sorrend topoldgikus
sorrend.

(iv) = (i): A topoldgikus sorrendben minden él kezdépontja
kisebb sorrendli mint a végpontja, igy nem lehet a grafban
iranyitott kér. [



Tétel kovetkezményei

Tétel: Ha G iranyitott graf, akkor az alabbi négy tulajdonsag
ekvivalens:

(i) G aciklikus.
(ii) G tetszbleges mélységi bejarasaban nem talalhaté
visszaél.
(iii) G egy konkrét mélységi bejarasaban nem talalhaté
visszaél.
(iv) G-nek van topoldgikus sorrendje.
Ezen tétel kovetkezményei:
» Csakis aciklikus grafnak van Topolégikus sorrendje.

» Topoldgikus sorrendet tudunk késziteni a DFS
algoritmussal a befejezési szamozas megforditasaval.

» El tudjuk donteni egy irdnyitott grafrol, hogy aciklikus-e a
DFS algoritmussal: Lefuttatunk egy mélységi keresést és
ha nincs visszaél, akkor aciklikus, kilénben nem az.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

4 5 7

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az Ures grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az Ures grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az Ures grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az Ures grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

4

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az tres grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

4 5

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az tres grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

4 5

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az tres grafot nem kapjuk.



Topolégikus sorrend keresése mashogy

Alliitas
Minden aciklikus grafban van nyel6 és forras.
1

4 5 7

Bizonyitas: DAG-nak van topolégikus sorrendije, az elsé csucs
a sorrendben forras, az utolsé6 nyeld. []

Algoritmus topologikus sorrend keresésre

Legyen a topologikus sorrend elsd csucsa az egyik forras, ezt
hagyjuk el, az igy kapott graf tovabbra is aciklikus igy van
forrasa, legyen egy ilyen forras a masodik csucs, hagyjuk el,
majd igy tovabb amig az tres grafot nem kapjuk.



PERT, Program Evaluation and Review Technique
Feladat:
Adott egy projekt ami részfeladatokbdl (tevékenységek) all.
Ezeket mind el kell végeznlink. Azonban néhany részfeladat
megfeleld szintig tarté elvégzése kdvetelménye annak, hogy
egy masik feladatot elkezdjlnk.
Ezt a kdvetkezd iranyitott graffal kddoljuk: Csucsai a
tevékenységek és a t hosszu ﬁ irdnyitott él pontosan akkor
eleme az élhalmaznak ha a B tevékenységet legkorabban az A
tevékenység kezdbidpontja utan t idével kezdhetjik el.

Csovek fektetése
Elektromos Alapozés
hélézat 1
kiépitése

mﬂ—ls Tetd

7 elkészltése
S 3

10 k
K Szlgetelés
P —



Kérdések:

» Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat?



Kérdések:

» Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat? Valasz:
Ha a graf aciklikus!



Kérdések:

» Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat? Valasz:
Ha a graf aciklikus!

» Mikor tudjuk leghamarabb elkezdeni a legutolso
tevékenységet, azaz mennyi az atfutasi ido?



Kérdések:

» Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat? Valasz:
Ha a graf aciklikus!

» Mikor tudjuk leghamarabb elkezdeni a legutolso
tevékenységet, azaz mennyi az atfutasi id6?Valasz: A
megadott iranyitott grafban a leghoszabb iranyitott ut
hossza.



Kérdések:

>

>

Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat? Valasz:
Ha a graf aciklikus!

Mikor tudjuk leghamarabb elkezdeni a legutolsé
tevékenységet, azaz mennyi az atfutasi id6?Valasz: A
megadott iranyitott grafban a leghoszabb iranyitott ut
hossza.

Mikor tudjuk elkezdeni leghamarabb a kilénbdzé
tevékenységeket? Valasz: A megadott iranyitott grafban
az adott tevékenységbe vezeto leghoszabb iranyitott ut
hossza.



Kérdések:

>

>

Mikor lehet egyaltalan végrehajtani a feladatokat? Valasz:
Ha a graf aciklikus!

Mikor tudjuk leghamarabb elkezdeni a legutolsé
tevékenységet, azaz mennyi az atfutasi id6?Valasz: A
megadott iranyitott grafban a leghoszabb iranyitott ut
hossza.

Mikor tudjuk elkezdeni leghamarabb a kilénbdzé
tevékenységeket? Valasz: A megadott iranyitott grafban
az adott tevékenységbe vezeto leghoszabb iranyitott ut
hossza.

Melyek azok a tevékenységek, melyek csuszasa esestén a
projekt is csuszik, azaz tolédik a legutoljara elkezdett
tevékenység kezdési ideje?



PERT példa

10

Csovek fektetése

10

Elektromos Alapozas

hélézat
kiépitése

10




PERT példa

10
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A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



PERT példa

ez
10

10

Csovek
fektetése

Elektromos
halézat
kiépitése

10

3

A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



PERT példa
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25

A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



PERT példa

ez
10
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Csovek
fektetése 20 7
Elektromos

halézat
kiépitése
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A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



PERT példa
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A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



PERT példa

0 36
Csovek
10 20 7

fektetése
10

Elektromos
halézat
kiépitése

25

10

15 1
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25
46

A csucsok bal—jobb sorrendje a topoldgikus sorrend.



Algoritmus leghoszabb ut keresésére DAGban:
Input: Egy G, a feladatbdl készitett DAG és egy / nem negativ
élhosszfliggvény, ahol E—ben pontosan egy forras van. (Ha
tébb forras is lenne, akkor kiegészitjik a grafot egy Uj csuccsal
amibdl iranyitott 0 hosszu éleket hiizunk minden forrasba. igy
az ujonnan felvett csucs az egyetlen forras.)
Elkészitjik a 8 egy topolégikus sorrendjét. llyen van mert 8
DAG. Legyen ez a topologikus sorrend vy, Vo, V3, ..., Vy €S
legyen k(vq) := 0.
A vj-ken a topoldgikus sorrend szerint végigmenve:

k() = max  (k(v) + 1((v. )

(v;,v))€E(G)

Output: k : V(a) — R figgvény, amely megmondja minden
csucsra a benne végetérd leghoszabb iranyitott Ut hosszat.
Megjegyzés: Mivel a csucsok sorrendezése egy topologikus
sorrend, ezért az értékadas jobb oldalan all6 k(v;) értékek mar
mind ki vannak szamolva, hiszen csak kisebb sorrendi
csucsbol megy él nagyobb sorrendibe.



Kritikus tevékenységek, kritikus ut
A PERT feladat megoldasa soran az el6zé algoritmus futtatjuk

és a 8 grafban az /| élhosszfliggvényre nézve megkapjuk a
leghoszabb Ut hosszat.



Kritikus tevékenységek, kritikus ut
A PERT feladat megoldasa soran az el6zé algoritmus futtatjuk
és a 8 grafban az /| élhosszfliggvényre nézve megkapjuk a
leghoszabb Ut hosszat.
Ez a mennyiség pontosan akkor fog n6éni ha egy olyan él
hosszat névelem meg aki beletartozik valamelyik leghoszabb
utba. Ez motivélja az alabbi definiciot:

Definicié: Ha egy PERT feladatot a 8 graf és /
elhosszfuggveny ir le, akkor a G grafnak az /
élhosszfliggvényre nézve vett leghoszabb utjat kritikus Gtnak
nevezzik.

Definicio: Egy élet vagy egy csucsot (tevékenységet)
kritikusnak nevezink ha a kritikus Ut egy éle vagy csucsa.

Megjegyzés: A PERT feladatban a kritikus tevékenységek
pontosan azok, melyeket ha a lehetséges legkorabbi kezdési
idében nem kezdiink el, akkor a projekt befejezése késbbbre
csuszik.
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PERT algoritmus kritikus utak és tevékenységek
meghatarozasaval
Input: Egy 8 a feladatbdl készitett DAG és egy / nemnegativ
élhosszfliggvény, ahol E—ben pontosan egy forras és egy nyeld
van. (Ha tébb lenne, akkor Uj forras illetve nyeld.)
Elkészitjik a 8 egy topoldgikus sorrendjét. llyen van mert 8
DAG. Legyen ez a topologikus sorrend vy, Vo, V3, ..., V, €S
legyen k(vq) := 0.
A vj-ken a topolégikus sorrend szerint végigmenve:

k(v) = _max  (k(v)+ (v )))

(v,vi)€E(G)

Ezutan a nyel6t kritikusnak nyilvanitjuk. A v;-ken a topolégikus

sorrend forditottja szerint végigmegyink. Ha a v; csucs kritikus
és k(v;) = k(v;) + I((v;, vi)), akkor a v; cslcsot és (v, v;) élet is
kritikusnak nyilvanitjuk.

Output: k : V(E) — R legkorabbi kezdési idok, kritikus utak és
kritikus tevékenységek.



