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Faban ket csucs kozott 1 ut van

Allitas: Ha F egy fa, u és v két csticsa F-nek, akkor u és v
kdz6tt pontosan egy Ut vezet.
u=a =b a=>b as as a Vv=ag=1Ub;

bs as = by as = bs b

Bizonyitas: Mivel F dsszefliggd, ezért u és v kzbtt vezet egy
u=ay,ao,...ax = vut. (Az éleket most nem irtuk bele a
sorozatba.) Indirekt tegylk fel, hogy létezik egy ettdl kiilbnb6z6
u= by, bo,...b = v (t. Mivel a két it nem azonos, létezik, egy
i index, hogy a; = b; de aj 1 # bj1. Legyen j és j' a legkisebb
indexek melyekre j,j/ > i és a; = by. llyen j van, hiszen a két ut
elébb utébb talalkozik, legkésdbb v-nél. Ekkor

aj, djt1,---8j1,8 = bj/, bj/,1, ...bi+1,b; = a; egy kort alkot.
Egy faban viszont nincs kor, ellentmondas.



Fahoz egy él hozzaadasa 1 kért ad

Allitas: Ha F egy fa, u és v az F kiildnbdzd csticsai és az

e = {u, v} nem éle F-nek, akkor az F-bdl az e = {u, v} él

hozzaadasaval kapott grafban pontosan 1 db kér talalhaté.
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Bizonyitas: Jeldlje F + e az F-bdl e él hozzaadasaval kapott
grafot. Az F faban u és v kdzoétt taldlhat6 at. Ekkor ezt az utat
e = {u, v} éllel kiegészitve egy F + e beli kdrt kapunk .

Indirekt tegyUk fel, hogy az F + e két egymastdl kulénbdzd kort
is tartalmaz. Legyen ez C; és C,. F-ben nincs kér, emiatt C; és
G is tartalmazza az e élet. Jelblije C; — e a C4-bdl e torlésével
kapott részgrafot. Ekkor Cy — e és C, — e két kilonbdz6
részgrafja F-nek. Tovabba C; — e és C, — e is egy u és v kdzott
vezetd Ut. Emiatt nem lehetnek kilénbdz6ek. Ellentmondas.



Alapkorok

Definicié

Legyen F a G graf egy feszit6faja, tovabba legyen e egy olyan
éle G-nek amit az F feszitéfa nem tartalmaz. Ekkor ha F-hez
hozzdadom az e élet, akkor egyetlen egy kér alakul ki. Ezt a
kort az F feszitéfahoz tartozé alapkoérnek nevezzik.
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Egy villamosagtani feladat

Adott egy villamoshalézat, ismertek az alkatrészek paraméterei
és irjuk fel minden korére a hurok térvényt!
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Egy villamosagtani feladat

Adott egy villamoshalézat, ismertek az alkatrészek paraméterei
és irjuk fel minden korére a hurok térvényt!
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A villamoshal6zatot abrazolhatjuk egy grafként ahol a cstucsok
az ekvipotencidlis fellletek, az élek pedig az alkatrészek. Az
élek iranyitasa tetszoélges, viszont az adott élen foly6é aram
irdnyat az él iranyitdsdhoz viszonyitjuk.



Hurok térvény felirasa minden kérre
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h
Iy
l
h+la—F—-k=0 (1)
b+ 1lg—1Ig— Iy =0 (2)
k—lk—l=0 (3)
lb+lg—15=0 (4)



Hurok térvény felirasa minden kérre

o1

lh+1l5—1Ilg— 1 — 1k =0

h+la—F—-hkK=0 (1)
bhtlh—l—1l=0 (2)
k—l—1,=0 (3)
bhtl—lk=0 (4)
(5)

(6)

(22}



Hurok térvény felirasa minden kérre

(6)=(1)+(2)

o1

lh+1l5—1Ilg— 1 — 1k =0
h+hkb+1l—1Ilg—17— k=0

h
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k
B Az elsb harom
htla—l—k=0 (1) egyenletbdl
btlg—1l—1=0 (2) kifejezhet6 a tobbi.
Is—1Ilg—1y=0 (3) (4)=(2)-(3)
b+lg—1I=0 (4) (5)=(1)+(3)
(5)
(6)

(22}



Alapkorrendszer alkalmazasa a villamossagtanban

Kérdés: Mely kdrdkre célszer( felirni a Huroktérvényt?
Valasz: Lattuk, hogy nem kell az sszesre. Igazabdél mindig
elég egy alapkérrendszerre. Ezt nem bizonyitjuk, mert matrixok
kellenének a bizonyitashoz.

Alapkdrrendszer kdnnyen kereshetd. Elég egy feszitofat talalni,
majd kilén-kilén hozzavenni a kimarado éleket és az igy
kapott grafokban megkeresni az egyetlen kort.



Alapkorrendszer alkalmazasa a villamossagtanban

Kérdés: Mely kdrdkre célszer( felirni a Huroktérvényt?
Valasz: Lattuk, hogy nem kell az sszesre. Igazabdél mindig
elég egy alapkérrendszerre. Ezt nem bizonyitjuk, mert matrixok
kellenének a bizonyitashoz.

Alapkdrrendszer kdnnyen kereshetd. Elég egy feszitofat talalni,
majd kilén-kilén hozzavenni a kimarado éleket és az igy
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Kérdés: Mennyit nyeriink ezzel?

Valasz: Egy n csucsu grafban lehet akar ~ 22 darab
kOlénbdz6 kor. Ehhez képest alapkérbdl e — n+ 1 darab van
ahol e az élszama a grafnak. Tehat nagyon sokat!



Feladat

A fenti dbran fém konténerekbdl készllt tabor lathaté.
Szeretnénk a konténereket leféldeni, viszont a talaj adottsagai
miatt csak az egyik konténernél tudjuk ezt megtenni. A
konténereket ezért k6zéjuk kifeszitett kabelekkel kétjuk dssze.
Legalabb mennyi kabelre lesz szilikségiink ha egy z6ld négyzet
oldala 1 méter tavolségot jeldl?



Feladat

1. Szémoljuk ki a tavolsagokat!
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Feladat

1. Szamoljuk ki a tavolsagokat!

2. Keészitstnk graf modellt!

3. A grafelmélet nyelvén fogalmazzuk meg a feladatot!
4. Oldjuk meg a feladatot!



Feladat megoldasa

Kért nem szeretnénk, hiszen az félésleges anyaghasznalat
lenne.

Mohén huzzuk be az éleket agy, hogy ne hozzunk Iétre kort
addig amig dsszefliggd nem lesz a graf!
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Feladat megoldasa

Kért nem szeretnénk, hiszen az félésleges anyaghasznalat
lenne.

Mohén huzzuk be az éleket agy, hogy ne hozzunk Iétre kort
addig amig dsszefliggd nem lesz a graf!

A megoldas tehat az, hogy dsszesen 8 méter kabel kell és
megkaptuk azt is, hogy mely épliletek kdzé feszitstk ki.



Minimalis koltségi feszitofa
Legyen G egy tetszbleges graf és s : E(G) — R egy
sulyfiggvény a G élhalmazén. Ekkor ha vesszik G éleinek egy
X részhalmazat, akkor ennek az X-nek a silyana ),y s(e)
Osszeget értjik és ezt a szamot s(X)-szel jelljik. (3. x S(e)
az X-et alkot6 élek sulyainak az 6sszege.) Az Y részgraf
sulyan az E(Y) élhalmaz sulyat értjik, ennek a jele s(Y).
A G graf egy F feszitéfaja minimalis sulyu feszitéfa az s
sllyozasra nézve, ha minden masik F’ feszitéfa esetén
s(F) < s(F").

Az el6z06 feladatban egy graf minimalis sulyu feszitofajat
kerestlk, raadasul mohé modon.

Definicio: Egy algoritmus (eljaras) moho, ha minden egyes
lépésben az éppen legjobbank tind lehetdséget valasztja.

Megjegyzés: Altaldban a mohdsag nem célravezetd és a
moho algoritmusok tébbnyire rossz eredményt adnak!



A Kruskal algoritmus

Kruskal algoritmus
Input: G = (V, E) graf és egy s: E — R élsulyfuggveny.

1.

4.
5.

A graf éleit a sulyuk szerint ndvekvd sorrendbe rendezziik:
s(e) < s(e2) < s(e3) <...<s(em),ahol m= |E|.

Kezdetben legyen F := () és legyen i := 1.

. Amennyiben a (V, F U {e;}) graf kérmentes, akkor F-hez

vegyuk hozza az e;-t.
Ha i < m akkor ndveljik i-t 1-gyel és ugorjunk a 3. pontra.
Output: (V, F) graf, G egy feszit6 erdeje.

Megjegyzés: A Kruskal algoritmus mohd, és az elébb pont ezt
futtattuk.
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vegyuk hozza az e;-t.
Ha i < m akkor ndveljik i-t 1-gyel és ugorjunk a 3. pontra.
Output: (V, F) graf, G egy feszit6 erdeje.

Megjegyzés: A Kruskal algoritmus mohd, és az elébb pont ezt
futtattuk.

Allitas (Kruskal algoritmus helyessége):

Ha a G graf 6sszefliggd akkor a Kruskal algoritmus G egy
minimalis sulyu feszitéfajat adja.



Eszkoz a Kruskal helyességének igazolasahoz
Definicio: Az F* C E(G) élek egy részhalmazat optimalisnak
nevezzik, ha F* tovabbi (esetlegesen 0db) él hozzavételével
kiegészithetd G-nek egy minimalis sulya feszitéfajava.
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Allitas bizonyitasa:

\\\__2, 6 2

Legyen (V. F) egy olyan minimadlis sulyu feszitéfa amivé F*
kiegészithetdé. Amennyiben f € F, akkor F* U {f} is
kiegészithet6 (V, F)-é és készen vagyunk.
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Legyen (V. F) egy olyan minimadlis sulyu feszitéfa amivé F*
kiegészithetdé. Amennyiben f € F, akkor F* U {f} is
kiegészithet6 (V, F)-é és készen vagyunk.

Ha f ¢ F, akkor (V, F)-ben talalhaté egy ut ami f két végpontjat
koti 6ssze. Ez az ut X-bdl indul és V' \ X-ben ér véget. Emiatt
ez az Ut tartalmaz egy olyan g élet ami X és V \ X kdzott fut.
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F-bdl g-t kitdrolve (V, F) két 6sszefliggd komponensre esik
szét.
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F-bdl g-t kitdrolve (V, F) két 6sszefliggd komponensre esik
szét. f ezen két 6sszefliggd komponens kdzétt fut, ezért ha
f-et hozzavessziik az igy kapott (V, F\ {g}) grafhoz akkor
ismét feszitéfat kapunk.
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Legyen (V. F) egy olyan minimadlis sulyu feszitéfa amivé F*
kiegészithetd. Amennyiben f € F, akkor F* U {f} is
kiegészithet6 (V, F)-é és készen vagyunk.

Ha f ¢ F, akkor (V, F)-ben talalhaté egy ut ami f két végpontjat
koti 6ssze. Ez az ut X-bdl indul és V' \ X-ben ér véget. Emiatt
ez az Ut tartalmaz egy olyan g élet ami X és V \ X kdzott fut.
F-bdl g-t kitdrolve (V, F) két 6sszefliggd komponensre esik
szét. f ezen két 6sszefliggd komponens kdzétt fut, ezért ha
f-et hozzavesszuk az igy kapott (V, F\ {g}) grafhoz akkor
ismét feszitéfat kapunk. f valasztasa miatt s(f) < s(g). Mivel
s(F\{g} u{f}) =s(F)—s(g) + s(f) < s(F), ezért a kapott
(V,F\ {g} U{f}) is egy minimalis sulyu feszit6fa. Ez
tartalmazza f-et. Ezt az esetet mar korabban vizsgaltuk. []



Kruskal helyességének bizonyitasa
Legyen G 6sszefliggd. Az algoritmus altal visszaadott (V, F)
graf kérmentes, hiszen minden lépésben elkeriltik azt, hogy
kér keletkezzen.
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Tehat (V, F) feszitdfa, mar csak az kell, hogy minimalis suly.
F kezdésként az lres halmaz, ami optimalis. Amikor F-et egy e
él hozzavételével bovitjik, akkor e él a (V, F) két kildnbdzd
6sszefiiggd komponense kdzétt fut. Legyen X az egyik ilyen
komponens. Ekkor barmely X és V' \ X kdzétt futod él
hozzavehetd F-hez kér 1étrehozasa nélkil. Az e-nél kisebb
sulyu éleket nem vehetjik mar hozza F-hez (méar F-ben
vannak vagy kort alakitananak ki), ezért e egy legkisebb sulyu
X és V' \ X kdzétt futd él. A bizonyitott allitast hasznalva e-t
F-hez hozzadva a kapott halmaz szintén optimalis.



Kruskal helyességének bizonyitasa

Legyen G 6sszefliggd. Az algoritmus altal visszaadott (V, F)
graf kérmentes, hiszen minden lépésben elkeriltik azt, hogy
kor keletkezzen. Tovabba ha (V, F)-hez hozzaadjuk G barmely
tovabbi élét, akkor kor keletkezik. Emiatt a G-ben szomszédos
csucsok (V, F)-ben azonos komponensben vannak. Mivel G
6sszefliggd, ezért (V, F)-ben minden csucs ugyan abban az
0sszefliggd komponensben talalhaté.

Tehat (V, F) feszitdfa, mar csak az kell, hogy minimalis suly.
F kezdésként az lres halmaz, ami optimalis. Amikor F-et egy e
él hozzavételével bovitjik, akkor e él a (V, F) két kildnbdzd
6sszefiiggd komponense kdzétt fut. Legyen X az egyik ilyen
komponens. Ekkor barmely X és V' \ X kdzétt futod él
hozzavehetd F-hez kér 1étrehozasa nélkil. Az e-nél kisebb
sulyu éleket nem vehetjik mar hozza F-hez (méar F-ben
vannak vagy kort alakitananak ki), ezért e egy legkisebb sulyu
X és V' \ X kdzétt futd él. A bizonyitott allitast hasznalva e-t
F-hez hozzaadva a kapott halmaz szintén optimalis. Az eljaras
végén egy optimalis feszitéfat kapunk, ami minimalis sulyu. [



Feszitofak egy villamosagtani alkalmazasa
Tekintslink egy villamos hal6zatot ami haromféle alkatrészt
tartalmaz: ellendllast, aramforrast, fesziiltségforrast. Ebben a
grafban az alkatrészek az élek, a csucsok pedig az
ekvipotencidlis fellletek.
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Tekintslink egy villamos hal6zatot ami haromféle alkatrészt
tartalmaz: ellendllast, aramforrast, fesziiltségforrast. Ebben a
grafban az alkatrészek az élek, a csucsok pedig az
ekvipotencidlis fellletek.

Ekkor a haldzat egyértelmli megoldhatdésaganak a sziikséges
feltétele, hogy a fesziiltségforrasok kdrmentes részgrafot
alkossanak az aramforrasok pedig ne alkossanak elvago
élhalmazt. Ez a két feltétel akkor teljesll egyszerre ha a
hal6zatnak van olyan feszitéfaja ami minden fesziltségforrast
tartalmaz, de nem tartalmaz aramforrast. Az ilyen feszitéfat
normal fanak nevezziik.



Normal fa keresése
Az alkatrészeket helyettesitsik sulyokkal a kévetkezdképpen:
» Feszlltségforras 1
> Ellendllas 3
» Aramforras 5
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Normal fa keresése
Az alkatrészeket helyettesitsik sulyokkal a kévetkezdképpen:
» Feszlltségforras 1
> Ellendllas 3
» Aramforras 5
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Ezutan az igy kapott élsulyozott grafban keresstink minimalis
sulyu feszitéfat Kruskal algoritmusaval. Ha a kapott feszitdfa
nem tartalmaz aramforrést és tartalmaz minden
feszlltségforrast, akkor megkaptunk egy normal fat. Ha viszont
tartalmaz, akkor nincsen a hal6zatnak normal faja.



Normal fa keresése
Az alkatrészeket helyettesitsik sulyokkal a kévetkezdképpen:
» Feszlltségforras 1
> Ellendllas 3
» Aramforras 5
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Ezutan az igy kapott élsulyozott grafban keresstink minimalis
sulyu feszitéfat Kruskal algoritmusaval. Ha a kapott feszitdfa
nem tartalmaz aramforrést és tartalmaz minden
feszlltségforrast, akkor megkaptunk egy normal fat. Ha viszont
tartalmaz, akkor nincsen a hal6zatnak normal faja.



Normal fak tekercsek és kondenzatorok esetén

Amennyiben tekercseket és/vagy kondenzatorokat is tartalmaz
a villamos halézat, akkor az egyértelm( megoldhatésag
feltétele tovabbra is az, hogy legyen olyan feszittfa ami
tartalmazza az dsszes feszUlltségforrast, de nem tartalmaz
aramforrast. A halézat megoldasat a gyakorlatban nagyban
segiti ha ez a feszit6fa a lehetd legtdbb kondenzatort és a
lehetd legkevesebb tekercset tartalmazza. Ebben az esetben
az ilyen tulajdonsagu fat nevezzik normal fanak.
Megkeresése:

Az alkatrészeket helyettesitsik sulyokkal a kdvetkezoképpen:
Kruskallal minimalis kéltségi

» Feszlltségforras 1 et
feszitofat keresek. Ha ez nem

> s R ,
Kondenzator 2 tartalmaz aramforrast de

> Ellenallas 3 tartalmaz minden

> Tekercs 4 feszlltségforrast, akkor normal
» Aramforras 5 fa.



