9. eloadis:

Baz1is, dimenzi16, standard bdzis, koordindtavektor

2022.11.05 Hatvan

Papp Laszlo



Bazis

N
definici16: Legyen V egy tetszOleges altere[?¥ -nek. Ekkor ha a
{(Vqiva. . Ly ) vektorhalmaz a V generdtorrendszere €s emelett

linedrisan figgetlen, akkor a {V1V¢(~-~(VF} vektorhalmazt a
a V altér bazisdnak nevezzik.

Példa:

/ /
g( ij \(2>§ linedrisan fiiggetlen hiszen egyik vektor sem a midsik

skaldrszorosa, midsrészt generdtorrendszere a,yﬂz (Eg)lxgw?+%lxﬂ%ﬁ?%
altérnek, hiszen ha j@ﬁ\/, akkor )L% -~ T 4@ ¥ u) (ﬁ};
+ 7 0]

Teht a é( )@\ vektorhalmaz bazisa a \/;EL@lx; ?“%IXLJ%

altérnek.
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Biazis minden linedris térben létezik.

Allitas: WLWtetszéleges alterének van bazisa.

In
Bizonyitds: Legyen VL I.. Ha V={0}, akkor neki az iires halmaz

bdzisa. Kuldonben vdlasszunk egy_y#Q‘elemét V-nek. Ha vqgenerdtor-
rendszere V-nek, akkor {vj bdzisa V-nek. Kulonben van egy v,
vektor ami nem all el6 {y} linedris kombindci6jaként.
Tekintsiik a {v,,v,} halmazt. Az Gjonnan ¢rkezo vektor lemmdja
miatt ez linedrisan flggetlen. Ha ez generdtorrendszere V-nek,
akkor bazisa 1s és kész vagyunk.

Kiilonben tekintsiik egy Vs elemét V-nek ami nem 41l elo a {yq,y
linedris kombindci6jaként. Ekkor Gjonnan érkezo vektor lemmidja
miatt {y4,yl,y3} linedrisan flggetlen. Ha generdtorrendszer akkor
bazis, kiilinben tekintsiink egy_y%ev ami nem all eld {v ’¥L7X6}
linedri1s kombindci6jaként.

Mivel Rﬁ-ben max1imum n darab vektort lehet kivdlasztani Ggy, hogy
egylitt linedrisan fiiggetlenek, ezért elobb utdbb e az eljdras
ledll és az igy kapott {v .,VK} egy bazisa V-nek.
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Altér dimenzi6ja

Allit4ds: Ha a‘Vfg/Q_LA altérnek a B=ﬂg”@u--\kﬁ} es C=leaey. é(}
kiilon-kiilon bdzisa, akkor mindkét bdzis ugyanannyi vektorbdl all,
azaz k=1.

Bizonyitds: Mivel B a V bdzisa ezért B linedrisan fiiggetlen és

_:16\/ b 5\/\\\k?K(,V/ Mivel C a V bazisa ezért C a V generdtor-
rendszere. lgy az F-G egyenlOtlenség miatt k&1,

Ugyanez elmondhatd a B és C szerepét felcserélve és akkor az F-G
egyenlotlenség azt adja, hogy l< k.
A két korlatot egyesitve k=I.

Tehat egy altér minden bazisdnak elemszidma megegyezik. Emiatt van
értelme a kovetkezo definicidnak:

. . n .
Definicio: A V<[ altér egy B bazisdt alkotd vektorok darabszédmét

a V altér dimenz16janak nevezzik. Jele: dim(V)




Standard bazis, EUA dimenz16ja.

Emlékeztetd: (7 .
o - loording e.-t az 1. standard
e = '% e 1. Koordinata bazisvektornak hivjuk
, 0
Allitas: V‘ben a S={e } vektorhalmaz bdzist alkot.
1’ Cy0 S

Ezt a Vektorhalmazt az[?f\standard (ejtsd sztenderd) bazisdanak
nevezik.

Bizonyitds: Egyediil e 1. koordindtdja nem O, igy ha a nullvektort
akarjuk elodllitani S-bel1 vektorok linedris kombindci6jaként,
akkor qj-t 0-szor vehetjik csak. Ez minden 1-re elmondhatd, tehdt
a nullvektort S-bOl csak a trividlis linedris kombindcidoval tudjuk
eloallitani, azaz ha 0=) gy kNt + 0D N o h = D=0
[oy S linedrisan fuggetlen

S generdtorrendszer, hiszen L;swéjl Xh€1+ﬁq/ o X En

Kovetkezmény: dim(@f)zn.




Koordindtavektor, annak egyértelmusége

n
Allitds: Legyen B—{b bl,...;bK} egy bdzisa a V& nl"altérnek.
Legyen M<1V/ azaz v a V altérbe tartozd vektor. Ekkor v pontosan
egytéleképpen irhato fel a by, by,..., b Vektorok 11near1s
kombindciojaként, azaz a v=Aps+ Ab,+. . A@l egyenletnek
pontosan egy megolddsa van.

Bizonyitds: B bazisa V-nek, emiatt minden V-bel1 vektor elddllit-

hatd b b bl linedris kombindcidjaként, igy v 1s.

Indlrekt tegyuk fel, hogy v kétféleképpen is elb4allithato, azaz

L= Mo bt . 4 Aby és v=dob +d,b,+. . .+ &b ahol valamely i-re
#J\ Ekkor 0O=v- V—([\ i)b 2’7\1 ﬂbﬁ (Q\K ijb egy nem

tr1v1a11s linedris komb1nac1o am1i a nullvektort adJa emiatt B

nem linedrisan flggetlen. Ez ellentmond B bazis voltanak.

Definicio: A fentebbi egyenlet megolddsdbol kapott (QM’\L )

oszlopvektort a v vektor B bdzis szerinti koord1natavektoranak
nevezzik. Jele: v
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Példa koordinatavektorra

Tekintstk a kordbban vizsgdlt Mﬂzé(ii)lng?+g’XQ%ﬂ?§alteret €s

legyen B:é(%) @R 65" V= @1\

Kordbban lattuk, hogy B a V egy bazisa, v pedig A V egy eleme.
Ekkor v= -] |4 5 ﬂ tehat “(Jq
or v= QL(%ﬁ— 1) eha ‘ﬁﬁ ~\ B,

Megjegyzés: Amikor egy sima\Qb-beli vektort irunk fel, akkor

alapértelmezetten a standard bdzis szerinti koordindtavektordt
P : . X
irjuk le. Hiszen (%\: AN +T Loy

Mint a fenti1 példdban lathatjuk a koordindtavektornak mindig

annyi koordindtdja van mint az altér dimenzidja. lgy az altér
eleme1t helytakarékosan tudjuk dbrazolni. Ez kddolasoknal és

orafikdndl nagyon hasznos.



