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Grafok lerajzolasa

Definicio: Egy graf diagramjan a graf olyan lerajzolasat értjik
ahol a csucsok kildnb6zd sikbeli pontok, illetve az élek olyan
sikgérbék amelyek:

» vépontjai az él végpontjainak megfeleld sikbeli pontok

» dnmagukat nem metszik

> a sajat végpontjaik kivételével minden mas csucsot
elkerllnek.

Kérdés: Melyek diagrammijai az alabbiak k6zll a 3 hosszu
atnak?
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Grafok lerajzolasa

Definicio: Egy graf diagramjan a graf olyan lerajzolasat értjik
ahol a csucsok kildnb6zd sikbeli pontok, illetve az élek olyan
sikgérbék amelyek:

» vépontjai az él végpontjainak megfeleld sikbeli pontok

» dnmagukat nem metszik

> a sajat végpontjaik kivételével minden mas csucsot
elkerllnek.

Kérdés: Melyek diagrammijai az alabbiak k6zll a 3 hosszu
atnak?
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A baloldali diagram, a masik kettd viszont nem!



Sikbarajzolhato grafok
Definicié: Egy G graf sikbarajzolasan egy olyan diagramjat
értjlik amelyben az éleknek megfelelé gdrbék csak csucsokban
metszik egymast. Egy G graf sikbarajzolhato ha van
sikbarajzolasa.

G egy sikbarajzolasa esetén az éleknek megfeleld gérbék
tartomanyokra (lapokra) osztjak a sikot. Van egy kilsd
végtelen tartomany!

A héz graf két kulénbdz6 diagramja. Mindkét esetben harom
tartomany van, de a bal oldalon a kiils6 tartomany 6tszdg, mig
a jobb oldalon egy négyszdg.



Miért érdekes ez?

Valasz: A nyak rétegei kuldn-kildn sikbarajzolhat6 grafok.




Gombre rajzolhatésag

Definicié: Egy G graf gémbrerajzolasan a graf egy
gbébmbfellletre val6 olyan lerajzolasat értjik, amelyben az
éleknek megfeleld gorbék csak cslcsokban metszik egymast.
Egy G graf gémbrerajzolhato ha van gdmbrerajzolasa.

Allitas

Egy graf pontosan akkor gémbrerajzolhaté ha sikbarajzolhato6.
Megjegyzés: Sikbarajzolhat6 graf nyilvan gémbre is rajzolhato6.
A forditott irany igazolasahoz egy médszert mutatunk amivel a
sik és a gdmbfelllet egymasba atvihetd.



Sztereografikus projekcio

L]
e
N
PR
1
'

A gbmbét a sikra helyezzlk ugy, hogy a déli sarkban érintse
azt. E-vel az északi sarkot jel6ljuk. A gémbfelllet egy P pontjat
ugy képezzik le a sikra, hogy vessziik a az EP egyenest és
megnézzik, hogy hol metszi a sikot, ez a pont lesz a P képe.
Visszafele forditva csindljuk ugyan ezt.

E-t kivéve a gémbfelllet minden pontjdnak megfelel egy sikbeli
pont. Igazabol ez egy kdlcsdndsen egyertelml megfeleltetés a
gbémbfelulet\{E} és a sik pontjai kdzott. E a sik végtelen tavoli
pontjanak felel meg.



Sztereografikus projekcio kévetkezményei

Egy gombrerajzolhaté graf sikbarajzolhato, hiszen a
gbémbrerajzolasabdl sztereografikus projekciéval kaphatunk egy
sikbarajzolasat.

A kiilso tartomany nem Kkitiintetett. Egy sikbarajzolt graf
barmely T tartomanyabdl tudok kiilsd tartomanyt csinalni az
alabbi médszerrel:
1. A sikbarajzolasbdl sztereografikus projekcioval gémbre
rajzolast készitek.
2. A gdbmbét ugy forgatom, hogy az északi sark a T
tartomanyba ker0ljén.
3. Az igy kapott gdmbrerajzolasbol sztereografikus
projekcioval sikbarajzolast készitek.



A sztereografikus projekcio a térképészetben (érdekesség, nem
kell tudni)

A f6ld gdmbolyl ezért nem lehet réla méretaranyos sikbeli
abrat késziteni. Emiatt minden térkép torzit. India val6jaban
sokkal nagyobb mint tlinik, ezzel ellentétben Skandinavia és az
Antarktisz pedig sokkal kisebb. A sarkokrdl emiatt ortografikus
projekcioval készitik a térképeket amely nagyon hasonlé a
sztereografikushoz. Példaként alljon itt a f6ld egy részének
sztereografikus projekcioja:




Euler-formula (Euler-féle poliédertétel)

Tétel

Amennyiben G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf, akkor
e=n-+t—2ahol na Gcslucsainak a szama, t a
tartomanyainak szama, e pedig az éleinek a szama.



Euler-formula (Euler-féle poliédertétel)

Tétel

Amennyiben G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf, akkor
e=n-+t—2ahol na Gcslucsainak a szama, t a
tartomanyainak szama, e pedig az éleinek a szama.

Kérdés: Miért nevezik ezt poliédertételnek?




Euler-formula (Euler-féle poliédertétel)

Tétel

Amennyiben G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf, akkor
e=n-+t—2ahol na Gcslucsainak a szama, t a
tartomanyainak szama, e pedig az éleinek a szama.

Kérdés: Miért nevezik ezt poliédertételnek?

Valasz: A poliéder egy bels6 pontjabdl a poliédert egy gdmb
fellletére vetitve egy gdémbrerajzolt grafot kapunk. Ebbdl
sztereografikus projekcioval sikgraf készithetd, melynek a
csucsai, €lei és a tartomanyai megfelelnek a poliéder
csucsainak, éleinek és lapjainak. Ezen grafot a poliéder
élhaléjanak nevezik. Tehat a tétel nem csak sikbarajzolt
grafokrél hanem poliéderekrdl is érdekes allitast fogalmaz meg.



Euler-formula bizonyitasa

Legyen G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf n cslccsal, e éllel
és t tartomannyal.

Vegylnk egy kort és ebbdl hagyjunk el egy élet.



Euler-formula bizonyitasa

Legyen G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf n cslccsal, e éllel
és t tartomannyal.

Vegylnk egy kort és ebbdl hagyjunk el egy élet.
Ekkor az élek szama és a tartomanyok szama is eggyel
csokken, viszont a csucsok szama nem valtozik.



Euler-formula bizonyitasa

Legyen G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf n cslccsal, e éllel
és t tartomannyal.

Vegyiink egy koért és ebbdl hagyjunk el egy élet.

Ekkor az élek szama és a tartomanyok szama is eggyel
csokken, viszont a csucsok szama nem valtozik.

Ismételjik ezt az eljarast addig amig van a kapott grafban kor.



Euler-formula bizonyitasa

Legyen G egy sikbarajzolt 6sszefliggd graf n cslccsal, e éllel
és t tartomannyal.

Vegylnk egy kort és ebbdl hagyjunk el egy élet.

Ekkor az élek szama és a tartomanyok szama is eggyel
csokken, viszont a csucsok szama nem valtozik.

Ismételjik ezt az eljarast addig amig van a kapott grafban kér.
Egy n csucsu fat kapunk az eljaras végén, aminek n — 1 éle és
1 tartomanya van igy igaz r4, hogy e = n+t — 2. Ha k darab
élet hagytunk el akkor az egyenlet mindkét oldalat k-val
csOkkentettelk, igy G-re is igaz a formula. [



Euler-formula kévetkezményei

A G sikbarajzolhat6 graf minden sikbarjazolasaban ugyan
annyi a tartomanyok szama. (A fenti formulabél egyelére csak
Osszefliggbekre kdvetkezik az allitas, de az Euler-formula
altalanosithaté nem &sszefliggd sikbarajzolhaté grafokra is.)

Allitas
Ha G egyszer{l n csucsu és e éllel

rendelkezd sikbarajzolhaté graf, akkor
e<3n-6.



Euler-formula kévetkezményei

A G sikbarajzolhat6 graf minden sikbarjazolasaban ugyan
annyi a tartomanyok szama. (A fenti formulabél egyelére csak
Osszefliggbekre kdvetkezik az allitas, de az Euler-formula
altalanosithaté nem &sszefliggd sikbarajzolhaté grafokra is.)

Allitas
Ha G egyszer{l n csucsu és e éllel

rendelkezd sikbarajzolhaté graf, akkor
e<3n-6.

Allitas

Ha G egyszer{i n csucsu és e éllel
rendelkez6 sikbarajzolhat6 graf és
nem tartalmaz harom hosszu kért,
akkor e < 2n — 4.



Bizonyitas:

Vegylk G-nek egy sikbarajzolasat, és jel6ljik az i. tartomanyt
hatarolé élek szamat ¢;-vel.



Bizonyitas:

Vegylk G-nek egy sikbarajzolasat, és jel6ljik az i. tartomanyt
hatarolé élek szamat c;-vel. Mivel minden tartomanyt legalabb
3 él hatarol és egy él legfeljebb két tartomanyt tud hatéarolni:

3t<eci+c+...+¢c <2e



Bizonyitas:
Vegylk G-nek egy sikbarajzolasat, és jel6ljik az i. tartomanyt
hatarolé élek szamat c;-vel. Mivel minden tartomanyt legalabb
3 él hatarol és egy él legfeljebb két tartomanyt tud hatéarolni:

3t<eci+c+...+¢c <2e

Ha a graf 6sszefliggd, akkor hasznalhatjuk az Euler-formulat,
amibdl a t-t kifejezve és behelyettesitve:

3(e—n+2)<2e

Ebbdl atrendezéssel adodik, hogy e < 3n — 6.

Ha G nem 6sszefliggd hanem k komponensbdl all, akkor
legyen e; és n; az i. 6sszefliggd komponens él- illetve
csucsszama. Ekkor minden 6sszefliggd komponesre
felirhatjuk, hogy e; < 3n; — 6. Ezeket az egyenl6tlenségeket
O6sszeadva megkapjuk, hogy

e=>K e <>k (38n—6)=3n—6k<3n—86.



Bizonyitas:
Vegylk G-nek egy sikbarajzolasat, és jel6ljik az i. tartomanyt
hatarolé élek szamat c;-vel. Mivel minden tartomanyt legalabb
3 él hatarol és egy él legfeljebb két tartomanyt tud hatéarolni:

3t<eci+c+...+¢c <2e

Ha a graf 6sszefliggd, akkor hasznalhatjuk az Euler-formulat,
amibdl a t-t kifejezve és behelyettesitve:

3(e—n+2)<2e

Ebbdl atrendezéssel adodik, hogy e < 3n — 6.

Ha G nem 6sszefliggd hanem k komponensbdl all, akkor
legyen e; és n; az i. 6sszefliggd komponens él- illetve
csucsszama. Ekkor minden 6sszefliggd komponesre
felirhatjuk, hogy e; < 3n; — 6. Ezeket az egyenl6tlenségeket
O6sszeadva megkapjuk, hogy

e=>K e <>k (38n—6)=3n—6k<3n—86.



Bizonyitas:

Ha G egyszerii és nem tartalmaz harom hosszu kért, akkor
minden tartomanyt legalabb 4 él hatarol, igy:

4t < cy+Co+ ...+ ¢ < 2e, amibdl az el6zd szamolassal
kapjuk, hogy e < 2n — 4.0]



Néhany példa

Allitas:
A Ks nem sikbarajzohlat6 graf.



Néhany példa

Allitas:

A Ks nem sikbarajzohlat6 graf.

Bizonyitas: Ha K5 sikbarajzolhat6 lenne, akkor teljestilnie
kéne ra az e < 3n — 6 egyenldtlenségnek. Viszont n =5 és
e=10>9=3-5-6 = 3n- 6, tehat Ks nem sikbarajzolhaté.
L]



Paros grafok

Definicio: A G grafot paros grafnak nevezzik, ha a
csucshalmaza feloszthat6 két részre, A és B ugy, hogy A-beli
csucsok egymassal nem szomszédosak és hasonléan B-beli
csucsok egymassal nem szomszédosak. Ekkor G-t szokas
G = (A, B, E)-ként jel6Ini ahol E a G élhalmaza.




Teljes paros grafok

Definicié: Teljes paros grafon azt a G = (A, B, E) paros
grafot értjik ahol minden A-beli csics 6ssze van kétve minden
B-belivel. Jele: Kz g

K2,3 K373

Allitas
K3 3 nem sikbarajzolhato.



Teljes paros grafok

Definicio: Teljes paros grafon azt a G = (A, B, E) paros
grafot értjik ahol minden A-beli csics 6ssze van kétve minden
B-belivel. Jele: Kz g

K2,3 K373

Allitas

K3 3 nem sikbarajzolhato.

Bizonyitas: A K3 3 paros gréaf, ezért nem tartalmaz paratlan
hosszu kért, igy 3 hosszut sem. Emiatt ha a K3 3
sikbarajzolhaté lenne, akkor teljestlnie kénerdaz e <2n—4
egyenlétlenségnek, viszont n = 6 és
e=9>8=2%6-4=2n—-4.Tehata K33 nem
sikbarajzolhaté. [



Topolégikus izomorfia

Definicio: A G és H grafok topologikusan izomorfak ha az
alabbi két mivelet tetszdlegesen sok egymas utani
alkalmazasaval G atvihetdé H-ba:
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1. Hozz4adok a grafhoz egy Uj w csucsot és a graf egy uv
éle torlése utan hozzaadom a grafthoz az uw és wv éleket.

2. Ha a grafban w egy masodfoki pont a ra illeszkedd uw és
wv élekkel, akkor a w csucsot és az uw, wv éleket
kitérlém, majd az uv élet hozzdadom a grafhoz.

Megjegyzés: Ez a két miivelet egymas inverze.




Topolégikus izomorfia példa

Kérdés: G, H és F kdzil melyek topolégikus izomorfak
egymassal?

G H F



Topolégikus izomorfia példa

Kérdés: G, H és F kdzil melyek topolégikus izomorfak

egymassal?
) p H oo F
4 5 4 7 5

Valasz: G és H topologikusan izomorfak, hiszen G-bdl a 3-as
csucs torlésével, és a 6-os és 7-es cslcs beszurasaval H-t
kapjuk. Azonban F sem G-vel, sem pedig H-val nem
topolégikusan izomorf, hiszen F-nek van 4 foku cslcsa, a
tébbinek pedig nincs. Mindkét megengedett mivelet pedig
csak a masodfoku csucsok szamat valtoztatja, a tébbi csucs
fokét nem valtoztatja meg.



Topolégikus izomorfia és a sikbarajzolhatosag kapcsolata.

Allitas
Ha G és H topoldgikusan izomorfak, akkor G pontosan akkor
sikbarajzolhaté amikor H is.

u w \% u v
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Bizonyitas: Elég belatni, hogy ha G sikbarajzolhaté, akkor

abbdl kdvetkezik, hogy H is sikbarajzohlaté. A két mivelet

tartja a sikbarajzolhatésagot. Emiatt ha G-re alkalmazzuk

barmelyik miveletet, akkor sikbarajzohlat6 grafot kapunk.

Ezutan egymas utan alkalmazva a miveleteket elébb utébb H-t

kapjuk és minden egyes |épés utan a kapott graf
sikbarajzohlaté volt, igy H is. [J




Kuratowski tétel

Tétel
Egy G graf pontosan akkor sikbarajzolhaté ha nem tartalmaz
se K 3-al, se Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot.

Kaz



Kuratowski tétel

Tétel
Egy G graf pontosan akkor sikbarajzolhaté ha nem tartalmaz
se K 3-al, se Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot.

Ks3

Ks

Bizonyitas: < : Nehéz, nem bizonyitjuk.

= : Ha G graf sikbarajzolhat6 akkor nyilvdn minden
részgrafja is sikbarajzolhaté.

Ks-r0l és Kj 3-rol lattuk, hogy nem sikbarajzolhatoak, igy a
vellk topoldgikusan izomorf grafok sem sikbarajzolhat6ak.
Tehat utébbiak nem lehetnek G részgrafjai.



Példa Kuratowki tétel alkalmazasara

Kérdés: Sikbarajzolhat6-e az aldbbi graf?




Példa Kuratowki tétel alkalmazasara

Kérdés: Sikbarajzolhat6-e az alabbi graf?

Valasz: Tartalmaz K3 3-al topologikusan izomorf részgrafot.
Ezért Kuratowski tétele miatt nem sikbarajzolhato.



Sikbarajzolas egyenes vonalakkal

Fary-Wagner tétel
Ha G sikbarajzolhat6 graf, akkor van olyan sikbarajzoléasa is
ahol minden élet egyenes szakasszal rajzolunk le.




