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Grafbejarasok
Egy G graf egy bejarasan a G
csucsainak valamilyen sorrendben
térténd végiglatogatasat értjik. A cél az,
hogy egy v cslcsot lehetbleg ugy
latogassunk meg, hogy egy mar bejart u
csucsbdl Iéplink at az uv élen keresztil.
A cél a graf 6sszes csucsanak a
bejarasa.
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Minden bejarashoz tartozik egy elérési sorrend, ami nem mas
mint G csucsainak egy sorrendje, hogy mikor lattuk ket
el6szor a bejaras soran. Befejezési sorrenden pedig G
csucsainak azon sorrendjét tekintjik amely megmondja, hogy
milyen sorrendben foglalkoztunk velUk utoljara.

A példa bejéras elérési sorrendje B, D, C, A, a befejezési
sorrendje pedig B, C, D, A. (Ez a bejaras se nem BFS se nem
DFS, BFS és DFS def késobb.)
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Bejarasi fa
A csucsok nagy részébe egy korabbi cslcsbdl kiindul6 él
mentén érkeztlink meg el6szdr. Bejarasi fanak nevezzlk azt
az iranyitott grafot, mely pontosan ezen éleket az Ujonnan elért
csucsok fele iranyitva tartalmazza. Ez a graf kérmentes,
viszont nem feltétlen fa! Lehet erdd is.
A C



Bejarasi fa
A csucsok nagy részébe egy korabbi cslcsbdl kiindul6 él
mentén érkeztlink meg el6szdr. Bejarasi fanak nevezzlk azt
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viszont nem feltétlen fa! Lehet erdd is.
A C

B
Definicid: Az uv él/iranyitott él faél a bejarasra nézve, ha a
bejarasi fanak az éle. Amenyiben uv nem faél, akkor:
» uv eloreél ha a bejarasi faban u-bél vezet iranyitott Gt
v-be,
» uv visszaél ha a bejarasi faban v-bdl vezet iranyitott ut
u-be,
» uv keresztél ha az el6bbiek kdzil egyik sem.
Megjegyzés: Iranyitatlan esetben az eldreélek és a visszaélek
ugyanazok.



Néhany definicio:

Definicié: Ha G egy iranyitott graf és (ujv) egy iranyitott él,
akkor v-t az u kiszomszédjanak, u-t pedig a v
beszomszédjanak nevezziik.

(5.4) ? (5.6)

(6,7)

Példa: Az 2-es csucsnak az 1-es és 3-as csucsok
beszomszédjai, az 5-6s csucs a kiszomszédja.
Jel6lés: Ha E egy lista, akkor az E lista i. elemét E(i)-vel

jeldlik.



Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.

0. Létrehozunk egy kezdetben Ures E listat.

1. Bejarjuk a v4 csucsot, v4-et betesszilk az E-be. i := 1.

2. Az E(i) csucs 6sszes még be nem jart (ki-)szomszédjat
bejarjuk valamint ezen csucsokat az E végére flizzik. Az
E(i) csucs és a most bejart szomszédai kdz6tt futd élekek
bevesszilk a bejarasi faba, iranyitatlan esetben ugy, hogy
az E(i) csucs legyen a kezdépontjuk.

3. Ha az E listaban szerepel i + 1. csucs, akkor az i-t
ndveljik 1-gyel és a 2-es lépésre ugrunk.

4. Output: E ami az elérési sorrend + bejarasi fa

Elérési sorrend:
A
Befejezési sorrend:




Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.

0. Létrehozunk egy kezdetben Ures E listat.

1. Bejarjuk a v4 csucsot, v4-et betesszilk az E-be. i := 1.

2. Az E(i) csucs 6sszes még be nem jart (ki-)szomszédjat
bejarjuk valamint ezen csucsokat az E végére flizzik. Az
E(i) csucs és a most bejart szomszédai kdz6tt futd élekek
bevesszilk a bejarasi faba, iranyitatlan esetben ugy, hogy
az E(i) csucs legyen a kezdépontjuk.

3. Ha az E listaban szerepel i + 1. csucs, akkor az i-t
ndveljik 1-gyel és a 2-es lépésre ugrunk.

4. Output: E ami az elérési sorrend + bejarasi fa

Elérési sorrend:
A, B
Befejezési sorrend:
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Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.
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Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.

0. Létrehozunk egy kezdetben Ures E listat.

1. Bejarjuk a v4 csucsot, v4-et betesszilk az E-be. i := 1.
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Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.

0. Létrehozunk egy kezdetben Ures E listat.

1. Bejarjuk a v4 csucsot, v4-et betesszilk az E-be. i := 1.

2. Az E(i) csucs 6sszes még be nem jart (ki-)szomszédjat
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ndveljik 1-gyel és a 2-es lépésre ugrunk.
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Szélességi bejaras, BFS(Breadth-first search)
Input: G (esetleg iranyitott) graf, v4 gybkérpont.

0. Létrehozunk egy kezdetben Ures E listat.

1. Bejarjuk a v4 csucsot, v4-et betesszilk az E-be. i := 1.

2. Az E(i) csucs 6sszes még be nem jart (ki-)szomszédjat
bejarjuk valamint ezen csucsokat az E végére flizzik. Az
E(i) csucs és a most bejart szomszédai kdz6tt futd élekek
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A BFS nem feltétlen jar be minden csucsot

Az itt megadott BFS algoritmus nem felétlenl jarja be az egész
grafot ha a graf iranyitott, illetve biztosan nem jarja be ha nem
Osszefliggd.

Példa: Legyen C a kezd6 csucs. Ekkor az algoritmus végén

E = (C, D) és az A és B csucsok nem lettek bejarva.

A B C D
® - - -

Ha a BFS algoritmust egy v csucsbdl inditom egy iranyitatlan
graf esetén, akkor pont a v csucsot tartalmazé6 6sszefliggd
komponensben 1évé cslicsokat fogja bejarni. Emiatt a BFS
segitségével meg lehet talalni az 6sszefliggd komponenseket.
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Legrévidebb utak faja

Definicio: Egy (irdnyitott) Ut hossza az 6t alkotd élek szama. A
G (iranyitott) grafban talalhaté u és v csucsok tavolsagan a
legrovidebb u és v koz6tti (iranyitott) ut hosszat értjik. Ezt a
mennyiséget altalaban d(u, v)-vel jeldljik.

Megjegyzés: Iranyitott graf esetén A
d(u,v) és d(v, u) tipikusan nem egyenld!
d(A,B)=1#3=d(B,A) B

Allitas
Ha a G graf egy BFS fajaban iranyitott Ut vezet u-bol v-be akkor
ez az iranyitott Ut egyben egy legrévidebb Ut u és v kdz6tt.

A
Koévetkezmény: Egy szélességi
kereséssel meghatarozhatdak a C
gyOkérpont és barmely masik csucs B
kdz6tti tavolsagok.
Példaul az A és F tavolsaga 2.



Emeletekre bontas a BFS-sel

A BFS algoritmussal emeletekre bonthatjuk a grafot:

» 0. szinten a gydkér van

1. szinten a gyo6keértol 1

faélnyire 1évo csucsok

> 2. szinten a gyokértdl 2
faélnyire 1évd csucsok

» i. szinten a gyokértol i
db faélnyire lévd
csucsok

0. szint

v

1. szint

2. szint

» Van egy oo szint ahol a
gyokérbdl faéleken el
nem érhetd csucsok
talalhatéak.

3. szint



Miért ad a BFS legrévidebb utakat?

Allitas: Ha egy u csuics a gyokérbdl elérhetd Gton/iranyitott
uton, akkor faéleken keresztil is elérhetd.

Bizonyitas: Ezen Gt/iranyitott ut mentén talalhaté csucsokat a
BFS bejarja.

Allitas: Egy iranyitatlan graf minden éle csak azonos és
szomszédos szint kdzo6tt fut.

Bizonyitas: Legyen u és v olyan csucsai a grafnak, hogy az u
legalabb 2-vel kisebb sorszamu szinten talalhat6. Ha a grafban
lenne {u, v} él, akkor a bejaras ezt az élet faélnek valaszottta
volna és a v csucs az u-nal egyel nagyobb sorszamu szintre
kerult volna.

Allitas: Egy iranyitott graf minden ir. élének a végpontja
legfeljebb egyel lehet nagyobb sorszamu szinten mint a
kezddpontja.

Koévetkezmény: Egy csucsnak a gyokértdl vett tavolsaga
megegyezik a szintszamaval, hiszen ennyi faélen keresztil
elérhet6 a gyokérbdl, egy révidebb Ut pedig nem szomszédos
szintek kdzotti élet tartalmazna ami nincs.



Emeletekre bontas valéjaban

A BFS algoritmussal emeletekre bonthatjuk a grafot:

» 0. szinten a gydkér van

» 1. szinten a gyokeértol 1
tavol 1évd csucsok

> 2. szinten a gyokértdl 2
tavol 1évd cslcsok

» i. szinten a gyokértol i
tavol Iévd csucsok

» Van egy oo szint ahol a
gyOkérbdl
aton/iranyitott uton el
nem érhetd csucsok
taldlhatoak.

0. szint

1. szint

2. szint

3. szint



A BFS néhany tulajdonsaga

Allitas
A BFS algoritmus Iépésszama n + e-vel ardnyos, ahol n a graf
csucsszadma e pedig az élszama.

Bizonyitas: Minden csucsot legfeliebb egyszer irunk fel a
listdba, ezért a lista karbantartdsa a csucsszammal aranyos
Iépést kivan. Minden bejart csucsnak megvizsgaljuk a
szomszédait, hogy bejartak-e, de ezekbdl a vizsgalatokbdl
legfeljebb kétszer annyi van mint él.[]



A BFS néhany tulajdonsaga

Allitas
A BFS algoritmus Iépésszama n + e-vel ardnyos, ahol n a graf
csucsszadma e pedig az élszama.

Bizonyitas: Minden csucsot legfeliebb egyszer irunk fel a
listdba, ezért a lista karbantartdsa a csucsszammal aranyos
Iépést kivan. Minden bejart csucsnak megvizsgaljuk a
szomszédait, hogy bejartak-e, de ezekbdl a vizsgalatokbdl
legfeljebb kétszer annyi van mint él.[]

Allitas:

A BFS bejarasra nézve nincsenek elbre élek.



Feladat

Adott egy G iranyitott vagy iranyitatlan graf, illetve a G
élhalmazan értelmezett / hosszfliggvény mely megmondija,
hogy egy él milyen hosszu.

Definicio: Egy ut hossza az utat alkot6 élek hosszainak az
Osszege. Az u és v csucsok tavolsagan az u és v kdzott
talalhato legrévidebb (iranyitott graf esetén iranyitott) Gt
hosszat értjik és ezt a mennyiséget dist(u, v)-vel jeldljuk.

Példa:
dist(S,D) =6
dist(D, S) = oo
dist(S,A) = 11

Adjunk eljarast amely tetszdleges két cslcs tavolsagat
meghatéarozza és meg is ad egy legrévidebb utat kdzottik!



Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok étlete

Definicio: A G iranyitott vagy iranyitatlan grafban Iévo

dist(u, v) tavolsagfliiggvényre nézve egy felso becslés a

b(u, v) ha minden u, v csucsparra dist(u, v) < b(u, v).

Ha dist(u, v) = b(u, v), akkor a b(u, v) becslést pontosnak
nevezzuk.

El menti javitas

Ha b(u, v) > b(u, w) + I(w, v) akkor cseréljik le b(u, v) értékét
b(u, w) + I(w, v)-re! Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a wv
él mentén javitottuk a fels6 becslésiinket!

b(u,v)=12 v b(u,v)=10

b(u,w)=8 w b(u,w)=8 w



El menti javitas haszna
b(u,v)=10

b(u,w)=8 w

Allitasok:

1. Ha egy fels6 becslésre alkalmazzuk az él menti javitast
akkor felsé becslést kapunk.

2. Ha egy u és v kdzott futd legrévidebb u = vy, vo,...vp =V
at mentén élei mentén sorban javitjuk a
b(vy, v2), b(vy, v3),...,b(vq, vy) felsb becsléseket, akkor a
végén d(u,v) = b(u, v).

3. Ha semelyik él mentén sem tudunk egy felsd becslést
javitani, akkor az a fels6 becslés megegyezik a
tavolsagfliggvénnyel.

Allitasok haszna: Az él menti javitast megfeleléen sokszor
ismételve fogjuk kiszamolni a tavolsagokat.



Dijkstra algoritmusa

Input: G = (V, E) (irdnyitott/iranyitatlan) graf, egy
I : E — R*™ U O hosszfliggvény és egy s € V csucs.

0. KESZ:= {s}, d(s) := 0, d(v) := co minden s-t8l killénbdzd
v csucsra, és legyen u := s.

1. Az u cslcsbdl a KESZ halmazon kiviili csticsokba futé élek
mentén probaljuk javitani a d() fels6 becslést, azaz ha
v ¢KESZ, uv € E és d(v) > d(u) + I(u, v), akkor
d(v) :=d(u) + I(u, v) valamint T(v) := u.

2. Legyen u a KESZ halmazon kiviili csticsok kdzil az
amelyikre a d(u) érték a legkisebb. Tegyik be az u-ta
KESZ halmazba.

3. Ha minden cstics a KESZ halmazban van akkor STOP,
kilénben folytassuk az 1-es lépéssel.

Output: d(v) = dist(s, v) értékek és T témb melybdl a
legrébidebb utak kiolvashatoak.



A dijkstra algoritmus magyarazata (nem bizonyitas)

Az algoritmus minden v csucsra meghatarozza a dist(s, v)
tavolsagot, ezt a d(v) szamolasaval éri el, ami sohasem ng, és
minden egyes lépésben felsd becslése a dist(s, v)-nek.

Egy KESZ nevezet(i halmazba helyezi egyesével a csticsokat.
A KESZ halmazban lévé csticsokra a felsd becslés mar pontos
lesz, azaz ha v eKESZ akkor d(v) = dist(s, v). Kezdésnek
csak az s van a kész halmazban.

Az algoritmus futésa soran T(v) azt mondja meg, hogy egy s
és v kOzdbtti d(v) hosszu Ut esetén melyik csucs elézi meg v-t.
Emiatt a végsé T(v) megmondija, hogy egy s és v kdzotti
legrévidebb uton melyik csucs elézi meg v-t.

Ezért ha egy s és v kdzétti legrévidebb utat szeretnénk
megkapni, akkor ennek a forditottjat adja a

v, T(v), T(T(v)),..., T(T(...T(v)...)) = s sorozat, amit csak
meg kell forditani.



Dijkstra algoritmus példa

KESZ={S}
d() T()
S|0]O0 S
A | oo |20 A|S
B |oo| B
C || 3 C|S
D | oo | o0 D
E |co| 2 E | S




Dijkstra algoritmus példa

KESZ={S,E}
d() T()
S|0|0]0O0 S
A |oco |20 |10 A|S|E
B |oo| 0| B
C|lo| 3] 3 C|S|S
D |oco|oo| D
E || 2|2 E |S|S




Dijkstra algoritmus példa

KESZ={S,E,C}

d() T()

S|0|0|0]O S

A |oco|20|10 | 10 A|S|E|E
B |oco| oo oo|23 B C
C|loo| 3] 3]3 C|S|S|S
D|occ|oco|oco]| 6 D C
E|lo| 2| 2|2 E|S|S|S




Dijkstra algoritmus példa

{S,E,C,D}

KESZ=

ONnwmowm
wiow|ow
LLl 0p] w
w w w
< 0o
o [ ™ |© |
1R |m |0
2|8 | 8|
K| 8|8 |
2|18(38]8|8
< |0 OO W




Dijkstra algoritmus példa

{S,E,C,D,A}

KESZ=

O<<w|Oow
ONnwmowm
wiow|ow
LLl 0p] w
w w (9p]
< 0o
oY |m|o|n
o [ ™ |© |
1R |m |0
2|8 | 8|
K| 8|8 |
2|18(38]8|8
<o |QWw




Dijkstra algoritmus példa

KESZ=(S,E,C,D,A,B}
dist(S,B)=14 és a
legrévidebb ut S és B

k6zott SCDAB.

d() T()
Ss|o0o|j0|O0]O0O|O0]0O S
A|loco|20(10]10| 9 | 9 A|S|E|E|D|D
B |oo|oo| oo |23|15] 14 B C|/D|A
C|loo|3]3|3|3]|3 C|S|S|S|S|S
D|cc|oco|co| 6| 6|6 D c|iCc|C
E|lw| 2| 2|2 |22 E|S|S|S|S|S




Dijkstra jdsaganak bizonyitasa

Azt bizonyitjuk be, hogy az algoritmus futdsa soran a KESZ
halmazban szerepl6 csucsok felsd becslése mar pontos. Ehhez
indukciét hasznalunk a KESZ halmaz méretére.

Legyen u a legkisebb felsd becsléssel rendelkezé nem
KESZbeli cstcs. Indukcié miatt a KESZben 1évé csticsok
becslése pontos. Minden v KESZbeli csticsbdl kiindul6 él
mentén javitottunk mar ugy, hogy a v becslése pontos volt,
ezért ezen élek menti javitas mar nem csodkkenti a fels6
becslést. Ezért nem KESZ beli csticsok kdzétt vezetd élek
mentén tudunk javitani. Ezek hossza nemnegativ, emiatt d(u)
ala egyik KESZen kivili cstics becslése sem csdkkenhet.
Emiatt u becslése nem csdkkenthetd tovabb javitasokkal. igy
d(u) sziikségszeriien pontos. Szabaly szerint u keriil a KESZ
halmazba kdvetkezdnek, igy készen vagyunk.



Legrovidebb utak faja Dijkstra esetén

Minden egyes v csucs esetén jeldljik meg azt az élet, amely
menti javitas utoljara csdkkentette a v s-t0l vett tavolsagéat. Ez
a v cslics esetén pontosan a (T(v), v) élet jelenti. igy ha G
Osszefliggd, akkor G-nek egy olyan feszitofajat kapjuk, amely
tartalmaz s-bél minden mas csucsba egy legrévidebb utat.




Negativ élhosszok

Mi térténik, hogy ha vannak negativ hosszu élek?
Dijkstra algoritmusa nem mikddik, rossz eredményt ad.

Példa:

A Dijkstra az SA él menti javitas utan az A cslcsot a KESZ
halmazba teszi d(A) = 2-vel, mig az SBA Ut 1 hosszu.



Probléma negativ élhosszokkal

Az ismert, gyakorlatban hasznalhaté
legrévidebb utat keresé algoritmusok
valéjaban nem utat keresnek hanem
legrévidebb élsorozatot. Iranyitatlan
esetben egy negativ élen oda-vissza
maszkalnak. Iranyitott graf esetén ha van
negativ 6sszhosszusagu iranyitott kor
akkor ezen kdérbemenve tetszdlegesen
sokszor lehet csékkenteni az élsorozat
hosszat.

Definicio: Egy iranyitott graf élhalmazan értelmezett
hosszfliggvény konzervativ ha a graf nem tartalmaz negativ
6sszhosszu iranyitott kort.

Innentdl csak konzervativ élhosszfliggvényekkel foglalkozunk.



Ford algoritmusa

Input: Egy G = (V, E) irdnyitott vagy iranyitatlan graf, egy az
élhalmazan értelmezett konzervativ hosszfliggvény: / és egy
s € V csucs.

0. Roégzitjik az éleknek egy tetszbleges sorrendjét, legyen ez
e1,62,..., €. Kezdetben d(s) := 0 és d(v) =: oo minden
s-t6l kilénb6z6 v csucs esetén. Legyen j := 1.

1. A rbgzitett sorrendben haladva prébalunk meg javitani
minden él mentén a d() fels6 becslésen.

2. Ha i = |V/|, akkor STOP, kulénben i-t megndveljik eggyel
(i:==1i4+1) és az 1-es Iépésre ugrunk.

Output: Az s-t6l mért tavolsagok: d(v) minden v csucsra.



Ford algoritmusa

Input: Egy G = (V, E) irdnyitott vagy iranyitatlan graf, egy az
élhalmazan értelmezett konzervativ hosszfliggvény: / és egy
s € V csucs.

0. Roégzitjik az éleknek egy tetszbleges sorrendjét, legyen ez
e1,62,..., €. Kezdetben d(s) := 0 és d(v) =: oo minden
s-t6l kilénb6z6 v csucs esetén. Legyen j := 1.

1. A rbgzitett sorrendben haladva prébalunk meg javitani
minden él mentén a d() fels6 becslésen.

2. Ha i = |V/|, akkor STOP, kulénben i-t megndveljik eggyel
(i:==1i4+1) és az 1-es Iépésre ugrunk.
Output: Az s-t6l mért tavolsagok: d(v) minden v csucsra.

Megjegyzés: A legrévidebb utak meghatarozasahoz ugyan
agy jarhatunk el mint a Dijkstra esetében, azaz ha a d(v) fels6
becslés javul az uv él menti javitas sorén, akkor T(v)-ben
eltaroljuk u-t. Végull pedig a legrévidebb ut forditottjat
kiolvassuk a T tdmbbdl.



Ford algoritmusara példa
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Ford algoritmusara példa

d()

Alo]Jo 00
B | oo 2 2 || 2
Cloo 1144
D || 4 4| 4

Eszrevétel: Ha az algoritmus 1-es pontjanak végrehajtasa
sorén semelyik él mentén sem tudunk javitani, akkor ezt
kdvetden sem fogunk tudni. Ezért ebben az esetben
megallhatunk, akkor is ha az i még nem érte el a csucsszamot.



Miért ad j6 eredményt a Ford algoritmus?

Legyen s az a csucs amibdl a Ford algot inditottuk és legyen u
egy tetszdleges masik csucsa a grafnak. Ekkor egy s és u
kdzotti legrévidebb at, mely az s = vq, vo, ... vk = u csUcsokat
tartalmazza ebben a sorrendben, maxmimum n — 1 éIbdl all.

% V:

S=W Vo Vo = U

Ekkor s, vi egy s és vy kdzotti legrovidebb Ut, s, v, vo egy s és
Vo kOz6tti legrévidebb t, stb. Az elsd javitasi fazis soran javitok
az (s, v1) él mentén, emiatt innentdl v; felsé becslése pontos. A
masodik javitasi fazis soran javitok az (vy, v») él mentén, és
mivel v4 becslése mar pontos volt, igy v» becslése is pontos. A
k. javitasi fazis soran javitok a (vx_1, vk) €l mentén és mivel
Vk_1 becslése mar pontos volt, emiatt v, becslése is pontos.

n — 1 fazis utan készen vagyok.



Osszes csucspar kozotti tavolsagok meghatarozasa

Ez a feladat megoldhaté csucsszam darab Ford lefuttatasaval.
Ehelyett most egy méasik megoldasrdl, a Floyd algoritmusrél
lesz sz0:

Otlet: Ha u-b6l v-be akarok menni és van egy u-bél k-ba
vezeto, illetve egy k-bdl v-be vezetd révid utam, akkor ezek
egymas utan flizése is lehet rovid.

df(u,v) =12 v

) o< v)=7

dk(k,v) = —1

Ezt felhasznélva, ha d*() egy fels6 becslés, akkor készithetlink
egy jobb a**+1() fels6 becslést:
d**1(u, v) := min (ad¥(u, v), d¥(u, k) + d¥(k, v))



Floyd miik6dése

Egy d*(u, v) felsd becslést szamol, melynek a jelentése: A
legrovidebb u és v k6z6tt futd Ut hossza mely u-n és v-n kivdl
csak k-ndl kisebb sorszamu csucsokat hasznal. Nyilvan
d\Vi+1(u, v) = dist(u, v).

A Floyd tehat ugy miikédik, hogy az elsd kdrben csak
kdzvetlen, egy élet tartalmazé utakat néz. A masodik kérben
olyan utakat néz melyek a kezd6 és végpontjukon kivdl
tartalmazhatjédk az 1-es csucsot is. A k. kérben pedig olyan
utakat néz melyek tartalamzhatjdk az 1,2 ...k — 1. csucsot.
Minden kérben meghatarozza a legrévidebb ilyen tipusu utak
hosszat a d**'(u, v) := min (a*(u, v), d*(u, k) + d¥(k, v))
formula segitségével.



Floyd algoritmusa

Input: Egy G = (V, E) irdnyitott vagy iranyitatlan graf, egy az
élhalmazan értelmezett konzervativ hosszfliggvény: /.

0. Cimkézzik a csucsokat 1-t6l |V|-ig egész szamokkal.
Minden szomszédos u, v (kiléonb&z6) csucspar esetén
legyen d'(u, v) := I(u, v), a nem szomszédosokra pedig
d'(u, v) := co. Legyen tovabba d'(u, u) := 0 minden u
csucsra. Legyen k :=1.

1. Minden u, v csucsparra
d**1(u, v) := min (ad¥(u, v), d(u, k) + d¥(k, v)).

2. Ha k = V(G) + 1 akkor STOP, kilénben k := k + 1 és
folytassuk az 1-es lepéssel.

Output: d!VI*1() ami megmondja barmely két cstcs
tavolsagat.



Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'TA[BJ|]C]|D
Al0|2|1)|4
B |l|oo| 0 |-3]c0
Cl2 || 0]
D|lo|x|-6|0




Floyd algoritmus példa
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d'|A[B|[C|DJ|d?]A]B D
Alo|l2|1|4|A|0)|2 4
B|oow|O0|-83|w|B|]x]|O0

Cl|2 || 0]|x| C|2
D|lo|x|-6|0 D | © 0




Floyd algoritmus példa
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Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]A[B|C]|D
AlO0O | 2
B |oco| 0 ]3]
C 4 |0
D o0 0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'|A[B|[C|DJ|d?]A]B D
Alo|l2|1|4|A|0)|2 4
B|oow|O0|-83|w|B|]x]|O0 00
Cl|2|c0|0|x||C|2)|4 6
D/l ococ|o|-6|0 | D]|oo|oc 0
4

] A]B D

A0 | 2]-1

B |oco| 0 ]3]

C 4 10

D o0 0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'|A[B|[C|DJ|d?]A]B D
Alo|l2|1|4|A|0)|2 4
B|oow|O0|-83|w|B|]x]|O0 00
Cl|2|c0|0|x||C|2)|4 6
D/l ococ|o|-6|0 | D]|oo|oc 0
4

] A]B D

AlO0O|2|-1]4

B |oco| 0 ]3]

C 4 | 0| 6

D o0 0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'|A[B|[C|DJ|d?]A]B D
Alo|l2|1|4|A|0)|2 4
B|oow|O0|-83|w|B|]x]|O0 00
Cl|2|c0|0|x||C|2)|4 6
D/l ococ|o|-6|0 | D]|oo|oc 0
4

] A]B D

AlO0O|2|-1]4

B |oco| 0 ]3]

cl2]4/|0]|6

D o0 0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4

AB]A[B|C]|D

AlO0O|2|-1]4

B |oco| 0 ]3]

cl2]4/|0]|6

D|xo|oo|-6]|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
AlOoO|2|1]41]|A]|O -1
B|xw|O0|-3|cx| B 0|-3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |-6| 0] D 6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
Alo|2]|-1|4|]|A|O0]2]-1
B|xw|O0|-3|cx| B 0|-3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |-6| 0] D 6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
AlOoO|2|-1|4|]|A|O0]|]2]|-1]|4
B|xw|O0|-3|cx| B 0|-3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |-6| 0] D 6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
AlOoO|2|-1|4|]|A|O0]|]2]|-1]|4
B|xw|O0|-3|xx|[B|-1]0]-3|3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |-6| 0] D 6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
AlOoO|2|-1|4|]|A|O0]|]2]|-1]|4
B|xw|O0|-3|xx|[B|-1]0]-3|3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |-6|0]| D|-4 6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
Dl ooc|x|6|0|D|]x|occ|-6]|0
4
AB]JA][B|C|DI|[d*]A][B]C]|D
AlOoO|2|-1|4|]|A|O0]|]2]|-1]|4
B|xw|O0|-3|xx|[B|-1]0]-3|3
cl2|4|/0|6|C|2|4]|]0/|6
D| | |6|0| D|4]-2]-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x| C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 4
B|oco|O0|-3|cc||B|-1]0|-3|/3]| B 0 3
cl2]4/|0]|6 Cl2|4]0|6| C 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x| C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 4
B|oco|O0|-3|cc||B|-1]0|-3|/3]| B 0 3
cl2]4/|0]|6 Cl2|4]0|6| C 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 |24
B|oco|O0|-3|cc||B|-1]0|-3|/3]| B 0 3
cl2]4/|0]|6 Cl2|4]0|6| C 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 |24
B|oco|O0|3|cc||B|-1]0|-3[3]|] B| -1 0 3
cl2]4/|0]|6 Cl2|4]0|6| C 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 |24
B|oco|O0|3|cc||B|-1]0|-3[3]|] B| -1 0 |-3|3
cl2]4/|0]|6 Cl2|4]0|6| C 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 |24
B|oco|O0|3|cc||B|-1]0|-3[3]|] B| -1 0 |-3|3
cl2]4/|0]|6 cCl2/4]0|6(| C| 2 0|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Floyd algoritmus példa

A csucsok szamozasa megegyezik az ABC-ben elfoglalt
helyiikkel. Az utols6 d® tablazat tartalmazza a tavolsagokat.

d'IA[B|[C|DJ|d]A|B[C]|D
Alo|l2|1|4|A|0|2|1]4
B|oow|O0|-83|cw|B|x]|]0]|-3]|x
Cl|2|c0|0|x||C|2|4|0]|6F6
D|lo|x|-6|0 D|o|x|-6|0
4
RB]JA][B|C|[DI|[d*|A]|B|]C|D|a®]A]B]|CI|D
AlO0O|2|-1]4 AlO0oO|2|-1|4||A]| O 2 |24
B|oco|O0|3|cc||B|-1]0|-3[3]|] B| -1 0 |-3|3
cl2]4/|0]|6 cCl2/4]0|6(| C| 2 4 10|6
D|ococ|oc]|-6]|0 D|4|2|6|0| D|-4|-2|-6|0




Tanacsok a Floydhoz:

» Az 4tlé6 mindig 0!
» Ha az i. csticson keresztill javitunk, azaz éppen d'+'-et

szamoljuk, akkor az i. csucs sora és oszlopa masolhat6 az
el6z6 tablazatbol!



Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok 6sszehasolitasa

Algoritmus  Negativ él? Mit ad meg Lépésszam
Dijkstra Nem lehet  dist(s,v) ahol sfix cn?
Ford Lehet dist(s,v) ahol sfix cne
Floyd Lehet dist(u,v)Yu,ve V c¢cnd

Lépésszamokndl e a graf éleinek szama, n a graf csucsainak
szama, c pedig az input graftél nem fliggd konstans ami a
konkrét implementaciétdl figg.



Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok 6sszehasolitasa

Algoritmus  Negativ él? Mit ad meg Lépésszam
Dijkstra Nem lehet  dist(s,v) ahol sfix cn?
Ford Lehet dist(s,v) ahol sfix cne
Floyd Lehet dist(u,v)Yu,ve V c¢cnd

Lépésszamokndl e a graf éleinek szama, n a graf csucsainak
szama, c pedig az input graftél nem fliggd konstans ami a
konkrét implementaciétdl figg.

Megjegyzés: Az élszam egyszerii grafok esetén is lehet joval
nagyobb a csucsszamnal, (Gondoljunk a teljes grafra ahol

~ n?/2.). Emiatt ha az 6sszes cslcspar esetén kivancsiak
vagyunk a tavolsagukra, akkor ezek egy Floyd futtatdsaval
gyorsabban kiszamithatéak mint n darab Forddal.

Konkluzié: Ha nincsenek negativ élek, akkor hasznaljuk a
Dijkstrat mert az a leggyorsabb! A Floyd a leglasabb, de az a
legéltalanosabb.



