A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2014. 10. 20.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyenek a G egyszert graf cstucsai az 1,2, ..., 10 szdmok, és két kiilonboz6 csics kozott akkor fusson
él, ha a két szam kiilonbsége paratlan. Hany 4 hosszu kore van a G grafnak?

A G grafnak 10 cstcsa és 25 éle van, hiszen az élek az 5 paratlan szam mindegyikét az 5 paros szam
mindegyikével kotik dssze. (2 pont)
A G minden C} részgrafjanak csucsai koziil tehat pontosan ketté paros és ketté paratlan, (2 pont)
rdadasul barhogyan is valasztunk ki két paros és két paratlan szamot, azok G-nek pontosan egy 4

hosszt koréhez tartoznak. (2 pont)
Ezek szerint a keresett korok szama éppen annyi, ahanyféleképp ki tudunk valasztani 5 paros és 5
paratlan szambol két parosat és két paratlant. (2 pont)
Mivel a dontéseink egymastol fiiggetlenek, ezt pontosan (2)2 = 10 - 10 = 100-féleképp tehetjiik meg.

(2 pont)

2. Hényféleképpen lehet sorba rakni az 1,2,...,10 szamokat gy, hogy a sorozat valahanyadik eleméig

monoton névekedd, onnantél pedig monoton csokkend legyen? (A két részsorozat hatara akar a sorozat
els6 vagy utolsé eleme is lehet.)

Vildgos, hogy ha egy sorozat olyan, amilyet a feladat leir, akkor a két monoton részsorozatot elvalaszté

elem a sorba rakott szamok koziil a legnagyobb, azaz a 10 lesz. (2 pont)
Az is viladgos, hogy a 10 el6tti elemek novekvd, a 10 utani elemek pedig csokkend sorrendben kovet-
keznek egymads utan a sorozatban. (2 pont)

Ezért minden ilyen sorozatot egyértelmiien meghatéaroz a 10-et megeléz6 elemek H halmaza: (1 pont)
a sorozat a H halmaz elemeinek novekvo sorrendjével kezddédik, a 10-zel folytatodik és a H komple-

menterének csokkend sorrendben torténd felsorolasaval ér véget. (2 pont)
Ezért a keresett sorozatok szama megegyezik a {1,2,...,9} halmaz részhalmazainak szaméval, (1 pont)
ami 2%, hisz a 9 elemrdl egymadstdl fiiggetleniil déntiink, hogy bevegyiik-e H-ba. (1 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat 2°. (1 pont)

3. Az dbran lathaté a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk, hogy b és c ill.
a és e szomszédosak G-ben?

Azt tanitottdk, hogy a DFS faban nincs keresztél. (3 pont)
Tehat ha a fa minden élét a gyokértol kifelé iranyitjuk, akkor b és c ill. a és e egymas leszarmazottai
lesznek. (2 pont)
Ezért a bejaras a fabeli ae itnak el6szor az a vagy az e csucsat, ill. a fabeli be itnak eloszor a b vagy
a ¢ csucsat éri el. (1 pont)
fgy e két it uniéjan elsének elért csucs csak a, e, b vagy c lehetnek. (1 pont)
Ha e ez a cstucs, akkor a be 0t elsonek elért csucsa f, ami lehetetlen. Ha b vagy

, : ca_ d
c ez a csucs, akkor az ae Ut elsonek elért csucsa nem a vagy e. Tehat a mélységi a b
bejaras e két titon elészor az a cstcsot éri el. (2 pont) € I g
Azonban a csak az ae utrél érheté el a faban, és a DFS innen nem érhette el. I K f;
Ezért csakis a lehetett a bejaras kiindulépontja. (1 pont) ( J

Az is helyes megoldés, ha minden a-n kiviili x csucsrdl konkrétan megmutatjuk, hogy keresztél lenne
G-ben, ha x lenne a fa gyokere.




4. Legyenek a 7 csticst G graf pontjai vy, va, U3, v4, Vg, Vs és vg, valamint akkor legyen v; és v; szomszédos,
ha ¢ és j relativ primek. Ekkor a v;v; él szélessége |i — j|. Hatdrozzunk meg a vy csicsb6l minden més
csucsba egy-egy legszélesebb utat.

A mellékelt dbran lathaté a G graf és az élek mentén a hosszaik. (4 pont)
A Kruskal algoritmus 6ran tanult modositasaval hatarozzuk meg a legszélesebb utak fajat, amikoris
az éleket csokkend szélességi sorrendben sorra véve mohén épitiink feszit6fat. (4 pont)

Az abran megvastagitott élek alkotta
feszitofat kapjuk. Ha két csics kozott
ezen a fan talalhato it egy legszélesebb
ut a két cstces kozott, ennek megfelels-
en az egyes csucsok mellé {rt szamok a
v1-bol az egyes cstcsokba vezetd legszé-
lesebb 1t szélességét jelentik. (2 pont)

Az utolsé 6 pont megszerezhet6 az iranyitott grafokra tanult, de az iranyitatlan grafokon is miikodo
moédszer alkalmazaséval is:

Az 6ran tanult moédositott Dijkstra algoritmust hajtjuk végre ezen a grafon. Minden csicsra nyilvan-
tartunk egy alsé becslést az odavezetd 1t szélességére, és mindig a KESZ halmazba bevett legutolso

csucsbol kiindul6 élek mentén javitunk. (3 pont)
Az abran minden csics mellett az odavezetd Ut szélessége lathato és a megvastagitott élek alkotta fa
pedig a vy csucsbol minden mas csucsba egy legszélesebb utat tartalmaz. (3 pont)

Az is teljes értékli megoldas, ha minden egyes v;-t6l kiilonb6z6 csticsra megad a megoldd egy konkrét
utat és arrdl be is bizonyitja, hogy legszélesebb.

5. Hatérozzuk meg az itt lathatéo PERT feladat minimélis végrehajtasi idejét és a kritikus tevékenysége-
ket.
A megadott graf csucsainak
e,c,b,a,d,h,t,f,7,k,g egy topologikus sor-
rendje, igy ebben a sorrendben &llapitjuk meg az
oran tanult modszer szerint a legkorabbi kezdési
idoket. (4 pont)
Ezeket az idoket az egyes cstucsoknal jeleztiik,
valamint minden egyes csicsnal megvastatitottuk
mindazokat az adott csicsba befutd éleket, ame-
lyek miatt az adott tevékenység nem kezdodhet a
megallapitott idépontnal hamarabb. (3 pont)

Az adddott, hogy a feladatot legkorabban t = 38-ban lehet befejezni, mégpedig az ecfjkg kritikus ut
miatt (més kritikus ut nincs). Mivel pontosan a kritikus tton taldlhaté tevékenységek a kritikusak,
ezért a feladatbeli kérdés masodik részére a valasz e, c, f, ],k és g. (3 pont)

6. Tegyiik fel, hogy a G graf barmely két csicsa kozott vezet legfeljebb 7 éli 1ut. Mutassuk meg, hogy
ha G-nek van Euler sétdja, akkor G-nek megduplazhato legfeljebb 7 éle gy, hogy az igy kapott G’
grafnak Euler korsétdja legyen. (Egy e él megduplazdsén azt értjiik, hogy behizunk egy, az e éllel
parhuzamos 1j élt.)

Az érén tanult tétel értelmében elegendd azt igazolnunk, hogy alkalmasan vélasztott legfeljebb 7 él
megdupldzasa utan a kapott G’ graf osszefiiggé lesz, és minden csicsdnak fokszama péros. (2 pont)
Mivel G 6sszefiiggd, hisz barmely két cstcsa kozt vezet legfeljebb 7 él1 tt, ezért barmely, a fenti médon

konstrualt G’ is Gsszefiiggd. (2 pont)
Ha G-nek van Euler korsétdja, akkor semmi tennivalénk: a G/ = G graf megfelel. (1 pont)
Ha azonban G-nek nincs Euler korsétaja, akkor G Euler sétdjanak u és v végpontjai kiilonbozok.

(1 pont)

Raaddsul G-ben u-n és v-n kiviil minden cstics fokszdma péros, mig d(u) és d(v) paratlan. (1 pont)
A feladat feltételeibél tudjuk, hogy u és v kozott vezet G-ben egy legfeljebb 7 élbél 4ll6 ut. (1 pont)
Ezen ut éleit megduplazva a kapott G’ grafban minden csics fokszdma péros lesz, igy az els6 meg-
jegyzésiink értelmében az ily médon kapott G’ mutatja a feladatbeli allitas igazsagat. (2 pont)



