A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2014. 11. 27.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Készitsiik el a G grafot egy 7 hosszu korbdl dgy, hogy hozzaadunk a koérhoz (;) 1j csucsot, és az
1j csucsok mindegyikét a kor harom pontjaval kotjiikk Gssze gy hogy semelyik két 1j csicsnak se
ugyanazok a korbeli cstcsok legyenek a szomszédai. Hatarozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szamat.

A G kiszinezéséhez 4 szin elegendd, hiszen a 7 hosszu korre elég 3 szin, a tovabbi csticsok pedig

megkaphatjak a negyedik szint. (4 pont)
Megmutatjuk, hogy 3 szin nem elég G csicsainak kiszinezésére. Tegyiik fel indirekt, hogy G csicsait
sikeriilt 3 szinnel szinezni. (2 pont)
A C7 kor nem paros graf, ezért csicsainak szinezéséhez sziikség van 3 szinre. (1 pont)

Van tehat 3 kiilonb6z6 szint pontja, mondjuk a,b és c. Valamelyik 14j cstcsnak (mondjuk z-nek)
pontosan e harom csucs a szomszédja, ezért x nem kaphatja a 3 rendelkezésre allo szin valamelyikét,

ellentmondés. (2 pont)
A kapott ellentmondds azt mutatja, hogy 3 szin nem elég G csticsainak kiszinezéséhez, tehat y(G) = 4.
(1 pont)

2. Hatéarozzuk meg a nemnegativ p paraméter ésszes olyan értékét, melyre a fenti halézatban a maximalis
st-folyam nagysédga (értéke) a leheté legnagyobb.

Eloszor p = 0-ra keresiink egy maximalis nagysagu folyamot az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus
segitségével. Ekkor egy 16 nagysagu folyamot kapunk, és egy annak maximalitasat bizonyito, a stiriin
szaggatott vonallal jelzett, X &ltal indukalt, 32 + p kapacitasi st-vagést. (2 pont)
Most p = oo vélasztassal tovabb novelve a folyamot, az abran lathaté, 46 nagysagu folyamot kapjuk,

(1 pont)
amelynek maximalitasat a ritkan szagatott vonallal jelzett, Y altal indukalt, 46 kapacitasi st-vagas

bizonyitja. Ez az st-védgds nem tartalmazza a p kapacitasu élt. (2 pont)
Ezek szerint barmekkoranak is valasztjuk p értékét, 46-nal nagyobb

st-folyam nem lehetséges a hélézatban. (1 pont)

A 46 nagysagu st-folyam elérhetd, az pl. az abran lathaté mddon.

(1 pont)

A 32+ p kapacitasi vagas miatt ehhez p értékét legalabb 46 — 32 =

14-nek kell vélasztani. (1 pont)

A p = 14 vélasztas mellett elérheto a 46 nagysagu folyam, pl az

abréan megadott médon. (1 pont)

A vélasz tehat p > 14. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a 88 ponti GG paros graf egy lefogd élhalmaza fiiggetlen élekbol all. Hatarozzuk meg
7(G) értékét, azaz a G-t lefogd pontok minimélis szamét.

A G gréf egy lefogé élekbdl 4llé fiiggetlen élhalmaz definicié szerint a G egy teljes parositdsa. (3 pont)
Mivel G-nek 88 cstcsa van, ezért ez az élhalmaz 44 é1bél all, (2 pont)
vagyis G-ben a fiiggetlen élek maximélis szdma v(G) = 44. (2 pont)
A G graf péros, ezért Kénig tanult tétele szerint 7(G) = v(G) = 44. (3 pont)

4. Tegyiik fel, hogy a G egyszerti, paros graf A szinosztalya 28, a B szinosztalya 33 pontu. Tegyiik fel,
hogy a B szinosztalynak valemely Y részhalmazara |Y| = 18 és |[N(Y)| = 12. Mutassuk meg, hogy az
A szinosztalyra nem teljesiil a Hall feltétel, azaz létezik olyan X C A halmaz, melyre |N(X)| < | X].




Legyen X := A\ N(Y). (3 pont)
Mivel Y-nak egyetlen szomszédja sincs X-ben, ezért X-nek sincs szomszédja Y-ban, azaz N(X) C

B\Y . (3 pont)

Az X halmaz mérete | X| = |[A| — |[N(Y)| =28 =12 =16, mig |[B\ Y| = |B| — |Y| =33 — 18 = 15.
(2 pont)

Ezek szerint |[N(X)| < |B\ Y| = 15 < 16 = |X]|, tehdt X-re csakugyan nem teljesiil a feladatban

idézett Hall feltétel. (2 pont)

Avagy.

A Hall tétel szerint pontosan akkor teljesiil A-ra a Hall feltétel, ha G-nek van A-t fed6 parositasa.
(3 pont)

Azt kell tehdat igazolnunk, hogy G-nek nincs A-t fed6 parositdsa, més széval, hogy v(G) < 28. (2 pont)
Tekintsiik G' egy maximalis (v(G) méretii) M pérositdsat. Mivel a B szinosztély 18 pontd Y részhal-

mazanak csak 12 szomszédja van, ezért M az Y-nak legfeljebb 12 pontjat fedheti, (2 pont)
azaz Y -nak legalabb 6 pontja fedetlen. (1 pont)
gy B-nek is legaldbb 6 pontjat nem fedi M, (1 pont)
tehat |M| < |B| — 6 = 27, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

. Abszurdisztan addhivatala egy papirfecnin szerzett értesiilés nyoman szeretne felderiteni bizonyos
AFA-csaldsokat. A szovevényes blniigy felgongyolitéséhez elkészitettek egy G grafot, melynek pontjai
a gyanus cégeknek felelnek meg és G két csiicsa kozott akkor fut él, ha a két szoban forgd cég egyike
szamlat allitott ki a masiknak. Az adatok gondos analizise nyoman az deriilt ki, hogy minden gyanus
cégnek legalabb hat masik gyants céggel volt mar kozos szamlazasi tigye. A nyomozas sikerének pedig
az a kulcsa, hogy ez a G graf atlathato legyen, azaz, hogy G-t tigy lehessen lerajzolni egy datummal,
pecséttel és aldirassal ellatott okméanyra, hogy élek belsé pontban ne keresztezzék egymaést. (Ha ugyanis
eredménytelen marad a prébélkozas, akkor sajnos képtelenség felderiteni az csaldsokat.) Sikeriil-e vajon
nyakon csipni az elvetemiilt biinézoket?

Azt kell eldonteniink, hogy a kérdéses G graf sikbarajzolhatoé-e. (1 pont)
A konstrukei6 folytan G egyszerii, (1 pont)
igy ha G sikbarajzolhaté, akkor a tanult tétel értelmében legfeljebb 3n — 6 éle lehet, ahol n a G
cstcsainak szdma. (4 pont)
(Persze az is kell, ehhez, hogy n > 3, de ez kovetkezik a legaldbb 6-os fokszamokbdl.) (0 pont)
Mivel G-nek minden fokszama legalabb 6, ezért G cstucsainak fokszamosszege legaldbb 6n, vagyis G-
nek legalabb 3n éle van. (3 pont)
Ez pedig a fentiek alapjan ellentmond annak, hogy G sikbarajzolhatd, (1 pont)
vagyis nem varthatjuk a hivataltol a blin6zok megregulazasat. (1 pont)

A példa ereteti megszovegezése alkalmas lehetett arra, hogy a kozigazgatas, az addigazgatas csics-
szervébe vetett kozbizalmat, kozmegbecsiilést hatranyosan befolyédsolja. Ezért eziton elnézést kériink.
. Oldjuk meg a 7z = 8 (mod 177) linedris kongruencidt.

Mivel 7 és 177 relativ primek, ezért a kongruencia megoldhato, és a megoldasok halmaza egy modulo
177 maradékosztaly. (2 pont)
A megoldas soran az eléadason megbeszéltek értelmében eltekintiink a mod karaktersorozat kifroga-
tasatol. Egészitsiik ki a 7o = 8(177) linedris kongruencidt a trividlis 1772 = 0(177) kongruencidval.
A kapott kongruenciarendszer megolddsai pontosan azok az x egészek lesznek, melyek megoldjak az

eredeti kongruencidt. (2 pont)
A masodik kongruenciat helyettesitjiik azzal, amit ugy kapunk, hogy a masodikbdl kivonjuk az elso
25-szo6rosét: 177z — 1752 = 0 — 200(177). (2 pont)
Ez utobbi kongruenciaban a —200-at vele kongruenssel helyettesitva az alabbi kongruenciarendszer
adédik: 7z = 8(177) ill 2z = —23(177). (1 pont)
A maésodik kongruencia 3-szorosat az els6bél kivonva azt kapjuk, hogy x = 7z — 6x =8 — 3 - (—23) =
T7(177), (2 pont)
tehat a kongruencia megoldasa x = 77(177). (1 pont)
(Ha most ez utébbi kongruencia kétszeresét kivonnank a 2x = 23(177) kongruenciabdl, akkor a

Or =—23—2-77=—177 = 0(177) ad6dna, de erre nincs sziikség az els6 megjegyzés miatt.)
Természetesen a linearis kongruencia megoldhaté mas, a fentitol eltéré modszerrel is, és a helyesen
alkalmazott helyes mddszer szerint megkapott helyes végeredmény értelemszertien 10 pontot ér.



